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第二梯度流体的蠕变流和热传导相似解
X
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(阿夫坚 考卡特裴大学 技术教育学院 力学教育系, TR_03200, 阿夫坚,土耳其)

(周哲玮推荐)

摘要:  给出了在笛卡儿坐标系中, 忽略惯性的缓慢流动的二维运动方程和二阶梯度流体的传热

方程# 当 Re n 1 时,若从运动方程中简单地省略惯性项, 则结果方程的解仍然近似有效# 事实上,

从无量纲的动量和能量方程也可导出这一结论# 利用李群分析, 知道求得的方程是对称的# 李代

数包括 4个有限参数和一个无限参数组成的李群变换, 其中一个是比例对称变换, 另一个是平移

变换# 利用对称性求得两种不同形式的解# 利用 x 和 y 坐标的平移,给出了指数形式的精确解# 

对于比例对称变换,更多地涉及到常微分方程, 只能给出级数形式的近似解, 最后讨论了某些边值

问题# 

关  键  词:  蠕变流;  热传导;  李群

中图分类号:  O357; O152. 9   文献标识码:  A

引   言

第二梯度流概念可以看作消除记忆项的牛顿流# 这样做了以后,需求解速度场的高阶导

数# 因此,第二阶流体只能提供实际粘弹性性能的一个近似# 而高阶导数的物理意义,即使有

也是不清晰的# 通常采用 Rivlin Ericksen第二阶流体,对它作进一步的研究是必要的# 

文[ 1] ~ [ 4]在特例的基础上,定性地研究了 Stokes流动的解和第二梯度蠕变流动的解# 

Tanner[ 1]给出了如下定理: /给定速度边界条件的任何牛顿蠕变流速度场,也是具相同边界条

件的第二梯度流流体的解0# Huilgol
[ 2]
建立了 Stokes解且仅是第二梯度流体平面蠕变流解的

判定准则# Fosdick和 Rajagopal[ 3]讨论了该问题的唯一性,并给出Tanner定理的推广# 他们还

导出了浸没在第二梯度蠕变流中某固定物体的阻力公式# 

Tanner 定理实际上模糊了第二梯度蠕变流运动较对应的 Stokes运动更高阶的事实,并且求

解时需要附加边界条件# Rajagopal
[ 4]
提到了这个问题,他讨论了多孔平直板上的蠕变流动# 他

的研究表明,当第二梯度流有解时,对应的 Stokes问题却没有解# 他还讨论了将Tanner定理推

广到三维流动的问题# 文 [ 5]详细地讨论了不同类型流体中附加边界条件问题# Bourgin和

Tichy[ 6]给出了在不平行多孔壁间的第二梯度流体蠕变流的相似解# 并提出了解的数值类型

和摄动类型# Galdi和 Rajagopal[ 7]定性地研究了物体在第二梯度流体中缓慢运动的问题# 他

们的结果表明, 若流体上没有体力作用,并且运动速度足够小,则其解与 Stokes解重合# 
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本文在笛卡儿坐标系中, 讨论第二梯度流体的定常平面蠕变流和传热方程# 将李群理

论
[ 8]
应用于运动方程,找到了方程组的对称性# 该方程可以作比例对称变换,可以作平移对称

变换或无限单参数对称变换# 给出了两个不同类型的解: 其一,利用 x、y 坐标平移,将偏微分

方程变换为常微分方程, 求得了指数型精确解析解; 其二, 利用比例对称性变换原偏微分方程

组# 这样得到的微分方程更具有普遍性,求得了级数渐近解,并给出了实际边值问题的解# 

1  运 动方 程

第二梯度流体流动的无量纲连续性方程、动量方程和能量方程为
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其中u和v分别为x 和 y方向的速度分量# x和 y分别为沿表面方向和垂直于表面方向的距离# H

为温度, p 为压力, K 为热传导系数, Q为密度, L为粘度, Cp 为比热, A1为材料模量# 由( 4)知,

方程( 2)和( 3)不耦合# 现对方程( 1) ~ ( 4)无量纲化,引入无量纲变量
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将方程( 5)代入方程( 1) ~ ( 4) , 有

  ux + vy = 0, ( 6)

  Re( uux + vuy) = - px + ( uxx + uyy) + D(5uxuxx + uxuyy +

    uuxxx + vuyyy + uuyyx + 2v xvxx + uyuyx + uyvxx + vuyxx ) , ( 7)

  Re( uvx + vv y) = - py + ( v xx - uxy ) + D(5uxuxy - uxvxx -

    vuyyx + uv xxx - vuxxx + 2uyuyy - vxuxx + vxuyy - uuyxx ) , ( 8)

  Re( uHx + vHy ) = D1( Hxx + Hyy) + D2(4( ux )
2
+ ( uy + vx )

2
) +
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其中无量纲系数定义如下:
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这里 Re 是雷诺数, Ec 是埃克特数, Pr 是普朗特数# 

对蠕变流动 ( Re n 1) , 忽略方程( 7) ~ ( 9)的惯性项后,得

  ux + vy = 0, ( 11)

  - px + ( uxx + uyy ) + D( 5uxuxx + uxuyy + uuxxx +

    vuyyy + uuyyx + 2vxvxx + uyuyx + uyvxx + vuyxx) = 0, ( 12)

  - py + ( vxx - uxy) + D(5uxuxy - uxv xx - vuyyx + uv xxx -
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    vuxxx + 2uyuyy - vxuxx + vxuyy - uuyxx) = 0, ( 13)
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1 (4( ux)

2
+ ( uy + v x)

2
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其中, D*
1 = D2/ D1, D

*
2 = DD2/ D1# 在导出方程(11) ~ (13) 中, 用到了第二梯度流体材料系数

的热力学相容性条件,即 A1+ A2 = 0[ 9]# 热力学相容性条件及材料系数符号的详细内容请参

见文[ 10]# 在求解蠕变流动( Re n 1) 的近似解时, 忽略方程( 2) ~ ( 4)的惯性项,并利用其连

续性条件# 

2  方程的对称群

对方程( 11) ~ ( 14)利用李群理论求其精确解# 首先要求在无限小李点变换下, 方程组保

持不变
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( 15)

通过冗长、直接的代数运算导得了微元(关于微元计算的详细讨论参见文[ 8] )

  

N1 = ax + b , N2 = ay + c, G1 = au, G2 = av,

G3 = d, G4 = 2aH+ C( x , y ) ,
52C
5x 2 +

52C
5 y2 = 0,

( 16)

从而方程组成为容许有 4个有限参数,而没有无限参数的李群变换# 参数 a 对应于变量 x、y、

u、v、H的比例系数# 参数 b、c、d 分别对应于 x、y、p 坐标的平移# 下一节的相似解(群不变

解)对应于上述对称性变换# 

3  平移对称性变换

本节考虑 x 和y 坐标的平移,因此取 a = d = C( x , y ) = 0# 得到相似变换的特征方程为

  dx
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0
; ( 17)

相似变量和相似函数为

  N= y - mx , u = f ( N) , v = g( N) , p = h( N) , H= k ( N) , ( 18)

其中 m = c/ b 为任意参数# 

将相似变量和相似函数代入原运动方程,得

  gc- mf c = 0, ( 19)
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利用方程( 19)并消去方程( 20)和( 21)中的 h ( N) , 可得线性方程

  f Ê + 1
AD
f d = 0# ( 23)

解 f、g、h、k , 得到结果
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其中 c1, ,, c6和 A均为积分常数,回代到原变量,得到
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注意到 m 为任意参数,可取任意值# 当在运动方程( D= 0) 中忽略第二梯度影响时,解

(28) ~ (31) 不满足牛顿方程# 事实上, 指数项正很好地反映了第二梯度影响# 因此,任何边

界条件的集合, 得到非零的 c1、A值,可导得第二梯度流体的速度剖面,但得不出牛顿流体的速

度剖面# 特殊边值问题将稍后讨论# 

4  比例对称性变换

为此,在方程( 16)中,取参数 a 为任意值,其他参数取为 0, 其特征方程为

  dx
x
=

dy
y
=

du
u
=

dv
v
=

dp
p
=

dH
2H

# ( 32)

相似变量和相似函数为

  N=
y
x
, u = xf ( N) , v = xg ( N) , p = h( N) , H= x

2
r ( N)# ( 33)

将这些新变量代入原方程组, 得到如下常微分方程组

  f - Nf c+ gc = 0, ( 34)

  Nhc+ f d(1+ N2
) + D (5N2

+ 1) f d(f - Nf c) - f [ (3N2 + 1) f d+

    N( N2 + 1) f Ê ] + g [ 2Nf d+ ( N2
+ 1)f Ê ] - Nf cf d+

    N2
gd[ f c+ 2( g - Ngc) ] = 0, ( 35)

  - hc+ N( Ngd+ f d) + D - N(f - Nf c) (5f d+ Ngd) + g [ (3N2
+ 1)f d+

    N( N2 + 1) f Ê ] + 2f cf d- f (3N2
gd+ N3

gÊ + 2Nf d+ N2
f Ê ) +
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    ( 1- N2) f d( g - Ngc) = 0, ( 36)

  rd( N2
+ 1) + 2r - 2rcN+ D*

1 [ N
2
(4f c2

+ gc2
) + N(- 8ff c- 2f cgc- 2ggc) +

    g2
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2 [ N

2
(3f df cg + gdf g - f dg2
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    f dfgc) + N(- f dff c- f dggc- 5f dfg ) + ( f dg 2
+ f df cg ) ] = 0# ( 37)

消去方程( 35)和( 36)中的 h 并利用方程( 34)

  (1 + N2
)f d + D[- 4N2

ff d- N(1 + N2
)ff Ê + 4Ngf d + ( 1+ N2) gf Ê ] = 0# ( 38)

由于上述方程实质上是变系数和非线性的,因此宜于采用级数型渐近解# 利用级数

  f = 6
]

k= 0
akN

k
, g = 6

]

k= 0
bkN

k
, r = 6

]

k= 0
ckN

k ( 39)

可以构造其渐近解# 将这些级数代入方程( 34)可以得到如下递推关系

  bk+ 1 =
k - 1
k + 1

ak   ( k = 0, 1, 2, ,)# ( 40)

类似地,由方程( 38)可以得到如下方程组的集合

  2a2+ D(6b0a3) = 0   ( k = 0) , ( 41)

  6a3+ D(- 6a0a3+ 8b0a2+ 6b1a3 + 24b0a4) = 0   ( k = 1) , ( 42)

  (2a2+ 12a4) + D(- 8a0a2- 6a1a3 - 24a0a4+ 8b1a2+ 30b0a3+

    6b2a3+ 24b 1a4+ 60b0a5) = 0   ( k = 3) , ( 43)

  ak+ 2( k + 2) ( k + 1) + akk ( k - 1) + D - 4 6
k
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k
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    6
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n= 3

bk+ 1- nann( n - 1) ( n - 2) = 0   ( k = 3, 4, 5, ,)# ( 44)

系数 ak 和 bk 由解上述方程组得出,函数 f 和g 为

f ( N) = a0+ a1N+ a2N
2
-

a2

3Db0
N3
+

1

12D2
b0
-
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6Db2
0
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1
3
a2N

4
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g ( N) = b0- a0N+
1
3 a2N

3
-

a2

6Db0
N

4
+ ,; ( 46)

h ( N) 和 r ( N) 分别由方程( 35)或( 36) , 方程( 37)和( 39)确定,

h ( N) = C+ 4D( b0+ a1) a2N+ 2a2 2D( a2- 2a0) - 1 +
a1

b0
N2
+ ,, ( 47)

r ( N) = c0+ Nc1- c0+
D

*
1 [ a

2
1+ 2a1 b0] + D

*
2 [ 12a2 b

2
0+ 2a2a1b 0]

2
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+ ,; ( 48)

用原变量表示

u ( x , y ) = a0x + a1 y + a2
y

2

x
-

a2

3Db 0

y
3

x
2+

1

12D
2
b 0
-

a0
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2
0
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y
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x
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v( x , y ) = b0x - a0y +
1
3 a2

y
3

x
2 -

a2

6Db0

y
4

x
3+ ,, ( 50)

p ( x , y ) = C+ 4D( b0+ a1) a2
y
x
+ 2a2 2D( a2- 2a0) - 1+

a1

b0

y
2

x
2 + ,, ( 51)
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H( x , y ) = c0x
2
+ yxc1- c0+

D
*
1 [ a

2
1+ 2a1 b0] + D

*
2 [ 12a2b

2
0 + 2a2a1 b0]

2
y

2
+ ,# 

( 52)

注意到系数 a2 与第二梯度解相关,当 a2 = 0时,方程满足牛顿解# 

5  边 值问 题

本节给出几种对称类型的边值问题例子# 

5. 1  平移对称性变换边值问题

本小节给出两个例子# 第一例子的解同时取决于 x 和 y 坐标, 第二例子的解仅取决于 y

坐标# 

第一例考虑如下边界条件:

  

u(0, y ) = U0(1 - e
- ay
) , v ( x , ] ) = V0,

5 u
5 y ( x , ] ) = 0, p (- ] , y ) = p 0,

5 v
5y ( x , ] ) = 0,

5H
5 y ( x , ] ) = 0, H( x , ] ) = H0# 

( 53)

对方程( 28) ~ ( 31)应用边界条件,得

  u( x , y ) = U0(1 - e- a(y- mx ) ) , ( 54)

  v( x , y ) = V0 - mU0e
- a(y- mx )

, ( 55)

  p ( x , y ) = (1+ m
2
) DU2

0a
2e- 2a( y- mx )

+ p 0, ( 56)

  H( x , y ) = - m
4
+ 2m

2
+ 1

m
2
+ 1

U
2
0

4
e- 2a(y- mx )

D*
1 -

D*
2

D
+ H0, ( 57)

其中

  a =
1
AD

( 58)

且 A取为正# 当 m = 0, 解( 54)便变为 Rajagopal
[ 4]
给出的解# 

第二例子来源于地质问题# 假设岩浆流体为第二梯度流体, 其上覆一层岩板,岩板位于 y

= 0处,取 y 的正向为从岩板垂直向下, 边界条件为

  
u( x , 0) = u0, u( x , ] ) = 0, v( x , ] ) = - v0,

p ( x , ] ) = p 0, H( x , 0) = H0,
5H
5y ( x , ] ) = 0,

( 59)

其中 u0为岩板速度, v0 为岩浆流体渗入岩板的速度, p 0为岩浆流体深处的压力# 

解( 28) ~ ( 31)变为

  u( y ) = u0e
y / ( v

0
D)
, ( 60)

  v = - v0, ( 61)

  p ( y ) =
u

2
0

Dv2
0
e2y / ( v

0
D)
+ p 0, ( 62)

  H( y ) =
u

2
0

4
1 - e2y / (v

0
D)

D*
1 -

D*
2

D
+ H0, ( 63)

其中 D< 0# 事实上,可以发现,当上面覆盖着象砂岩或砾岩等多孔材料, 岩浆流体向地表上

升时,在几种岩浆流体间,存在着类似上面的相互作用# 
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5. 2  比例对称性变换边值问题

作为实例, 研究通过多孔材料表面的泥浆流# 由于多孔性, 泥浆的吸入速度增大# 泥浆流

特别容易发生在周围受侵蚀尚少的,狭窄的又不对称的低洼盆地的坡度上# 泥浆流能够在由

岩屑组成的、多孔的沉积物间伸展, 沉淀物开始是较小的多孔砂质部分,以后是平原的充满砾

石的部分# 初始时, y 方向的速度剖面是线性的,压力为 p 0# 其边界条件为

  
u( x , 0) = 0, v( x , 0) = - v 0x , u(- ] , y ) = u0y , p (- ] , y ) = p 0,

H( x , 0) = H0x
2
,
5H
5y (0, y ) = 0,

5v
5y ( x , ] ) = 0# 

( 64)

对方程( 49) ~ ( 52)应用该边界条件,得到

  u( x , y ) = u0y , ( 65)

  v( x , y ) = - v 0y , ( 66)

  p ( x , y ) = p 0, ( 67)

  H( x , y ) = H0x
2
- H0+

D*
1 [ u

2
0+ 2u0v0]

2
y

2# ( 68)

因为对于特殊边界条件, a2 = 0, 因而其解也满足牛顿流# 

6  结论和说明

本文研究了第二梯度流体的蠕变流动# 对运动方程应用李群理论确定其变换对称性# 发

现运动方程可以通过平移对称性变换求得指数型精确解# 通过比例对称性变换可以构造一种

级数型的近似解# 最后, 给出了几个边界条件集合下解的示例# 
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Transfer in Second Grade Fluid
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Abstract: The two dimensional equations of motions for the slowly flowing and heat transfer in sec-

ond grade fluid are written in Cartesian coordinates neglecting the inertial terms. When the inertia

terms are simply omitted from the equations of motions the resulting solutions are valid approximately

for Re n 1. This fact can also be deduced from the dimensionless form of the momentum and energy e-

quations. By employing Lie group analysis, the symmetries of the equations are calculated. The Lie a-l

gebra consists of four finite parameter and one infinite parameter Lie group transformations, one being

the scaling symmetry and the others being translations. Two different types of solutions are found us-

ing the symmetries. Using translations in x and y coordinates, an exponential type of exact solution is

presented. For the scaling symmetry, the outcoming ordinary differential equations are more involved

and only a series type of approximate solution is presented. Finally, some boundary value problems are

discussed.

Key words: creeping flow; heat transfer; Lie group
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