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K hler流形上的 Lagrange力学

张荣业

( 中国科学院 数学研究所, 北京 100080)

(周哲玮推荐)

摘要 : 讨论了 K hler 流形上的 Lagrange 力学, 并给出 Lagrange 算子、Lagrange 方程、作用泛函、

Hamilton 原理和Hamilton 方程等复的数学形式
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引 言

Lagrange 力学是分析力学的重要的组成部分 它由Lagrange 于 1788 年利用 Euclid 解析几

何和微积分在他的名著 Analytical Mechanics 中建立 现在, 随着现代微分几何的发展又由现

代学者把它建立在 Riemann 流形及其切丛和余切丛上 它变得更系统更漂亮 它被应用于力

学、理论物理和广义相对论 这是实的情形( 见文献[ 1] ~ [ 6] ) , 复的情形如何?

这里, 我们在K hler 流形上建立复的 Lagrange 力学系统并给出复的运动方程

1 几何结构及基本运算

设 M
n 是具有度量h 及联络D 的n 维K hler 流形 在坐标系( U; z

j
) 下, 度量

h = hjk dz
j dz

k ( 1)

K hler 形式为

=
i
2

hjkdz
j dz

k
, ( 2)

其中, z
j
= x

j
+ iy

j
, z

j
= x

j
- iy

j
, 且 i = - 1, ( U; x

j
, y

j
) 是它的底流形 2n 维实解析流

形的坐标 它是具有度量 g

g = Rehjk( dx
j dx

k
+ dy

j dy
k
) ( 3)

的2n 维 Riemann 流形 通常, TM 和T
*

M 是M
n 的切丛和余切丛 X( M) 是TM 的所有截面

M
n 的向量场的集合 F 1

( M) = X*
( M ) 是T

*
M 的所有截面 M

n 的1_形式场的集合

TM = TM
1. 0

TM
0. 1

, T
*

M = T
*

M
1. 0

T
*

M
0. 1

TM 在坐标邻域U的标架场是 j , j
n
j = 1 其中, j = / z

j
, j = / z

j
T

*
M 在U的标架场

是 dz
j
, dz

j n
j = 1
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那么,

V X( M) , V = v
j

j + v
j

j , 当 U M
n
,

F 1
( M) , = bj dz

j
+ bj dz

j
, 当 U M

n

底流形 M
2n 的切丛和余切丛的标架场分别是 x

j , y
j n

j = 1 和 dx
j
, dy

j n
j = 1, 而且有以下关

系:

z
j =

1
2 x

j - i
y

j ,
x

j =
z

j +
z

j ,

z
j =

1
2 x

j + i
y

j ,
y

j = i
z

j -
z

j ,

dz
j

= dx
j
+ idy

j
, dx

j
=

1
2

( dz
j
+ dz

j
) ,

dz
j

= dx
j
- idy

j
, dy

j
=

1
2

( dz
j
- dz

j
)

( 4)

C
k
( I , M) 是从 I R到M

n 的所有k 阶连续可微函数的集合 它的元素也表示在 M
n 中

定义在 I 上的曲线

定义 1. 1 L : TM C, ( z , z , , ) | L( z , z , , ) = L 1( x , y , , ) + iL 2( x , y , , ) 称

为Lagrange 函数, 其全体记作 C
m

( TM, C ) ; m 表示m 阶连续可微, 其中 z = x + iy , z = x - iy ,

= + i , = - i 通常, = z , 因此, = x , = y , 且 z = dz / dt , x = dx / dt , y = dy / dt ,

特别, 在如下力学的应用中, dz
j
/ dt = v

j
, dz

j
/ dt = v

j
v

j
, 如此等等

定义 1. 2

Dx
j =

d
dt

x
j - x

j , Dy
j =

d
dt

y
j - y

j

称为实的 Lagrange 算子; 而

Dz
j =

d
dt

z
j - z

j , Dz
j =

d
dt

z
j - z

j

称为复的 Lagrange 算子, 而且

Dz
j =

1
2

( Dx
j - iDy

j ) , Dx
j = Dz

j + Dz
j ,

Dz
j =

1
2

( Dx
j + iDy

j ) , D y
j = i( Dz

j - Dz
j )

( 5)

式( 5) 对应于式( 4)

2 K hler 流形上的Lagrange 力学

用上述计算, U M
n 上的Lagrange 方程表达为

Dz
jL =

d
dt

L

z
j -

L

z
j = 0, Dz

jL =
d

dt
L

z
j -

L

z
j = 0, ( 6)

它是Newton 方程

DV
dt

= F
# DV

dt
= F ( 7)

的推广( 见文献[ 7] ) , 其中 V 是质点在M
n 上运动的速度, 且在坐标邻域 U 上V = v

j
j + v

j
j ;

DV 是V 的绝对微分, 它由M
n 上的联络D 决定; DV/ dt 是V 关于t 的绝对导数, 它称为运动质点

的加速度; F = Fj dz
j
+ Fj dz

j 是 U M
n 上的力场; 和 # =

- 1 是由度量张量 hjk 决定的丛同
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构:

: TM T
*

M,
z

j |
z

j =
1
2

hjkdz
k
,

z
j |

z
j =

1
2

hkj dz
k
,

# : T
*

M TM, dz
k

| dz
k#

= 2h
j k

z
j , dz

k
| dz

k#
= 2h

kj

z
j

A) 设 L = h( V, V) / 2 = hjk z
j
z

k
/ 2其中 V = z

j
j + z

j
j , 则

L

z
s =

1
2

hjk

z
s z

j
z

k
,

L

z
s =

1
2 hsk z

k
,

d
dt

L

z
s =

1
2

h sk

z
l z

l
+

h sk

z
l z

l
z

k
+

1
2

hsk z
k
,

Dz
sL = 0

1
2

h sk

z
l z

l
+

h sk

z
l z

l
z

k
+

1
2

hsk z
k

=
1
2

hjk

z
s z

j
z

k
,

hsk z
k

+
hsk

z
l -

hlk

z
s z

l
z

k
+

hsk

z
l z

l
z

k
= 0

由于 K hler 形式 的外微分为零:

d = 0
hsk

z
l -

h lk

z
s =

hjl

z
s -

hjs

z
l = 0,

因此, 上述方程的第 2 项消失, 而且, 我们有

hsk z
k

+
hsk

z
l z

l
z

k
= 0 ( 8)

我们把式( 8) 写成

z
k
+

k
l r z

l
z

k
= 0, ( 9)

其中,
k
l r = h

k s hsr

z
l 类此,

L

z
s =

1
2

hjk

z
s z

j
z

k
,

L

z
s =

1
2

hjs z
j
,

d
dt

L

z
s =

1
2

hjs

z
l z

l
+

hjs

z
l z

l
z

j
+

1
2 hjs z

j
,

Dz
sL = 0

1
2

hjs

z
l z

l
+

hjs

z
l z

l
z

j
+

1
2

hjs z
j

=
1
2

hjk

z
s z

j
z

k
,

hjs &z
j
+

5 hj�s

5 �z
l -

5 hj�l

5 �z
s Ûz

j
�z
#l

+
5hj�s

5 z
l Ûz

l
Ûz

j
= 0# 

如上, 第 2项消失, 因此, 我们有

  hj�k &z
j
+

5hj�k

5 z
l Ûz

l
Ûz

j
= 0# ( 10)

我们把它写成

  &z
k
+ #

k
l r Ûz

l
Ûz

r
= 0, ( 11)

其中, #k
l r = #

�k
�l �r = h

�sk
5 hr�s /5z

l
# 式( 9) 和式( 11) 是当某一质点在K¾hler 流形上运动而力场 F

= 0 时的 Newton 方程的坐标表示( 而质点在 Riemann 流形上运动当 F = 0 时的运动方程是 &x k

+ #
k
l r Ûx

l
Ûx

r
= 0)# 这个质点是沿测地线运动# 它是这个质点运动方程的解# 此质点不飞离
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M
n 沿直线运动, 不停止# 若 M

n
= C

n 是n 维Hermit 空间或局部平坦的K¾hler 流形, 则 #k
l r =

#
�k
�l �r = 0, 质点是沿直线运动# 

B) 设 T = h( V, V) / 2 = hj�k Ûz
j

�z
#k

/ 2为动能, U = U( z
j
, �z

j
) 是势能# 设

  L =
1
2

h( V, V) - U =
1
2

hj�k Ûz
j

�z
#k

- U( z
j
, �z

j
) ,

其中, V = Ûz
j
5 j + �z

# j
5 �j 则

  
5L

5z
s =

1
2

5hj�k

5 z
s Ûz

j
�z
#k

-
5 U

5z
s ,

5L

5Ûz
s =

1
2

hs�k �z
#k

,

Dz
sL = 0 ]

  1
2

5h s�k

5 z
l Ûz

l
+

5h s�k

5 �z
l �z

#l
�z
#k

+
1
2

hs�k �z
&k

=
1
2

5hj�k

5 z
s Ûz

j
�z
#k

-
5 U
5z

s ,

即( 如上)

  hs�k �z
&k

+
5 hs�k

5 z
l Ûz

l
�z
#k

= - 2
5 U

5z
s , ( 12)

  �z
&k

+ #
�k
�l �r Ûz

l
�z
#k

= - 2h
�k s 5 U

5z
s# ( 13)

类此,

  
5L

5�z
s =

1
2

5hj�k

5 �z
s Ûz

j
�z
#k

-
5 U

5�z
s ,

5L

5�z
#s =

1
2 hj�s Ûz

j
,

D�z sL = 0 ]

  hk�s &z
k

+
5hj�s

5 z
l Ûz

j
Ûz

l
= - 2

5 U

5�z
s , ( 14)

  &z k
+ #

k
l r Ûz

l
Ûz

r
= - 2h

�sk 5 U

5�z
s# ( 15)

式( 13) ~ ( 15) 是在K¾hler 流形上当 F = dU 时的Newton方程DV
Î
/ dt = - d U# 因此, La-

grange 方程是 Newton 方程的推广# 

现在我们考虑在坐标系 ( U; z
j
) 下Lagrange 函数 L = L 1( x , y , Ûx , Ûy ) + L 2( x , y , Ûx , Ûy ) 的变

分# 

DL = DL1 + iDL 2 =

   
5L 1

5 x
Dx +

5L 1

5 y
Dy +

5L1

5 Ûx
DÛx +

5L 1

5 Ûy
DÛy + i

5L 2

5 x
Dx +

5L2

5 y
Dy +

5L2

5 Ûx
DÛx +

5L 2

5 Ûy
DÛy =

   
5L 1

5 x
+ i

5L 2

5 x
Dx +

5L 1

5 y
+ i

5L 2

5 y
Dy +

5L1

5 Ûx
+ i

5L2

5 Ûx
DÛx +

5L1

5 Ûy
+ i

5L 2

5 Ûy
DÛy =

   
5L
5x

Dx +
5L
5y

Dy +
5L
5Ûx

DÛx +
5L
5Ûy

DÛy =

   
5L
5x

-
d
dt

5L
5Ûx

Dx +
5L
5y

-
d
dt

5L
5Ûy

Dy +
d

dt
5L
5Ûx

Dx +
5L
5Ûy

Dy =

   - DxL
D( z + �z )

2
- DyL

D( z - �z )
2

+
d
dt

5L
5Ûx

D( z + �z )
2

+
5L
5Ûy

D( z - �z )
2

=

   -
1
2

( Dx - iDy) LDz -
1
2

( Dx + iDy) L D�z +

   
d
dt

5L
5Ûx

- i
5L
5Ûy

Dz
2 +

5L
5Ûx

+ i
5L
5Ûy

D�z
2 =
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- DzLDz - D�zLD�z +
d
dt

5L
5Ûz

Dz +
5L

5�z
#D�z ,   P L I C

m
( TU, C)# ( 16)

定义 2. 1 由

  5 =
Q I

L ( z , �z , Ûz , �z
#
) dt

定义的泛函 5 : C
k
( I , M ) y C 称为作用泛函, 5 是作用量, 其中 L: TM y C, I = [ t 1, t 2] < R

且 L I C
m
( M, C )# 

定理 2. 2( 我们称它为Hamilton 原理)  作用量在由 Lagrange 方程决定的轨线达到极值( 平

稳值) , 或者说轨线 C I C
k
( I , M ) 是Lagrange 系统的运动, 若它是作用泛函 5 的临界点# 

命题 2. 3 曲线 C I C
k
( I , M ) 是泛函的临界点若且仅若它是Lagrange 方程的解# 

事实上,

  D5 =
Q

t
2

t
1

D L ( z , �z , Ûz , �z
#
) dt =

    -
Q

t
2

t
1

( Dz
jLDz

j
+ D�z jLD�z

j
) dt +

5L

5Ûz
j DÛz

j
+

5L

5�z
#D�z

# j
t

2

t
1

具有共同的固定端点的曲线( 泛函) 的变分在端点上消失# 因此, D5 = 0 Z Dz
jL = 0, D�z jL =

0, 其中, z = ( z
1
, z

2
, , , z

n
) , �z = ( �z

1
, �z

2
, , , �z

n
)# 前者和后者在重复指标上求和是理解的# 泛

函 5 的值域是

D( 5) = C I C
k
( I , M) | C( t 1) = ( z 1, �z 1) , C( t2) = ( z2, �z 2) 是固定的 < C

k
( I , M )# 

若 L = T - U = ( 1/ 2) hj�k Ûz
j

�z
#k

- U( z , �z ) 则

  5 =
Q

t
2

t
1

[ hj�k Ûz
j

�z
#k

- U( z , �z ) ] dt ,

  D5 =
Q

t
2

t
1

1
2

5 hj�k

5 z
s Ûz

j
�z
#k

-
5 U

5z
j D z

s
+

1
2

5hj�k

5 �z
s Ûz

j
�z
#k

D�z
s
+

h s�k

2
Ûz s

�z
#k

+
hj�s

2
Ûz j

�z
#s dt =

    
Q

t
2

t
1

1
2

5 hj�k

5 z
s Ûz

j
�z
#k

- 2
5 U

5z
j -

d
dt

( h s�k �z
#k

) Dz
s
+

    
5 hj�k

5 �z
s Ûz

j
�z
#k

- 2
5 U

5�z
s -

d
d t

( hj�s Ûz
j
) D�z

s dt +
1
2

( hs�k �z
#k

Dz
s
+ hj�s Ûz

j
D�z

s
)

t
2

t
1

, ( 17)

上述等式的第 2 项在 D ( 5 ) 上为零# 因此,D5 = 0 Z

  1
2

d
dt

( hs�k �z
#k

) -
5 hj�k

5 z
s Ûz

j
�z
#k

= -
5 U
5z

s ,
1
2

d
dt

( hj�s Ûz
j
) -

5 hj�k

5 �z
s Ûz

j
�z
#k

= -
5 U
5�z

s# 

分解后就是式( 13) 和式( 15)# 类此, 当 U = 0, L = T , D5 = 0 时等价于式( 9) 和式( 11)# 

C) 若 L I C
m

( TM , C) , 在局部坐标系( U; z
j
) 中

  L ( z
j
, �z

j
, Ûz

j
, �z

# j
) =

i
2

Ûz j
�z

j
- H ( z

k
, �z

k
) , ( 18)

则   
5L

5z
j = -

5H

5z
j ,

5L

5Ûz
j =

i
2

�z
# j

,
5L
5�z

=
i
2

Ûz j
-

5H

5�z
j ,

5L

5�z
# j = 0,

则

  

Dz
jL = 0 ]

i
2

�z
# j

= -
5H

5z
j ] �z

# j
= 2i

5H

5z
j ,

D�z jL = 0 ] 0 =
i
2 Ûz

j
-

5H

5�z
j ] Ûz

j
= - 2i

5H

5�z
j ,

( 19)
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或者   L ( z
j
, �z

j
, Ûz

j
, �z

# j
) =

i
4

( Ûz
j

�z
j
- Ûz

j
�z
# j

) - H ( z
k
, �z

k
) , ( 20)

则   
5L

5z
j = -

i
4

�z
# j

-
5H

5z
j ,

5L

5Ûz
j =

i
4

�z j
,

5L

5�z
j =

i
4

Ûz j
-

5H

5 �z
j ,

5L

5�z
# j = -

i
4

z
j
,

因此

  

Dz
jL = 0 ]

i
4

�z
# j

= -
i
4

�z
# j

-
5H

5z
j ] �z

# j
= 2i

5H

5z
j ,

D�z jL = 0 ] -
i
4 Ûz

j
=

i
4 Ûz

j
-

5H
5�z

j ] Ûz
j

= - 2i
5H
5�z

j# 

( 21)

更一般地, 若 L I C
m

( TM, C ) , 在 U < M
n

  L ( z
j
, �z

j
, Ûz

j
, �z

# j
) = X( V) - H ( z

k
, �z

k
, p k , p�k ) , ( 22)

其中, H I C
m
( T

*
M, C ) , V I X( M) , V = Ûz

j
5 j + �z

# j
5 �j 在( U; z

j
) , 且 X I F  1( M ) , X = pj dz

j

+ p�j d�z
j
# 那末, 式( 22) 变成

  L ( z
j
, �z

j
, pj , p�j ) = p j Ûz

j
+ p�j �z

#j
- H ( z

j
, �z

j
, pj , p�j )# ( 23)

若 L 给出, 则满足方程( 22) 或( 23) 的1_形式X 不是任意的, 它必须是 pj = 5L / 5Ûz
j
, p�j =

5L /5 �z
#j

# 若我们预先设定 pj = ( i/ 2) �z
j
, p�j = 0, 则 X = ( i/ 2) �z

j dz
j
# 若 pj = i�z j

/ 4, p�j = - iz j
/ 4,

则H = H ( z
j
, �z

j
, i�z j

/ 2, 0) , 或者 H = H ( z
j
, �z

j
, i�z j

/ 4, - iz j
/ 4)# 那么它们定义在 M

n 上, 不在

T
*

M
n 上, 而且L 不是任意的# 它由式( 22) 和式( 23) 或者式( 18) 和式( 20) 给出# 这是在式( 18)

和式( 20) 的情况# 那末, 由式( 23)

  

Dz
jL = 0 ] Ûp j = -

5H
5z

j , Dp
j
L = 0 ] Ûz j =

5H
5pj

,

D�z jL = 0 ] Ûp�j = -
5H

5�z
j , Dp�j

L = 0 ] �z
# j

=
5H
5p�j

# 

定理 2. 4 若 L I C
m

( TM, C ) , 且L ( z
j
, �z

j
, Ûz

j
, �z

# j
) = i�z j

Ûz
j
/ 2- H ( z

j
, �z

j
) 或者L ( z

j
, �z

j
, Ûz

j
,

�z
#j

) = i( �z
j

Ûz
j
- z

j
�z
#j

) / 4 - H ( z
j
, �z

j
) , 则Lagrange 方程 Dz

jL = 0, D�z jL = 0 是

  Ûz j
= - 2i 5H

5�z
j , �z

# j
= 2i 5H

5z
j# ( 24)

这是Hamilton 方程# 若 L ( z
j
, �z

j
, Ûz

j
, �z

# j
) = pj Ûz

j
+ p�j �z

# j
- H ( z

j
, �z

j
, pj , p�j ) , 则Lagrange 方程Dz

jL

= 0,D�z jL = 0, Dp
j
L = 0, Dp

�j
L = 0 是Hamilton 方程

  Ûpj = -
5H

5z
j , Ûp�j = -

5H

5�z
j , Ûz

j
=

5H
5pj

, �z
# j

=
5H
5p�j

, ( 25)

其中, Hamilton 函数 H ( z
j
, �z

j
) 及H ( z

j
, �z

j
, pj , p�j ) 分别定义在 M

n 及T
*

M 上# 若L I C
m

( TM ,

C ) 给定, 且 pj = 5L / 5Ûz
j
, p�j = 5L/ 5�z

#j
, 则可以得到Hamilton 函数H = pj Ûz

j
+ p�j �z

#j
- L ( z

j
, �z

j
, Ûz

j
,

�z
#j

) = H 1( z
j
, �z

j
)# 若我们预先给定 pj 和p�j , 而且知道L , 则我们可以一般地由式( 22) 得到H 和

Hamilton 方程( 25)# 

对 L = ( pj Ûz
j
+ p�j �z

# j
) - H ( z

j
, �z

j
, p j , p�j ) , 作用泛函

  

5 =
Q

t
2

t
1

[ pj Ûz
j
+ p�j �z

#j
- H ( z

j
, �z

j
, pj , p�j ) ] dt ,

D�=
Q

t
2

t
1

Ûz
j
-

5H
5pj

D pj + �z
# j

-
5H
5p�j

Dp�j - Ûp
j
+

5H

5z
j D z

j
-

  Ûp�j +
5H

5�z
j D �z

j dt + ( pj Dz
j
+ p�j D �z

j
) |

t
2t
1
,

( 26)
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上述, 最后一项在 D( 5) 中为零# 因此, D5 = 0 Z 式( 25)# 那么我们有

定理 2. 5( 我们称它为第二 Hamilton 原理)  由式( 18) 或式( 20) 给出的作用量 5 在由

Hamilton 方程( 24) 决定的轨线 C I C
k
( I , M ) 上得到极值(平稳值)# 而由式( 26) 决定的 5 在

由Hamilton 方程( 25) 决定的轨线 C I C
k
( I , M) 上得到极值(平稳值) # 或者说, 轨线 C I

C
k
( I , M ) 是 Hamilton 系统的运动, 若它是作用泛函 5 的临界点# 

命题 2. 6 曲线 C I C
k
( I , M ) 是作用泛函 5 : D( 5) < C

k
( I , M ) y C 的临界点, 若且仅

若它是Hamilton 方程的解# 

同样地, 若 L = ( 1/ 2) hj�k Ûz
j

�z
#k

- U( z
l
, �z

l
) 则我们有

定理 2. 7( 我们称它为第三Hamilton原理)  作用量 5: D( 5 ) < C
k
( I , M ) y C ,

  5 = Q

t
2

t
1

1
2 hj�k Ûz

j
�z
#k

- U( z
l
, �z

l
) dt# ( 27)

在由Newton 方程 DV
Î
/ dt = - d U, 即

  
1
2

hj�k
Dv

j

dt
= -

5 U

5 �z
k ,

1
2

hk�j
Dv

�j

dt
= -

5 U

5z
k ( 28)

决定的轨线 C I C
k
( I , M) 上达到极值(平稳值)# 或者说, C I C

k
( I , M ) 是 Newton 方程( 28)

的解, 若且仅若它是式( 27) 的临界点# 

命题 2. 8 C I C
k
( I , M) 是泛函 5 ( 式( 27) ) , 的临界点若且仅若它是Newton 方程( 28) 的

解# 

式( 28) 分解后是上述的式( 12) 和式( 14)# 当

L =
1
2

hj�k Ûz
j

�z
#k

- U( z
j
, �z

j
) = T - U, p k =

5L
5Ûz

k =
1
2

hk�j �z
# j

, p�k =
5L

5�z
#k =

1
2

hj�k Ûz
j
,

X =
5L

5Ûz
k dz

k
+

5L

5�z
#k d�z

k
=

1
2 hj�k Ûz

j
d�z

k
+

1
2 hk�j �z

#k
dz

k
= V

Î

时, 其中, V = Ûz
j
5 j + �z

# j
5 �j , 则

X( V) = 3 V
Î
, V4 =

1
2

hj�k Ûz
j

�z
#k

+
1
2

hk�j Ûz
k

�z
#j

=
1
2

( hj�k + hk�j ) Ûz
j

�z
#k

= hj�k Ûz
j

�z
#k

= 2T# 

因此,

  E = X( V) - L = 2T - T + U = T + U# ( 29)

通常, E 称为能量, 那么我们有

定理 2. 9( 我们称为能量守恒定律)  能量 E 沿作用泛函 5 : D ( 5 ) < C
k
( I , M) y C 的临

界点 ))) 泛函 5 达到极值( 5 的平稳值) 的轨线是常量# 

事实上, E = X( V) - L =
5L
5Ûz

j Ûz
j
+

5L

5�z
# j �z

# j
- L , 由定理 2. 2 和命题 2. 3

dE
dt

=
d
dt

5L

5Ûz
j Ûz

j
+

5L

5Ûz
j &z

j
+

d
dt

5L

5 �z
# j �z

#j
+

5L

5�z
# j �z

&j
-

5L

5z
j Ûz

j
-

5L

5Ûz
j &z

j
-

5L

5�z
j �z

#j
-

5L

5�z
# j �z

&j
=

  
d
dt

5L
5Ûz

j -
5L
5z

j Ûz
j
+

d
dt

5L

5�z
# j -

5L

5 �z
j �z

#j
= 0

即, 当 K¾hler 流形上的质点在势场中运动时, 动能与势能之和是常数# 这时, 质点的运动方程

是Newton 方程DV
Î
/ dt = - d U ( 式( 12) 、( 14) )# 这也是从K¾hler 流形上的Newton 力学( 见文献

[ 7] ) 中的动能定律导出的能量守恒定律# 

若 L = ( 1/ 2) hj�k Ûz
j

�z
#k

( U = 0) , 则
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E = X( V) - L = 2T - T = T = ( 1/ 2) hj�k Ûz
j

�z
#k

# 

从能量守恒定律, 我们知道在泛函 5 =
Q

L dt 达到极值的轨线C I C
k
( I , M) 上dE / dt =

0# 由定理2. 7, 运动方程是Newton方程DV/ dt = 0# 即是方程( 9) 、( 11)# 这表明当外力 F =

0 或者 dU = 0 时质点沿测地线运动, 而且动能保持不变# 

在坐标系 ( U; z
j
) 中, 若对一些指标5L / 5z

s
= 0或5L / 5�z

s
= 0, 即L I C

m
( TM , C) 不明显

地包含 z
s 或�zs

# 这样的坐标 z
s、�z s 称为循环坐标# 那么, 沿泛函 5 =

Q
L dt 的极值 C I D( 5 )

< C
k
( I , M ) 我们有

  Ûp s =
d

dt
5L

5Ûz
s = 0, 或 Ûp�s =

d
dt

5L

5 �z
#s = 0, p s = const 或 p�s = const# 

定理 2. 10( 动量守恒定律)  根据由泛函 5 =
Q

L dt 决定的运动, 对应于循环坐标的/广义

动量0 是守恒的, 其中, D( 5) < C
k
( I , M) , L I C

m
( TM, C)# 

下一步, 我们要讨论坐标变换及运动方程相应的变化# 

设 M
n 是K¾hler 流形, P: TM y M , ( p , v ) | y p , P

*
: T

*
M y M, ( p , X) | y p , 都是规范的

丛投影, P
- 1

( p ) = TpM 是切丛TM 在点p I M
n 的纤维, 切空间# P* - 1

( p ) = T
*
p M 是余切丛

T
*

M 在点 p I M
n 的纤维, 余切空间# 包含点 p 的U < M

n 是开集# 如前, ( U; z
j
) 是 M

n 的

局部坐标系# 那末, P
- 1

( U) < TM 及P* - 1
( U) < T

*
M 都是TM 和T

*
M 的分别包含点( p , v )

和( p , X) 的开集# 而且( P
- 1

( U) ; z
j
, �z

j
, Ûz

j
, �z
#j

) 和( P
* - 1

( U) ; z
j
, �z

j
, pj , p�j ) 分别是TM和T

*
M 的

局部坐标系# 现在, 若( Uc; zc
k
) 是 M

n 的另一个坐标系, 则相应地( P
- 1

( Uc) ; zc
k
, �zc

k
, Ûzc

k
, �z

#
c

k
)

和( P
* - 1

( Uc) ; zc
k
, �zc

k
, p

c
k , p

c
�k ) 分别是 TM 和T

*
M 的另一个坐标系# 

TM 和T
*

M 在U 的标架场是 5 j , 5�j
n
j = 1 和 dz

j
, d�z j n

j = 1, 在 Uc 上的标架场是 5kc , 5�kc
n
k= 1

和 dzc
k
, d�zck n

k= 1# 向量场 V I X( M ) 分别表示为

  V = v
j
5 j + v

�j
5 �j ,   在 U 上, 和 Vc = vc

k
5 kc + vc

�k
5 �kc ,   在 Uc 上# 

1_形式场 X I F 
1
( M ) = X

*
( M ) 分别表示为

  X = pj dz
j
+ p�j d�z j

,   在 U上; Xc = p
c
j dzc

j
+ p

c
�j d�zcj

,   在 Uc 上

同样地, Lagrange 函数 L: TM y C 在P
- 1

( U) 上是 L( z
j
, �z

j
, Ûz

j
, �z

# j
) , 而在 P

- 1
( Uc) 上是 Lc( zc

k
,

�zc
k
, Ûzc

k
, �z

#
c

k
)# Hamilton函数H : T

*
M y C 在P

* - 1
( U) 上是H ( z

j
, �z

j
, pj , p�j ) , 在 P

* - 1
( Uc) 上是

Hc( zc
k
, �zc

k
, p

c
k , p

c
�k )# 

若 U H Uc X ª, 全纯坐标变换 U: U y Uc, z
j

| y zc
k
, U

- 1
: Uc y U, zc

k
| y z

j
, 诱导出一些

映射 U* : TU y TUc, U
*

: T
*

Uc y T
*

U, 而且 U* = ( U
- 1

)
*

, U
*

= U
- 1
* ; 切映射:

  

5 = ( U, U* ) :

  P
- 1

( U) y P
- 1

( Uc) , ( z
j
, �z

j
, Ûz

j
, �z

# j
) | y ( zc

k
, �zc

k
, Ûzc

k
, �z
#

c
k
) ,

5
- 1

= ( U
- 1

, U
- 1
* ) :

  P
- 1

( Uc) y P
- 1

( U) , ( zc
k
, �zc

k
, Ûzc

k
, �z

#
c

k
) | y ( z

j
, �z

j
, Ûz

j
, �z

# j
) ;

( 30)

余切映射:
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= ( U, U* ) = ( U, ( U
- 1

)
*

) :

  P
* - 1

( U) y P
* - 1

( Uc) , ( z
j
, �z

j
, pj , p�j ) | y ( zc

k
, �zc

k
, p

c
k , p

c
�k) ,

5
- 1

= ( U
- 1

, U
- 1
* ) = ( U

- 1
, U

*
) :

  P
* - 1

( Uc) y P
* - 1

( U) , ( zc
k
, �zc

k
, p

c
k , p

c
�k) | y ( z

j
, �z

j
, pj , p�j )# 

( 31)

它们都是切丛和余切丛上的坐标变换# 我们有

定理 2. 11 如上 U: z
j

| y zc
k
是全纯变换, 向量场 V I X( M) 在( U; z

j
) 上, V = Ûz

j
5 j +

�z
# j

5 �j 则

  U* V = Ûz
j
a

kc
j 5 kc + �z

# j
�a

kc
j 5 �kc = Ûzc

k
5 kc + �z

#
c

k
5 �kc# ( 32)

纤维坐标变换是

  Ûzck
= a

kc
j Ûz

j
, �z

#
c

k
= �a

kc
j �z

#j
, ( 33)

其中,

  5kc =
5

5zc
k , , , a

kc
j =

5zc
k

5 z
j , �a

kc
j =

5�zc
k

5 �z
j

等等# 而且

  L ( z
j
, �z

j
, Ûz

j
, �z

# j
) = L . 5

- 1
( zc

k
, �zc

k
, Ûzc

k
, �z

#
c

k
) = Lc( zc

k
, �zc

k
, Ûzc

k
, �z

#
c

k
) =

    Lc. 5( z
j
, �z

j
, Ûz

j
, �z

# j
)# 

因此, 我们得到

  Lc = L . 5
- 1

= ( 5
- 1

)
*

L = 5 * L , L = Lc. 5 = 5
*

Lc# ( 34)

Lagrange 算子的变换是

  
Dz

jL = Dz
jLc. 5 = a

kc
j DzckLc,

D�z jL = D�z jLc. 5 = �a
kc
j D�zckLc# 

( 35)

Lagrange 方程

  Dz
jL = 0, D�z jL = 0,   j = 1, 2, , , n ( 36)

变成

  DzckLc = 0, D�zckLc = 0,   k = 1, 2, , , n, ( 37)

其中   DzckLc = Dzc kL. 5
- 1

= a
j
kc Dz jL , D�zckLc = D�zckL . 5

- 1
= �a

j
kc D�z jL# 

因此,

  Dzck = a
j
kc Dz

j , D�zck = �a
j
kc D�z j ,   对 Lc = 5* L# 

定理 2. 12 若 C I C
k
( I , M ) 是式( 36) 的解, 则 Cc = U. C I C

k
( I , M) 是式( 37) 的解# 

证明  显然, 若 C: ( z
j
( t ) , �z

j
( t ) ) < U是式( 36) 的解, 则 ÛC = Ûz

j
5 j + �z

# j
5 �j < TU 是这个C

的切向量# 而且 C 在TN 的提升�C: ( z
j
( t ) , �z

j
( t ) , Ûz

j
( t ) , �z

#j
( t ) ) < P

- 1
( U) 满足 Lagrange 方程

  Dz
sL ( z

j
( t ) , �z

j
( t ) , Ûz

j
( t ) , �z

# j
( t ) ) = 0, D�z sL ( z

j
( t ) , �z

j
( t ) , Ûz

j
( t ) , �z

# j
( t ) ) = 0

且 ( zc
k
( t ) , �zc

k
( t ) , Ûzc

k
( t ) , �z

#
c

k
( t ) ) = 5 ( z

j
( t ) , �z

j
( t ) , Ûz

j
( t ) , �z

# j
( t ) ) , 即�Cc = 5( �C) 也满足La-

grange 方程

  DzckLc = a
j
kc Dz

jL = 0, D�zckLc = �a
j
kc D�z jL = 0# 

因此, Cc = U( C) , 即 �Cc = 5 ( �C) < P
- 1

( Uc) 是式( 37) 的解# 而且, 它的切向量

  Vc =
d Cc
dt

= Ûzc
k

5 kc + �z
#

c
k

5 �kc = a
kc
j Ûz

j
5 kc + �a

kc
j �z

#
c
j
5 �kc = U* V = U*

d C
dt

# 
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注意, 标架 5 j = 5 z
j = 5/5z

j 和5�j = 5�z j = 5/5�z
j 被看作为偏微分算子, 那末, 它在坐标变换下

的变化规律和 Lagrange 算子 Dz
j 和 D�z j 的变化规律一样# 

定理 2. 13 如上, U: z
j

| y zc
k
是全纯变换, 形式场 X I F 

1
( M ) ,

  X = pj dz
j
+ p�j d�z j

,   在( U; z
j
) 上,

则

  U* X = ( U
- 1

)
*

X = X. U
- 1

= pj a
j
kc dzc

k
+ p�j �a

j
kc d�zck

= p
c
kdzc

k
+ p

c
�kd�zc k

= Xc# 

纤维坐标的变换是

  p
c
k = a

j
kcpj , p

c
�k = �a

j
kcp

c
�j , ( 38)

其中   a
j

kc =
5z

j

5 zc
k , �a

j
kc =

5 �zc
j

5 �zc
k# 

  H ( z
j
, �z

j
, pj , p�j ) = H . 5

- 1
( zc

k
, �zc

k
, p

c
k , p

c
�k) = Hc( zc

k
, �zc

k
, p

c
k , p

c
�k) =

    Hc. 5 ( z
j
, �z

j
, pj , p�j ) ,

  H = Hc. 5 = 5
*

Hc, Hc = H . 5
- 1

= ( 5
- 1

)
*

H = 5* H# ( 39)

但是, L = X( V) - H , 则 5 * L = 5 * ( X( V) ) - 5* H , 即

  L ( z
j
, �z

j
, Ûz

j
, �z

# j
) = pj Ûz

j
+ p�j �z

#j
- H ( z

j
, �z

j
, pj , p�j ) , ( 40)

那末,

  Lc( zc
k
, �zc

k
, Ûzc

k
, �z

#
c

k
) = p

c
kÛzc

k
+ p

c
�k�z
#
c

k
- Hc( zc

k
, �zc

k
, p

c
k , p

c
�k) , ( 41)

且

  p
c
k =

5Lc

5Ûzc
k = a

j
kc

5 L

5Ûz
j = a

j
kcpj , p

c
�k =

5Lc

5�z
#

c
k = �a

j
kc

5 L

5�z
# j = �a

j
kcp�j # ( 42)

由Hamilton 函数 H ( z
j
, �z

j
, pj , p�j ) 决定的Hamilton 向量场是

  X =
5H
5pj

5 z
j +

5H
5p�j

5 �z
j -

5H
5z

j 5 p
j
+

5H
5�z

j 5 p
�j

I X( T
*

M ) , ( 43)

它是在 P* - 1
( U) < T

*
M 上的切丛T ( T

*
M ) 的截面 X 的坐标表示# 

同样, 由Hc( zc
k
, �zc

k
, p

c
k , p

c
�k ) 决定的Hamilton 向量场是

  Xc = a
kc
j

5 H
5pj

5 zc k + �a
kc
j

5 H
5p�j

5 �zck - a
j
kc

5 H

5z
j 5 p

c
k
- �a

j
kc

5 H

5�z
j 5 p

c
�k

I X( T
*

M ) , ( 44)

它是在 P
* - 1

( Uc) < T
*

M 上的切丛T( T
*

M ) 的截面 Xc 的坐标表示# 

在坐标变换下利用式( 40) 和式( 41) 由 H 和Hc 决定的 Hamilton 方程是

  

Ûz j
=

5H
5pj

, �z
# j

=
5H
5p�j

, Ûpj = -
5H
5z

j , Ûp�j = -
5H
5�z

j ,

Ûzc
k

=
5Hc

5p
c
k
, �z

#
c

k
=

5Hc

5p
c
�k

, Ûp
c
k = -

5Hc

5zc
k , Ûp

c
�k = -

5Hc

5�zc
k# 

( 45)

其中   
5Hc

5p
c
k

= a
kc
j

5 H
5pj

,
5Hc

5p
c
�k

= �a
kc
j

5 H
5p�j

;
5Hc

5zc
k = a

j
kc

5 H

5z
j ,

5Hc

5�zc
k = �a

j
kc

5 H

5 �z
j# 

由式( 40) 和式( 41) 看出, Lagrange 方程是Hamilton 方程# 它们的变换关系是

  

Ûz j
-

5H
5pj

= a
j
kc Ûz c

k
-

5Hc

5p
c
k

, Ûpj +
5H
5z

j = a
kc
j Ûp

c
k +

5Hc

5zc
k ,

�z
# j

-
5H
5p�j

= �a
j
kc �z

#
c

k
-

5Hc

5p
c
�k

, Ûp�j +
5H
5�z

j = �a
kc
j Ûp

c
�k +

5Hc

5�zc
k # 

( 46)

定理 2. 14  若 �C( t ) : ( z
j
( t ) , �z

j
( t ) , pj ( t ) , p�j ( t ) ) < P

* - 1
( U) 是 ( 45a) 的解, �Cc( t ) :
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( zc
k
( t ) , �zc

k
( t ) , p

c
k( t ) , p

c
�k ( t ) ) = 5 ( z

j
( t ) , �z

j
( t ) , pj ( t ) , p�j ( t ) ) 是( 45b) 的解# 

证明 显然# 我们容易得到曲线 �C( t ) : ( z
j
( t ) , �z

j
( t ) , pj ( t ) , p�j ( t ) ) 是式( 45a) 的解则 �Cc

= 5. �C: ( zc
k
( t ) , �zc

k
( t ) , p

c
k( t ) , p

c
�k( t ) ) 是( 45b) 的解, 而且 X ( 见式( 43) ) 是 �C 的切向量, 因此

Xc(见式( 44) ) 是 �Cc 的切向量, 而且 Xc = 5 * X# 
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L a g r a n g i a n M e c h a n i c s o n K ¾h l e r M a n i f o l d s

ZHANG Rong_ye

( Institute of Mathema tics , Chin ese Academ y of Sciences , Beijin g 100080, P . R . China )

Abst ra ct : Lagrangian mechanics on K¾hler manifolds w ere discussed, and the comple x mathematical

aspects of Lagr angian oper ator , Lagrange. s equation, the action functional, Hamilton. s principle and

Hamilton. s equation, and so on were given.

Key w ords: K¾hler manifo ld; abso lute differ ential; Lagrangian oper ator; Hamilton. s pr inciple
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