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在模糊随机因素影响下的多层圆筒结构的

稳态热传导问题的区间数解法
X

刘长虹,  陈  虬

(西南交通大学 应用力学与工程系,成都 610031)

(宋顺成推荐)

摘要:  在多层圆筒结构稳态热传导分析中, 根据给定固体壁两侧表面温度总传热量公式,首先推

导出当边界温度为随机变量情况下总传热量函数统计参数的均值和方差; 然后推导出在导热系数

为模糊数,边界温度为随机数下的总传热量的区间表达式# 通过比较可以知道由区间数算法得到

的区间最大,由概率统计算法得到的区间最小# 并给出了两者的相对误差公式# 最后引进粗糙集

中的上、下近似集, 提出用一个参数来统一定义模糊和随机区间进行稳态结构的热传导分析# 

关  键  词:  热传导;  模糊;  随机;  区间数;  粗糙集

中图分类号:  O159   文献标识码:  A

引   言

模糊、随机因素广泛存在于工程结构的设计和制造问题中# 目前解决这类问题一般是将

模糊和随机问题分开处理,对于其中的模糊变量采用模糊集的算法处理,例如 K_截集法将模

糊集合转化为普通集合之后, 然后在利用较为成熟的处理随机问题的方法计算,例如一次二阶

矩法, 响应面法,摄动、Neumann(纽曼)随机有限元法以及Monte Carlo(蒙特卡洛)法等等[ 1~ 3]# 

实际上,确定随机变量的统计参数至今还是一个不容忽视的难点问题# 一般来讲确定一个随

机变量的统计特征, 需要经过大量的实验数据,然后用概率统计方法处理才能得到# 由于工程

中许多问题具有其特殊性,因此这个问题就成为结构随机分析的一个瓶颈# 尽管随机变量难

以确定其统计性质, 但是它们常常以存在于某个范围之内即区间数的形式出现在工程实际问

题之中, 例如在热场分析中, 某个边界温度由于客观条件所限, 人们一般容易知道其波动范

围# 因此在这种边界条件下, 所得到的传热量也将在某个范围内变化,因此容易用一个区间数

表示# 但是如果要将这种随机变量的统计特性用统计学的方法得到,由于要花费许多的经费

和人力,有时甚至不能实现# 因此采用区间数来描述随机变量将是一种较好的办法# 粗糙集

理论[ 4]是由波兰数学家 Z. Pawlak于 1982年提出的处理不确定知识的数据分析理论, 它可以

有效地分析、处理不精确、不一致和不完善等不确定信息# 目前是信息科学中最活跃的研究理
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论之一# 由于 Pawlak粗糙集模型是基于确定性知识库, 即所有的集合都是经典集合, 忽略了

信息库的不确定性# 当用于描述工程中不确定性参数时, 可以避开是否是模糊或随机变量的

区别,而只用粗糙集理论中上、下近似集合来表示# 

根据粗糙集的这个特点, 下面将提出一种在粗糙集意义下, 利用区间数算法计算模糊随机

传热量区间的方法# 本文以多层圆筒结构的稳态温度场下的传热问题为例进行讨论# 

1  随机热传导方程以及均值与方差

根据热传导理论
[ 5]
, 在内直径为 d0,外直径为 da ,长为 l ,在导热系数 Kk( k = 1, ,, n) 与

厚度 dk( k = 1, ,, n - 1) 均不相同的多层圆筒壁,当内壁温度为 H1, 外壁的温度为 H2时,沿径

向传导的热量 Q的传热量方程为,

  Q =
2Pl ( H1- H2)
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其中, Q 为单位时间内传递的热量# 

假设内壁边界温度 H1,外壁边界温度 H2为相互独立的正态分布的随机变量的情况下,设

相应的均值为 L1、L2, 方差为 R1、R2# 根据概率统计理论得到

均值表达式

  Q( L) =
2Pl ( L1- L2)
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方差的表达式
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由以上的均值和方差,根据概率统计理论可以得到传热量 Q 在一定置信度下的置信区

间,实际上,在大多数情况下很难求出上面的方差表达式, 甚至有时不能精确地确定出随机变

量的概率分布函数# 这时用区间数就比较容易地表示随机变量# 

严格来讲, 用区间算法计算出的区间结果将大于相应的传热量的概率区间,在随机变量中

取 N倍标准差而得到的区间数, 计算出的传热量的区间将大于用概率方法计算得到传热量 N

倍标准差的概率区间# 其误差表达式为

  E1 = N H ( R1 + R2) - H
2
( R21 + R22) ,

其中 H 的表达式如下,

  H =
2Pl
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# 

在实际应用中, 可以取适当的 N来控制误差,以满足工程上的要求# 

2  稳态热传导问题的模糊、随机变量下的区间数算法

当每层传热系数 Kk( k = 1, ,, n)均为模糊变量时,根据模糊集理论, 利用 K_截集方法,将

模糊变量转化为区间数, 表示为传热系数的区间数[ KLj , KUj ] , ( j = 1, ,, n) ; 其中下脚标 L表

示相应参数区间最小值, U表示最大值# 这时关于传热系数为模糊变量,边界温度为随机变量
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的方程( 1)转化为在传热系数为区间数下的随机方程,即

[ Q
c
L, Q

c
U ] =

2Pl ( t 1- t2)
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进而利用概率统计中的区间估计方法, 把随机边界条件表为区间数的形式,当内壁边界 r = r 1

时, t = [ tw1L, tw1U] ; 外壁边界 r = r2 时, t = [ tw2L, tw2U]# 并假设温度区间内的所有数值均大

于或等于零# 这时上式就表示为如下的传热量 Q 的区间方程,

[ QL, QU ] =
2Pl ( [ tw1L , tw1U] - [ tw2L , tw2U ] )
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设当 r1 < r < r 2, tw1 < t < tw2时,根据区间数算法,传热量的变化区间[ QL, QU] 的左、右

端点值即是最小、最大值# 其区间两端(即最大、最小) 值应从以上的自变量区间[ tw1L , tw1U ]

和[ tw2L, tw2U] 之中找出来, 假设 tw1 > tw2 \ 0, 因此可得

QL =
2Pl [ tw1L - tw2U]
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QU =
2Pl [ tw1U - tw2L]
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由上可知, 尽管计算模糊随机问题的原则是首先处理模糊变量, 将模糊集转化为普通集合,然

后再处理随机问题# 但是由方程( 4)可知,当模糊、随机变量都处理成为区间数依次代入方程

( 1)后, 将变成一个区间方程# 这时传热区间方程的计算结果( 5)和( 6) ,表示为在模糊变量以

某一特定的 K_截集区间和随机变量以某一特定概率区间下的区间数# 

将随机变量处理成为区间数可以采用如下的方法,设随机变量的区间分别为

  [ Lw1 ? N Rw1]、[ Lw2 ? N Rw2] ,

随机变量在以均值为中心的区间中,区间长度为标准差的 N倍# 这时相应的区间数[ QL, QU ]

表达式为,

[ QL, QU ] =
2Pl ( [ Lw1 ? NRw1] - [ Lw2 ? NRw2] )
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由于以上区间方程( 4)和( 7)中的模糊、随机变量转化为相应的区间数时, 是在不同的标准

下进行的# 因此有必要采用一个统一的转化标准# 

3  在粗糙集下的模糊随机区间方程

根据文献[ 4, 6] ,粗糙集的定义如下:

设 U是非空的有限论域, R 是U上的二元等价关系, 称为不可分辨的关系,序对A = ( U,

R ) 称为近似空间# 对于任意( x , y ) I U @ U,若( x , y ) I R,则称对象 x 与y 在近似空间A 中

是不可分辨的# U/ R 是U上由R 生成的等价类全体,它构成了 U的一个划分# U/ R 中的集

合称为基本集或原子集# 若将 U中集合称为概念或表示知识, 则A = ( U, R) 称为知识库,原

子集表示基本概念或知识模块# 

任意有限的基本集的并和空集均称为可定义集,否则称为不可定义集# 对于论域 U上任

意一个子集X , X不一定能用知识库中的知识来精确地描述, X 可用关于A 的一对下近似R) X和
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上近似 �RX 来近似描述,定义为:

  R) X = x I U | [ x ] I X , ( 8)

  �RX = x I U | [ x ] H X X 0 , ( 9)

其中, [ x ] 是 x 所在的R_等价类# 

下近似 R) X 也称为X 关于A 的正域,记作pos( X ) , 它可以是那些根据现有知识判断出肯定

属于X 的对象所组成的最大集合# 上近似�RX 是由那些根据现有知识判断出可能属于X 的对

象所组成的最小集合# �RX \ R) X 称为X 的边界, 记作 bnd( X ) ,解释为那些根据现有知识难以

判断出是否属于 X 的对象所组成的集合# 

由文献[ 6]可知, 模糊集 �X 与粗集有密切的关系

  Px A U, ker( �X ) = R) X , supp (�X ) = �RX , ( 10)

即Pawlak粗糙集模型中集合 X的上、下近似分别是模糊集合�X 的支集和核, X 的边界是�X 的隶

属度介于 0和 1之间的那些元素# 即下近似对应于 K= 1的情况;而上近似则对应于 K= 0# 

根据文献[ 4]定义的概率粗糙模型,设 U是有限对象构成的论域, R 是U上的等价关系,其

构成的等价类为

  U/ R = X 1, X2, ,, X n # 

记 x 所在的等价类为[ x ] ,令 P 为定义在U的子集类构成的概率测度,三元组 AP = ( U, R, P )

称为概率近似空间,设0 [ B [ G [ 1对于任意X A U,则定义X 关于概率近似空间AP = ( U,

R , P ) 依参数 G、B的概率型下近似P) G( X ) 和上近似 �P B( X ) 如下:

  P) G( X ) = x I U | P (X [ x ] ) \ G , ( 11)

  �PB( X ) = x I U | P (X [ x ] ) > B # ( 12)

再考虑区间估计定理# 设 A为给定的常数,满足 0 < A< 1, 若关系式:

  P T 1 [ H [ T 2 = 1- A ( 13)

成立,并用这个随机区间作为参数 H的估计,则称[ T 1, T 2] 是参数 H的置信水平为1- A的置信

区间, T 1称为置信上限, T 2称为置信下限, 1- A称为置信度# 

由式( 11)、( 12)、( 13)可以看出置信区间与粗糙集中上、下近似集之间的关系# 为了与上

面由模糊集定义的粗糙集相对应, 故作如下的定义:

设 U1是有限对象构成的论域, R1 是 U1上的等价关系,其构成的等价类为

  U1/ R1 = X 1, X2, ,, X n # 

记 x所在的等价类为[ x ] ,令F (X ) ( = 1- P(X ) )为定义在 U1的子集类构成的概率测度,三元

组 AF = ( U1, R 1, F ) 称为概率近似空间, 设0 [ B [ G [ 1对于任意

  X A U1,

则定义 X 关于概率近似空间AF = ( U1, R 1, F ) 依参数 G、B的概率型下近似F) G( X ) 和上近似

�FB( X ) 如下:

  F) G( X ) = x I U1 | F(X ) | [ x ] \ G , ( 14)

  �FB( X ) = x I U1 | F (X ) | [ x ] > B # ( 15)

分别取实常数 0 [ A2< A1 [ 1, 令 G= A1, B= A2,满足 0 [ B< G [ 1, 则以置信水平为 B的

置信区间里实数集合为上近似集, 以置信水平为 G的置信区间里实数集合为下近似集# 特别

是当 G= 1时,下近似集包括了置信度为 0的置信区间内的元素,对于凸集问题这个区间将只

包含一个元素; B= 0则代表的上近似集包含了概率近似空间中的所有元素# 
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根据上述定义,模糊或随机变量可以利用式( 8)、( 9)和式( 14)、( 15)转化成为具有粗糙理

论上、下近似集意义下的区间数# 

为了能够获得一个形式统一的粗糙集, 下面构造一个固定下近似集, 变上近似集的粗糙

集# 首先假设本文所研究的模糊变量为 L_R型模糊变量
[ 2]

,随机变量的概率密度为凸函数,取

模糊变量当 K= 1情况下的 K_截集所截区间或随机变量当置信水平G= 1下的置信区间定义

为下近似集# 取模糊变量在 K_截集下的K与置信水平B为同样的数值,即令 B= K= S ,其中

实数S I [ 0, 1]# 定义在统一的数值S 下所取得相应的模糊区间或置信区间为上近似集# 在

此不妨称 S为粗糙尺度,当S = 1是上、下近似集重合# S = 0时,上近似集与相应的模糊集合

或随机集合所定义的区间相一致# 

算例  两层不同材料组成的圆筒其内直径为 d0 = 159mm, 假设圆筒很长且两筒为紧密的

理想接触, 结合部位的直径 d1 = 279 mm,外直径为 da = 319 mm# 其中结构材料的导热系数

为模糊参量,其隶属函数为正态型隶属函数,

  z ( Kk) = exp - bk( Kk - ak)
2
,   k = 1, 2,

其中, ak对应Kk最可能出现的值, bk( bk > 0) 表示预测不确定性的大小# 当 bk趋于无穷大或

等于零时,导热系数不具有模糊性# 里面材料的导热系数最可能出现值为 a1 = 0. 06W/ ( m#

K) ,外面材料的导热系数最可能出现值为 a2 = 0. 15 W/ (m#K)# 

结构内外壁的温度为随机变量# 内壁边界温度为 H1,是均值为 350 e ,方差为 2 e 的正态

分布的随机变量;外壁的边界温度 H2服从于均值 50 e ,方差 1 e 的正态分布的随机变量# 

根据上述定义, 首先取关于模糊变量即导热系数粗糙尺度 S = 1, 这时关于模糊变量的粗

糙集上下近似集重合为一点 ak( k = 1, 2)# 

根据式( 2)和( 3)得到圆筒沿径向单位长度传热量的均值为 L = 183. 6 W/ m,标准差 R =

1. 368 7W/ m# 

采用Monte_Carlo 直接抽样法, 当抽样次数 N = 100 次时, 其均值与方差为 [ 183. 694 2

W/ m, 1. 515 4 W/ m] ; N = 500次时为 [ 183. 621 9 W/ m, 1. 446 0 W/m] ; N = 1 000 次时为

[ 1831586 5 W/ m, 1. 404 5 W/ m]# 

由两种计算结果比较可知,计算公式( 2)和( 3)无误# 

如果取传热量的 3倍标准差所组成的概率区间为[ 178. 893 9 W/ m, 187. 706 1 W/ m]# 根

据式 ( 7) , 分别取随机变量 3 倍标准差所成区间, 内壁边界温度区间 [ HL1, HU1] = [ 344 e ,

356 e ] , 外壁边界温度区间[ HL 2, HU2] = [ 47 e , 53 e ] , 计算出区间数算法的相应的区间为

[ 178. 120 7 W/ m, 189. 138 5 W/m]# 两者之间左右端点的相对误差为 [ EL, EU] = [- 0. 004 3,

0. 007 6]# 如果取统一形式, 用同一种标准的粗糙集尺度 S, 由概率统计理论知, 在正态随机

变量取 3R的区间时,其置信度为 0. 997# 取 S = 0. 997在此尺度下根据正态型隶属函数的定

义,可以得到相应的计算导热系数的区间方程为

  [ KL , KU ] = a ? -
ln( S )
b

# 

假设 b = 9, 由上式得到内层材料的导热系数的区间为[ KL1, KU1] = [ 0. 041 73 W/ (m#K) ,

01078 27 W/ (m#K) ] , 外层材料的导热系数的区间为[ KL 2, KU2] = [ 0. 131 7W/ ( m#K) , 0. 168 3

W/ (m#K) ]# 

根据式( 5)、( 6)得到相应的传热量的区间为
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  [ QL , QU] = [ 126. 166 9 W/m, 243. 283 5 W/ m]# 

如果先进行 K_截集, 然后根据方差表达式(3) 求出在截集区间两端的方差, 取 3倍的标准差,

得到在模糊 K_截集下,传热量( 3倍标准差置信区间)的变化区间,

  [ QPL , QPU] = [ 127. 160 5 W/m, 241. 479 1 W/ m]# 

由概率统计方法得到的传热量区间与区间算法计算结果的相对误差为

  [ EPL, EPU] = [- 0. 007 8, 0. 007 5]# 

4  讨   论

通过对多层圆柱体结构的模糊随机稳态传热分析,得出以下结论:

1) 一般来讲,热传导问题的随机分析,应使用概率统计方法计算,但是有时由于外在因素

所限,需要用随机区间来进行近似分析# 目前区间算法主要是针对模糊运算而运用的,而用于

随机问题方面的研究较少# 根据本文的讨论可知,在本文所研究问题类型中,用区间算法可以

近似计算模糊随机稳态传热问题,与用概率统计的方法相比, 计算结果偏大, 两者的相对误差

较小# 

2) 根据误差估计式, 对于随机变量下的热传导分析,首先在满足工程上误差的基础上;若

将长度因子 N控制得适当小, 可使两种方法的结果区间误差减小# 如果随机变量的方差较小,

根据误差估计式可知,两种结果的相对误差将比较小# 

3) 在实际工程的许多问题中, 由于很难得到准确的有关边界温度的随机分布参数,因此

用区间数来表示边界温度的随机变化, 以及用传热量的区间来表示由相应随机变量影响而产

生的变化范围, 有时会更加方便# 此外, 用区间算法比用概率统计方法计算简便,易于用方程

表达,是一种近似算法# 

4) 在只有一个随机变量的情况下, 用以上两种算法得到的结果一致# 在多变量情况下所

得到区间比概率统计意义下相应的置信区间要大,在工程上偏于安全# 

因此区间数算法可以直接应用于在模糊随机分布情况下的工程实际问题中# 进而根据粗

糙集理论,构造一个下近似集不变、变上近似集的集合# 通过定义粗糙尺度的大小, 在形式上

实现, 在统一的模糊和随机标准下, 对模糊、随机因素下的结构统一用区间算法进行分析计

算# 
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Interval Analy sis of the Fuzzy_R andom Heat

Conducti on in th e Composite Tubes
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A bst ra ct : During the analysis of stability heat conduction in the composite tubes and when the tem-

perature boundary conditions were the random conditions, first equations of the mean values and var-i

ances of the random thermal function were transformed. Secondly when the heat conduct parameters

were the fuzzy numbers and the temperature boundary conditions were the random numbers, interval

equations of the heat conduction were presented. Thirdly compared with the interval results between in

the interval analysis and in the confidence interval, the result in the interval analysis is larger than that

in the confidence interval. Moreover the error expecting equation was presented. Finally, with upper

( lower) approximation in rough set theory, a new method of the interval analysis to deal with the sta-

bility heat conduction was presented.

K ey w ords: heat conduct; fuzzy; random; interval number; rough set theory
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