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随机结构系统基于可靠性的优化设计
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摘要:  提出了以梁板(薄板)为基体的随机结构系统 (即结构元件的面积、长度、弹性模量和强度

等均为随机变量)在随机载荷作用下, 基于可靠性的优化设计方法# 给出了随机结构系统安全余

量和系统可靠性指标的敏度表达式;给出最佳矢量型算法# 首先是用改进的一次二阶矩和随机有

限元法求出安全余量的可靠性指标的表达式,然后用概率网络估算( PNET )法求出系统失效概率的

公式,对该式两边求导得出了系统可靠性指标的敏度表达式,进而用最佳矢量型算法进行优化设

计# 在优化迭代过程中 ,采用梯度步和最佳矢量步相结合的方法进行计算# 最后给出了一个算

例,说明该方法计算效率高, 收敛稳定,适合工程应用# 
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引   言

传统的结构优化的数学模型中,目标和约束函数都认为是确定性的量,不符合结构实际所

处的受力环境条件和本身的结构情况, 因而优化结果不能很好反映工程实际# 实际工程中,结

构系统通常为随机结构, 即载荷、强度和自身的刚度等均表现为随机性,因此在这种系统优化

中,所建立的数学模型将赋予新的内涵: 即要考虑随机因素对约束和目标函数的影响, 以系统

可靠性的角度开展优化设计# 针对这一想法,本文开展以梁板系统可靠度约束下的最小重量

设计# 

1  随机结构系统失效模式安全余量表达式

1. 1  板元安全余量

由文献[ 1]知,板元安全余量为

  Z = Ra - Re0, ( 1)

式中, Ra为容许应力; Re0 为板元中心处的等效应力,且

  Re0 = ( R2x0+ R2y0- Rx0Ry0+ 3S2xy0)
1/ 2
, ( 2)

其中, Rx0、Ry0 和 Rxy0为局部坐标系正应力和剪应力,且为位移函数,其表达式参见文献[ 1]# 
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1. 2  梁元安全余量

按文献[ 1, 2] , 对任一梁元 q 的端面(如左端) 对�z 轴的安全余量为

  Z2q- 1 = Ry�w zq -
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式中, Ry 为元件屈服应力; sg(#) 为表示(#) 的符号; Aq 为等直梁 q 的截面积; �Ayq、�Azq 为元件 q

沿�y、�z 方向抗剪面积; �wxq为元件q 绕�x 轴塑性扭转系数; �wzq、�wyq 为元件 q绕�z、�y 轴塑性剖面模

数;�I xq、�I yq 及�Izq为元件 q 相对�x、�y 和�z 的转动惯量; E、Lq 及G 为元件 q 弹性模量、长度及剪切

模量; �N x , 2q- 1、�N y , 2q- 1 及 �N z , 2q- 1, �Mx , 2q- 1、�My , 2q- 1及 �M z , 2q- 1为元件 q 左端面�x、�y 和�z 方向的力

(前 3 个) 及矩 (后 3 个) ; �ux , 2q- 1、�ux , 2q、�v y , 2q- 1、�vy , 2q、�vz , 2q- 1、�vz , 2q、�Hx , 2q- 1、�Hx , 2q、�Hy , 2q- 1、�Hy , 2q、

�Hz , 2q- 1、�Hz , 2q 为左右端面点对应�x、�y、�z 的位移(前 6个)和转角(后 6个)# 

同样也可以给出梁端面右端及两端面对�z 轴失效的极限状态方程,以及梁端面对 �y 轴失

效极限状态方程,这里不再赘述# 由(3) 式可知梁元安全余量 Z2q- 1是梁元位移和梁元参数

(如截面积、抗剪面积、转动惯量、塑性扭转系数及塑性截面模数等) 的函数, 而这些参数都与

截面积 Aq 有关,为方便求解,假设
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这样,这些参数都可用 Aq 表示,便于安全余量敏度分析# 

1. 3  安全余量的敏度表达式
从上面分析知, 板或梁的任一安全余量 Zk 都可写成

  Zk = g( X , D( X , P
T
)
T
) , ( 4)

式中, X为 Ry、E、A q、Lq 等随机变量的向量; D( X , P
T
) 为取决于 X、PT的位移函数列阵, 其位

移元素为随机变量; P为载荷列阵# 

由于在改进一次二阶矩法[ 3]和后面优化中,要用到安全余量的敏度表达式,即

  
5Zk

5x i =
5g
5x i + 6

j

5Zk
5Dj

5Dj
5x i , ( 5)

式中, xi、Dj 为X 和D 任一元素# 而 5Dj / 5xi 由随机有限元分析求得,由文献[ 1]有

  5D
5xi

= K
- 1

| �x* -
5K
5xiD+

5P
5xi �x

*
, ( 6)

式中, �x
*
为改进一次二阶矩 B(可靠性指标) 迭代中的设计验算点# 有 �x*

= ( x
*
1 , x

*
2 , ,,
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x
*
i , x

*
n )

T
, n为随机变量数# 

随机结构系统的安全余量表达式是比较复杂的, 在求 B时, 为保证计算精度,本文采用改

进的一次二阶矩法和随机有限元相结合的算法# 

2  结构系统可靠性指标 Bs的敏度表达式

首先对随机结构系统进行可靠性分析[ 4] ,求出失效模式的可靠性指标# 最后按 PNET [ 5]法

计算系统失效概率 P fs, 有

  P fs = 1- 7
G

i= 1

5( Bi ) , ( 7)

式中, G 为代表模式数; �(#) 为标准正态分布函数; Bi 为第 i 个代表模式的可靠性指标# 

由于

  P fs = 5 (- Bs) = 1 - 7
G

i= 1
5( Bi ) , ( 8)

对( 8)式左端求导,有

  
5 5 (- Bs )

5 Lx
i

=
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5(- Bs)

#
5(- Bs)
5 Lx

i

, ( 9)

式中, Lx
i
为结构可靠性优化设计中,某随机变量 x i (如杆元的面积或板元的厚度等) 的均值( i

= 1, ,, n) , 在此作为优化设计变量# 故
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i
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5Bs
5 Lx

i

, ( 10)

式中, <(#) 为标准正态密度函数# 对( 8)式右端求导, 有
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由( 10)式和( 11)式有
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上式中, 5Bk /5 Lx
i
由下面分析求得# 由于

  Bk =
LZ

k

RZ
k

, ( 13)

式中, LZ
k
、RZ

k
为改进的一次二阶矩法中,安全余量 Zk 的均值和标准差,由文献[ 3]有
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式中, Qij 为随机变量 xi 和xj 的相关系数; Rx
i
、Rx

j
为为 xi 和xj 的标准差# 而
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其中   
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式中, Mi 和Mj 为x i、xj 的变异系数# 则
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将( 17)式和( 19)式代入( 16)式, 有
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当有 Qij = 1( i = j ) 和 Qij = 0( i X j ) 时,有
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3  随机结构系统基于可靠性的优化设计

3. 1  优化设计的数学模型
假定设计变量取梁元的截面积均值向量 AL = ( AL

1
, AL

2
, ,, A L

n
L

)
T和板元的厚度均值向量
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1
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2
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T
, 则优化设计问题可表示为

求 AL = (AL
1
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2
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n
L

i= 1
QL

i
lL

i
AL

i
+ 6

n
B

i= 1
SB

i
QB

i
= 6

n
L

i= 1
CL

i
AL

i
+ 6

n
B

i= 1
CB

i
tB

i
tB

i
最小,
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( 22)

式中, nL和 nB为梁元和板元数量; QL
i
、lL

i
和AL

i
为梁元 i的密度、长度和截面积的均值并且 QL

i
#lL

i

= CL
i
; SB

i
、QB

i
和 tB

i
为板元 i 的平面面积、密度和厚度的均值并且 SB

i
QB

i
= CB

i
; Bas 和 Bs( AL ,

tB) 为结构系统的容许可靠性指标和可靠性指标; A
L
L
i
和AU

L
i
为梁元面积AL

i
的下限和上限; t

L
B
i
和

t
U
B
i
为板元厚度 tB

i
的下限和上限# 

对于大型随机结构系统,为了减少独立的设计变量数,可通过变量连接的方法[ 6] , 将设计

变量划分若干类,以缩小优化问题的规模# 

3. 2  最佳矢量型算法求解

对( 22)式,采用最佳矢量型算法求解,迭代过程中,梯度步和最佳矢量步相结合, 如图 1所

示;设现行设计点位于 A
0
点# 
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首先,沿着目标函数负梯度方向将设计点移动到约束边界 A
1点# 然后,沿如图 1的 E方

向(最佳矢量方向) 移动设计点到 A
2
,使既离开边界而提高结构系统的可靠度,又减少结构重

量# 再从 A
2沿负梯度方向移动到边界, ,,如此迭代, 直到满足如下的收敛准则:

图 1  最佳矢量方向

  W
K
- W

K- 1

W
K [ EW, ( 23)

式中, K 为迭代次数; EW为一个小正数,本文取 EW

= 10- 4# 

由图 1可看出

  U = - r 1 g̈ - Ẅ, ( 24)

式中, g̈ 和 Ẅ为约束和目标函数梯度的单位

向量# 由( 22)式有

  g̈ =

-
5Bs
5A L

1

, ,, -
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5A L
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1

, ,, -
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5 tB
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1

2
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5Bs
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n
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2

+ -
5Bs
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1

2

+ ,+ -
5Bs
5 tB

n
B

2
, ( 25)

  Ẅ =

[ CL
1
, ,, CL

n
L

; CB
1
, ,, CB

n
B

]
T

C
2
L
1
+ ,+ C

2
L
n
L

+ C
2
B
1
+ ,+ C

2
B
n
B

# ( 26)

由于 U与 Ẅ 正交,故有

  ( ¨W)
T
U= - r1( ¨W)

T
g̈ - ( Ẅ)

T
Ẅ = 0, ( 27)

得    r1 =
- ( Ẅ)

T
Ẅ

( Ẅ)
T

g̈
= -

1

( Ẅ)
T

g̈
# ( 28)

将( 28)式代回到( 24)式,得

  U =
g̈

( Ẅ)
T

g̈
- Ẅ# ( 29)

由图 1还有

  V = - ¨W- r 2 g̈# ( 30)

由于 V与 g̈ 正交, 故有

  ( g̈ )
T
V = - ( g̈ )

T
Ẅ - r2( g̈ )

T
g̈ = 0, ( 31)

得    r2 = -
( g̈ )

T
Ẅ

( g̈ )
T

g̈
= - ( g̈ )

T
Ẅ# ( 32)

将( 32)式代回到( 30)式,有

  V = ( ( g̈)
T

Ẅ) g̈ - Ẅ# ( 33)

最后,得到最佳矢量方向 E为

  E = U+ V# ( 34)

4  算   例

某型舰船# 165~ # 200肋位之间舱段,结构的外轮廓图如图 2所示# 舱段载荷的示意如图

3所示# 载荷均值( kN/ m) : g 1 = 4 764, g2 = 639. 75, g3 = 735. 36, g4 = 508. 39;浮力(kN/ m) :

q 1 = 825. 91, q2 = 947. 96, q3 = 983. 68, q4 = 926. 88;弯矩(kN#m) : M = 300 069;剪力(kN) : V
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= 3 601;载荷变异系数 0. 3# 该模型固定端选# 200肋,有限元共划分 767个板元(板元上带加

强筋) 和697个梁元,节点数621个,详细划分图表参见文献[ 1]# 板元按厚度分9类,梁元按截

面形状分64类,详见文献[ 1]# 强度 Rs均值为440 MPa, 变异系数为0. 05;梁元面积均值参见文

献[ 1] , 变异系数为 0. 01; 假设上述变量均为服从正态分布的相互独立随机变量# 其余量 E、

G、梁元长度、板元厚度均为常量, E = 2. 1 @ 105MPa, G = 8. 1 @ 104MPa,板元值参见文献[ 1] ;

B
a
s = 3. 70, 试进行结构系统优化设计# 

图 2  #
165~

#
200结构示意图

Be 为带板宽度, te为带板厚度

H w为腹板高度, tw为腹板宽度

B f为面板宽度, t f 为面板厚度

   图 3  舱段载荷分布图                图 4 梁系截面示意图

4. 1  设计变量
为突出研究方法, 节省计算时间, 本优化只对梁系进行# 舱段结构梁系截面, 如图 4所

示# 取腹板面积 AH
w
(均值) 与面板面积 AB

f
(均值)为设计变量# 有

  AH
w
= Hw tw = Hw tw(Hw)H w = tw(H w)H

2
w, ( 35)

  AB
f
= B f t f = B f t f( B f ) B f = t f( B f) B

2
f , ( 36)

式中, tw(H w) 为腹板高度与厚度的连接系数; t f( B f ) 为面板宽度与厚度的连接系数# 

4. 2  目标函数

  W = W0+ 6
B

b= 1
AbCb = W0+ 6

B

b= 1
( AH

w b
+ AB

fb
) Cb , ( 37)
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式中: W0为板重量; A b为第b类梁元面积; AH
w b
和AB

fb
为第b 类梁元的腹板与面板面积; B为整

个系统梁元类数, B = 64;为第 b 类梁元单位面积的重量, 且

  Cb = 6
j I b

Qj L j   ( b I B) , ( 38)

其中, Qj 和Lj 为分别属于 b 类梁元的j 元件的密度和长度# 

4. 3  约束条件
可靠度约束为

  Bs \ Bas# ( 39)

假设: 0 < H w [ 1; 0 < B f [ 1# 由稳定性分析知[ 7] ,本例题梁系截面积的约束为

  0 < AH
w b

[ 0. 028 6 m
2
, 0 < AB

fb
[ 0. 076 3 m

2# ( 40)

4. 4  优化计算过程的说明
经计算知,本舱段,板的重量为 161 462. 00 kg, 梁系在优化前原始结构重量为 38 503. 01

kg, Bs = 4. 335 2, 优化后梁系重量为 33 566. 61 kg, Bs = 3. 706 4# 优化过程见表 1# 
表 1 梁系迭代优化过程

迭代次数 1 2 3

梯度步

最佳矢量步

初始 Bs

初始 W/ kg

Bs 3. 708 6 3. 707 8 3. 706 4

W/ kg 38 058. 22 33 571. 38 33 566. 61

Bs 3. 935 4 3. 709 9  

W/ kg 37 563. 64 33 567. 27  

4. 335 2

38 503. 01

  同样也可给出优化后 64类梁的截面积、腹板和面板的几何尺寸,这里不再赘述# 

5  讨   论

1) 在大型随机结构系统中,由于失效模式安全余量表达式比较复杂,在求解 B时,为保证

计算精度,采取改用一次二阶矩法和随机有限元法# 这样在求解系统可靠性指标时,就是一个

很复杂计算问题# 因此如果优化方法选择不当, 多数情况下, 不仅计算量大, 而且很难收敛# 

本文给出了系统可靠性指标敏度表达式和最佳矢量表达式,采用梯度步和最佳矢量法,使优化

解很快收敛(本文例题大的迭代次数为 3次) , 而且收敛过程平衡# 说明本文的敏度分析表达

式及优化方法是合理有效的, 经得起大型结构考验# 

2) 本优化的结构是 621个节点, 767个板元, 697个梁元, 每个梁元有左右两端截面, 共有

1 394个截面# 因此分析单元数为 2 161个# 为简化计算,本文只作了梁元的优化设计,其目的

是突出给出的方法, 当然也适合梁元和板元的同时优化# 

3) 优化后,梁系重量减少 4 936. 40 kg,约为原重量的 12. 8%# 

本研究为大型随机结构系统的基于可靠性的优化设计,提供一个可操作的计算方法# 
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Optimum Design Based on Reliability

in Stochastic Structure Systems

AN Wei_guang,  SUN Ke_lin,  CHEN Wei_dong,

WANG Bin_sheng,  CAI Yin_lin

( Depar tm ent of Aerospace Engineer in g , Harbin Engin eer in g Univer sity ,

Harbin 150001, P . R . Chin a )

Abstract: The optimum design method based on the reliability is presented to the stochastic structure

systems( i. e. the sectional area, length, elastic module and strength of the structural member are ran-

dom variables) under the random loads. The sensitivity expression of system reliability index and the

safety margins were presented in the stochastic structure systems. The optimum vector method was

given. First, the expressions of the reliability index of the safety margins with the improved first_order

second_moment and the stochastic finite element method were deduced, and then the expressions of

the systemic failure probability by probabilistic network evaluation technique(PNET) method were ob-

tained, after derivation calculus, the expressions of the sensitivity analysis for the system reliability

were obtained. Moreover, the optimum design with the optimum vector algorithm was undertaken. In

the optimum iterative procedure, the gradient step and the optimum vector step were adopted to ca-l

culate. At the last, a numerical example was provided to illustrate that the method is efficient in the

calculation, stably converges and fits the application in engineering.

Key words: stochastic structure system; reliability; sensitivity analysis; optimum vector method; op-

timum design
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