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摘要:  利用目标函数对约束函数关于设计变量的一阶微分或差分之比, 给出了一个求解非线性

规划的通用算法# 不论变量和约束有多少, 也不论变量是连续的还是离散的, 这一算法都比较有

效,尤其对离散非线性规划更有效# 该方法是一种搜索法,勿需解任何数学方程,只需要计算函数

值以及函数对变量的偏微分或差分值# 许多数值例题和运筹学中一些经典问题,如 1) 一、二维的

背包问题; 2) 一、二维资源分配问题; 3) 复合系统工作可靠性问题; 4) 机器负荷问题等, 经用此法

求解验证均较传统方法更有效和可靠# 该方法的主要优点是: 1) 不受问题的规模限制; 2) 只要在

可行域(集)内存在目标函数和约束函数及其一阶导数或差分的值, 肯定可以搜索到最优的解, 没

有不收敛和不稳定的问题# 

关  键  词:  连续或离散非线性规划;  搜索算法;  相对微分/差分法

中图分类号:  O221. 2; 242. 23    文献标识码:  A

引   言

对非线性规划, 已有大量的研究成果问世,但多变量、多约束的非线性规划,尤其是离散非

线性规划的有效算法极少,通用的算法更难得一见# 对于连续非线性规划,已有的多种算法虽

然各有所长
[ 1]

, 但在解决多约束、多变量工程优化问题时, 计算工作量都不小# 特别是花费在

加快收敛速度上的工作量常常很大# 从实用上看,它们往往不如一些看起来笨拙,但计算过程

简便的算法的效果好# 原因是后者省掉了花在提高收敛速度上的额外的工作量,收敛速度可

能反而更快# 

本文提出了这样一个算法,我们称之为相对微分(差分)法# 它是一种搜索法,适合于求解

多变量、多约束的非线性规划问题# 此法勿需解任何数学方程, 只需要计算函数值以及函数对

变量的一阶偏微分或差分值, 即可开展搜索过程# 对多个实例的计算表明,本法可以有效地求

出非线性规划问题的最优解, 且收敛速度比较理想# 
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1  非线性规划的数学模型

熟知的非线性规划的模型表示为下面的形式:

求  X = ( x 1, x 2, ,, xn )
T
,

使

  f ( X) y min, s. t. hj ( X) = 0, gj c (X) [ 0   
( j = 1, ,, e( < n) , jc = 1, ,, m) , ( 1)

其中目标函数 f ( X)、约束函数 hj ( X) 和g j c( X) 是设计变量 X的任意连续或离散函数; n、e和

m 分别是设计变量、等式约束和不等式约束函数的个数; hj ( X) 和 gj c( X) 可以是线性的,也可

以是非线性的# 为消除各约束的量纲、量级的影响,便于选择最严约束,对各约束函数均做无

量纲归一化处理,即取hj (X) 和 gj c( X) 表达式中常数项的绝对值为 1# 如前所述,当变量数和

约束数较多时, 规划问题( 1) 的计算工作量往往很大,很难有效地解决实际优化问题# 

2  解非线性规划的相对微分(差分)法
[ 2]

当存在多个等式约束时, 在搜索寻优前先用消去法消去多余的一个等式约束,同时消去相

同数目的变量# 记该约束为 h( X) ,仍用 X 表示消去后的设计变量,对规划( 1) ,若设计变量连

续,定义如下的相对微分

  Bi =
5f ( X)
5xi

dxi
5G( X)
5x i

dxi =
5f (X)
5 xi

5G ( X)
5x i

  ( i = 1, ,, nc)# ( 2)

若 X 为离散变量,则定义相对差分:

  Bi =
$f ( X)
$x i

$xi
$G (X)
$xi

$xi =
$f ( X)
$xi

$G ( X)
$x i

  ( i = 1, ,, nc) , ( 3)

其中 nc= n + 1- e为消去后的变量个数# 式(2)、(3) 中的 G( X) 为当前设计点 X处的最严

约束# G ( X) = max
jc

( g j c( X) [ 0, h (X) )# 对含隐式约束的连续变量优化问题,约束函数对 X

的导数往往不易求得# 此时可用差分方法,按式(3)计算各 Bi , 再挑选它们的最小、最大值,分

别记为:

  Bl = min
i
Bi , Bb = max

i
Bi# ( 4)

应当说明, 在离散规划中亦可将离散函数视为连续函数, 采用式( 2) 计算 Bi , 可能更省

时# 因为计算时,只是利用 Bi 的正负号判断变量沿标架的搜索方向,利用其量级作为选取优

化变量和每轮步数的参考数据,并不需要求它的精确数值# 

2. 1  相对微分(差分)算法的优化过程

下面给出相对微分(差分)算法的主要思想# 记 K 为优化的搜索次数, 算法的流程是:

Ñ. 令 K = 0,在 h(X) = 0上选取可行初始设计点 X
K (上角标字母代表搜索次数,下同)# 

Ò. 计算 f ( X
K
) 和 gj c( X

K
) , jc= 1, ,, m , h( X

K
) = 0,并得到最严约束 G( X

K
)# 会有两

种情况: 1) G( X) 为不等式约束,此时必有 G( X) > 0; 2) G ( X) = h( X) ,此时必有g j c( X) [

0( jc = 1, ,, m )# 

Ó. 根据 X的连续或离散性质,按式(2) 或(3) 计算 Bi , i = 1, ,, nc,按式(4) 计算相对微

分(差分) Bl、Bb ,得到它们的变量序号 l、b# x l、x b 即为下一次搜索时需改变的设计变量# 

当 G ( X
K
) 为不等式约束时,只能是 G( X

K
) > 0# 设以 Bgi 表示Bi ,此时只有下述一种情况,

即所有的 Bgi < 0,其他任一 Bgi > 0的情况是不存在的,否则 G( X
K
) 就是无效约束了# 为了使
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G (X
K
) 减少,将设计点引入可行域(集)内,并且使目标函数增加得尽可能少# 选择:

  Bb = max
i

( Bi ) , Bbc = max
i X b

( Bi )# 

当 (5 h/ 5x b) | X= X
K #(5 h/5x bc) | X= X

K > 0 则取 dx b#dx bc < 0 以确保 h( X
K+ 1

) = 0; 当

(5 h/ 5xb) | X= X
K#(5 h/5x bc) | X= X

K < 0则取 dx b#dx bc > 0以确保 h (X
K+ 1

) = 0# 

首先根据 (5G /5x b) | X= X
K#dxK

b < 0使 G ( X
K
) 减少, 适当定出 dxK

b ,得到 x
K+ 1
b = x

K
b + dxK

b ,

代入 h( X
K+ 1

) = 0求出 x
K+ 1
bc = x

K
bc + dx

K
bc# 当 G (X

K
) = h(X

K
) = 0时,必有 g j c(X

K
) [ 0 ( jc

= 1, ,, m) ,这时存在3种可能情况(以 B
h
i 表示 Bi ) ,这就是在等式约束边界上搜索,详见2. 2节# 

在搜索过程中, 可能出现不等式约束变成最严约束的情况, 那么就按 G( X
K
) > 0继续搜索# 

直到满足所有约束条件, 即 | G( X
K
) | < E, E为给定的误差限值, 且继续搜索不到更优值为

止# 转至Ô# 

Ô. 迭代终止,优化结束# 

在步骤Ó中,可能出现下面2种情况,需要特别地加以说明# 

1) 若在 X
K 处有两个约束的值相同并且都是最大值, 可取其中的任意一个为最严约束, 搜

索1次后,再重新比较,确定新的最严约束# 

2) 若 G( X) 为不等式约束,当出现某一 Bi > 0时, 因为优化 xi目标函数减少,约束函数也

减少,不起约束作用# 此时回到 G (X
K
) = h( X

K
) = 0的边界上继续搜索,如在搜索过程中出

现某一不等式约束大于零,则令其为新的最严约束 G (X
K
) > 0, 继续搜索# 

2. 2  等式约束边界上的搜索法
考虑下面的非线性规划问题:

  minf ( X) , s. t. h (X) = 0, g j ( X) [ 0   ( j = 1, ,, m)# ( 5)

设当前设计点为 X
K
, 记等式约束的相对微分(差分) 为 Bhi , i = 1, 2, ,, n, 根据 Bhi 的正负

号,分以下 3种情况讨论# 

1) 全部的 Bhi < 0

先在 h( X
K
) = 0上搜索, 选择 Bhl = min

i
Bhi , B

h
b = max

i
Bhi , 对应的变量分别为 x

K
l 和x

K
b# 如果

(5 h/ 5xl ) | x
l
= x

K

l
> 0, 取dxl > 0;反之,若(5 h/ 5xl ) | x

l
= x

K

l
< 0, 则取 dx l < 0, 使 f ( X

K
) 减少得

多些# 不难看出,此时必有(5 h/5x b) | x
b
= x

K

b
#dx b < 0,使 h( X

K+ 1
) = 0而 f (X

K
) 增加得最少# 

由于 h( X) U h( X
K
) + (5 h/5 xl ) | x

l
= x

K

l
dxl + (5h /5x b) | x

b
= x

K

b
dx b ,为保持 h( X

K+ 1
) = 0, 应使

下式成立:

  dx b = - [ h( X
K
) + (5 h/5 xl ) | x

l
= x

K

l
#dx l ] / (5 h/5x b) | x

b
= x

K

b
# ( 6)

给定 dxl后,即可确定dxb , 得到后继点 X
K+ 1# 如果步长dxl取得较大, 按上式计算的 dx b一般

不能保证 h( X
K+ 1

) = 0, 此时应令 x
K+ 1
l = x

K
l + dx l ,代入 h (X

K+ 1
) = 0后求出 x

K+ 1
b # 

以上讨论的是连续规划中步长的选择方法# 对于离散规划问题,只需将上一段及式( 6)中

的偏导数 5h/ 5xl 和 5h /5x b换成差分 $h /$xl 和 $h /$xb 即可# 

2) 全部的 Bhi > 0

和情况1)类似,不同的是:为使 h( X
K
) = 0,调整 x b使f (X

K
) 减少得多些,调整 x l使f ( X

K
)

增加得少些# 方法是先给定 dxb ,代入 h( X
K
) = 0求出dxl# 首先适当地定出 dxK

b ,求出 x
K+ 1
b

= x
K
b + dxK

b , 再代入 h( X
K+ 1

) = 0,求得 x
K+ 1
l = x

K
l + dxK

l # 

3) Bhi 的符号有正也有负
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记 Bhl 和B
h
b为所有B

h
i 中的最小(负) 值和最大(正)值# 此时, xl和xb的变化可同时使f ( X

K
)

减少# 关于 xl 和 xb 的变化应按下述条件选取 dx l和 dxb :

  当
5 h
5x l X= X

K
#
5 h
5x b X = X

K
< 0, 必须有 dxl # dx b > 0且

    5h
5x b X= X

K
#dxb < 0,或

5 h
5x l X = X

K
#dx l > 0;

  当
5 h
5x l X= X

K
#
5 h
5x b X = X

K
> 0, 必须有 dxl#dx b < 0且

    5h
5x b X= XK

#dxb < 0,或
5 h
5x l X = XK

#dx l > 0# 

这样可确保 h (X
K+ 1

) = 0,且 f ( X
K+ 1

) 减少得最多、最快# 首先若 | Bl | < Bb ,适当地定出 dxK
b ,

求得 x
K+ 1
b = x

K
b + dxKb ,再代入 h( X

K+ 1
) = 0,求得 x

K+ 1
l = x

K
l + dxK

l ;若 | Bl | > Bb ,则先适当地

定出 dxKl ,求得 x
K+ 1
l = x

K
l + dxK

l ,再代入 h( X
K+ 1

) = 0,求得 x
K+ 1
b = x

K
b + dxK

b# 

在上述3种情况下,求得 x
K+ 1 之后,继续下一次搜索# 

搜索类算法的一个关键问题是如何选择恰当的步长# 本法虽然在选取步长时任意性较大

且与最严约束值有关,但可以给出一个规定性方法# 对连续规划采用黄金分割法,在搜索的初

始阶段,步长可大一些,随着搜索次数的增加,最严约束绝对值将逐步减小,所以步长将逐步减

小;对离散规划,采用 Fibonacci数列法, 只能按给定的许用离散集进行搜索, 步长不能随意改

变# 限于篇幅, 细节从略# 

3  数 值算 例

例 1
[ 1]

  

minf (X) = 4x 1- x
2
2- 12,

s. t . h( X) = 1 - x
2
1/ 25 - x

2
2/ 25 = 0,

 g( X) = 1+ x
2
1/ 34- 10x1/ 34 + x

2
2/ 34 - 10x 2/ 34 [ 0,   x 1, x 2 \ 0# 

( 7)

解  这是文[ 1] 359 ) 362页例题 8. 4_1# 本法的解题过程如表 1# 
表 1 例 1的搜索过程

K - 1 XK- 1 h , g , f 最严约束 B1, B2 dx 1, dx 2 注释

0 ( 3, 4)T 0, - 0. 325, - 16 h (X )
16. 7
- 1

,
- 25
- 1

- 3- , 1-

使 h( X ) = 0,

f ( X ) 下降最多

1 ( 0+ , 5- ) T 0, 0. 265, - 37 g (X )
13. 6
- 1

,
170
- 1

0. 980 1, - 0. 1
使 h( X ) = 0,

g ( X ) 下降, X 不可行

2 (0. 980 1, 4. 9)T 0, 0. 005, - 32 g (X )
16. 92
- 1

,
1 666
- 1

0. 062 9, - 0. 01
使 h( X ) = 0,

g ( X ) 下降, X 不可行

3 ( 1. 043, 4. 89) T 0, - 0. 009 7, - 31. 74 h (X )
47. 93
- 1

,
- 25
- 1

0. 043 1, 0. 009
使 h( X ) = 0,

f ( X ) 下降最多

4 ( 0. 999 9, 4. 899) T
4@ 10- 7, 3@ 10- 4,

- 32. 001
g (X )

17
- 1

,
1 649
- 1

0. 001 5, - 0. 000 3
使 h( X ) = 0,

g ( X ) 下降, X 不可行

5 ( 1. 001 4, 4. 898 7)T
- 2. 5@ 10- 6,

- 2. 8@ 10- 5, - 31. 992
   已达全部约束边界
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  因此 X
*

= (1. 001 4, 4. 898 7)T , f ( X
*
) = - 31. 992, h( X

*
) = - 2. 5 @ 10- 6

, g ( X
*
) = -

2. 8 @ 10
- 5# X*

为全局最优解# 与之相比,文[ 1] 的解为 X
*

= (1. 001, 4. 898)
T
, h( X

*
) =

5. 53 @ 10- 6
, f ( X

*
) = - 31. 992 ¹# 

例 2

  

minf (X) = x
2
1 + x

2
2 + x

2
3 - 2x 1x 2- 3x 2x 3- 4x 3x 4- 5x4x 5,

  h( X) = ( x 1 + x 2 + x 3 + x 4 + x 5) / 50 - 1 = 0,

s. t . g ( X) = (3x 1+ 2x 2+ 5x3 + 2x 4+ 5x 5) / 170- 1 [ 0,

x 1, x 2, x 3 I 0, 1, 2, 3, , # 

( 8)

这是受等式约束的整数规划, 尚不知有什么有效的解法# 本法的求解过程列于表 2# 
表 2 例 2的搜索过程

K - 1 XK- 1 h, g , f 最严约束 B1, B2, B3, B4, B5 $x i 注释

0 (10, 10, 10, 10, 10) T 0, 0, - 1 100 h (X )

50
1

,
- 1 450

1
,
- 2 450

1
,

- 4 500
1

,
- 2 500

1

$x 1 = - 1,

$x 4 = 1

$x4 使 f ( X ) 降最多,

$x1 使 f ( X ) 增加最少,

加大步长,直至 x 1 = 0

1 ( 0, 10, 10, 20, 10)T 0, - 0. 058 8, - 1 900 h (X )

) ,
- 450

1
,

- 4 450
1

,

- 4 500
1

,
- 5 000

1

$x 2 = - 1,

$x 5 = 1

$x5 使 f ( X ) 降最多,

$x2 使 f ( X ) 增加最少,

加大步长,直至 x 2 = 7

2 ( 0, 7, 10, 20, 13)T 0, - 0. 005 9, - 2 161 h (X )

) ,
- 750

1
,
- 4 000

1
,

- 5 250
1

,
- 5 000

1

$x 2 = - 1,

$x 4 = 1

$x4 使 f ( X ) 降最多,

$x2 使 f ( X ) 增加最少,

加大步长,直至 x 2 = 0

3 ( 0, 0, 10, 27, 13)T 0, - 0. 005 9, - 2 735 h (X )

) , ) ,
4 350

1
,

- 5 250
1

,
- 6 750

1

$x 3 = - 1,

$x 5 = 1

$x5 使 f ( X ) 降最多,

$x3 使 f ( X ) 增加最少,

加大步长,直至 x 3 = 0

4 ( 0, 0, 0, 27, 23)T 0, - 0. 005 9, - 3 105 h (X )

) , ) , ) ,

- 5 750
1

,
- 6 750

1

$x 4 = - 1,

$x 5 = 1

h( X ) = 0,

g (X ) = - 0. 005 9

5 ( 0, 0, 0, 26, 24)T 0, 0. 011 8, )    不可行

  X
*

= 0, 0, 0, 27, 23
T
, f ( X

*
) = - 3 105# # 这是一个全局最优解# 如果将 g ( X

*
) 中

的170改为 180,则 g( X
*
) 成为无效约束, X

*
= 0, 0, 0, 25, 25 T

, f (X
*
) = - 3 125# 

例 3[ 3]

  
minf (X) = ( x 1+ 6) 2

+ ( x 2- 2) 2
+ 2x 1x 2- 40,

s. t . h( X) = x
2
1- x 2 = 0, g1( X) = 1 - x 1 [ 0, g2( X) = x

2
2/ 3- 1 [ 0# 

( 9)

解  本题取自文[ 3]第 429页, 原书未给出答案# 一法, 在等式约束 h( X) 上搜索, 为使

h (X) = 0成立,必须同时优化两个变量# 步骤列于表 3# 
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  表 3 例 3的搜索过程

K - 1 XK- 1 h, g1, g 2 f ( XK- 1) 最严约束 B1, B2 dx 1, dx 2 注释

0 ( 1. 2, 1. 44) T 0, - 0. 2, - 0. 308 8 15. 609 6 h (X )
7. 2
1

,
1. 28
1

- 0. 2, 0. 44
使 h( X ) = 0, f (X ) 下降

并保证 g 1( X ) [ 0

1 ( 1, 1) T 0, 0, - 0. 666 7 12 h (X )
8
1

,
0
1

0, 0
x 1已达下界,不能再减少,

为保证 h (X ) = 0,dx 2 = 0

  X
*

= (1, 1) T
, f (X

*
) = 12,为一全局最优解# 另法,由 h (X) = 0得 x 2 = x

2
1, 原问题化

作:

  
minf (X) = ( x 1+ 6) 2

+ ( x
2
1- 2) 2

+ 2x 3
1- 40,

s. t . g 1( X) = 1- x 1 [ 0, g2(X) = x
4
1/ 3 - 1 [ 0# 

( 10)

经过两轮搜索后,得最优解 x
*
1 = 1, f

*
= 12# 

一般地说,对于非线性规划问题( 1) ,由于等式约束的存在,独立的设计变量只有 n - e个# 

如有可能的话, 应当用等式约束消去易于消去的变量, 使变量数目减少, 且规划中只含不等式

约束# 当然,消元后目标函数和约束函数的非线性程度会大大提高, 但是并不影响本法搜索时

的有效性# 如前所述,使用本法时勿需解任何方程, 是一种搜索类算法,因此函数是否是高度

非线性不会改变算法的效率, 这也体现出本法的优越性# 

例 4

  minf ( X) = ( x 1 - 1) 2
+ ( x 2- 1) 2

, s. t . g ( X) = 1- x 1- x 2 [ 0# ( 11)

解  此题中的约束实际上是无效的,如果用一般的方法很难事先判断出来# 本法则很容

易识别# 解题过程如下:

1) X0
= (2, 2) T

, g( X) = - 3, B1 = B2 = 2/ (- 1)# 令 dx 1 = dx 2 = - 1. 5# 

2) X1
= (0. 5, 0. 5) T

, g ( X) = 0, B1 = B2 = - 1/ (- 1) > 0# 这意味着增加 x 1 和 x 2会使

f ( X) 和 g( X) 同时减少,即目标函数下降,但约束又不违反,最优点在可行域内# 所以实际上

这是个无约束问题# 不论约束是多么的复杂,只要发现某一 Bi > 0, 即可断定原不等式约束

规划为无约束规划问题# 这是本法的又一优点# 

例 5[ 4]

  minf ( X) = x
4
1+ x 1x 2+ (1+ x 2)

2# ( 12)

这是一个无约束优化问题,用本法经 15步迭代后 x
*
1 = 0. 695 87, x

*
2 = - 1. 347 8, f

*

= - 0. 582 4# 此解的精度可以由解析法验证:令5f / 5x 1 = 5f /5x 2 = 0, 可得到关于 x 1的方程

8x 3
1- x1- 2 = 0,解之得唯一的实根 x 1 = 0. 695 88, x 2 = - 1.347 8, 与本法求得的解几乎一致# 

此题取自文[ 4] 349页例 11_7,原文的解是 x
*
1 = 0, x *

2 = - 1, f *
= 0,显然不是真解# 这

可能是因为忽略了目标函数的交叉项 x 1x 2造成的,也说明书中方法没有判别最优解的准则# 

另外,与 f ( X) = 0对应的另一解 X = (1, - 1) T也被漏掉了# 

4  结   论

实例表明, 本文提出的相对微分及差分法,既适用于连续规划问题,也适用于离散规划问

题# 对于无约束规划问题,本法可看成是最速下降法的发展;对约束规划问题, 它是文[ 2]的相

对差商法的变形和普遍适用性的推广# 本法的特点是: 1) 既能解不等式约束问题,也能解等
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式约束优化问题; 2) 只要在可行域(集)内存在目标函数和约束函数及其一阶导数(差分)的

值, 肯定可搜索到最优解, 没有不收敛和不稳定的问题; 3) 以最严约束为统一的单约束, 节

省了计算工作量; 4) 给出了在等式最严约束边界上及不等式最严约束边界近旁搜索的策略;

5) 给出了判断无效约束的方法; 6) 不受问题规模的限制# 

作者用本法还计算了一些非线性规划问题,效果都很理想, 限于篇幅, 不再一一列出# 

致谢  本课题承大连理工大学 211工程建设项目资助, 在此表示衷心感谢# 
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Abstract: A universal numerical approach for nonlinear mathematic programming problems is pre-

sented with an application of ratios of first_order differentials/ differences of objective functions to

constraint functions with respect to design variables. This approach can be efficiently used to solve

continuous and, in particular, discrete programmings with arbitrary design variables and constraints.

As a search method, this approach requires only computations of the functions and their partial

derivatives or differences with respect to design variables, rather than any solution of mathematic e-

quations. The present approach has been applied on many numerical examples as well as on some

classical operational problems such as one_dimensional and two_dimensional knap_sack problems,

one_dimensional and two_dimensional resource_distribution problems, problems of working reliability

of composite systems and loading problems of machine, and more efficient and reliable solutions are

obtained than traditional methods. The present approach can be used without limitation of modeling

scales of the problem. Optimum solutions can be guaranteed as long as the objective function, con-

straint functions and their first_order derivatives/ differences exist in the feasible domain or feasible

set. There are no failures of convergence and instability when this approach is adopted.

Key words: continuous or discrete nonlinear programming; search algorithm; relative differential/ dif-

ference method
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