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摘要:  对于许多同时具有强烈非线性和非平稳性的连续生物医学信号来说, 计算其复杂度往往

要求: 1) 在数据长度比较短的情况下也可以得出比较鲁棒的估计值; 2) 无需对原始信号作像二值

化这样的过分的粗粒化# 我们以前所提出的 C0 复杂度就是这样的一种度量, 但是这种度量缺乏

严格的数学基础,因而影响到它的应用# 提出了一种改进形式,并严格证明了它的重要性质, 从而

表明这个量在一定条件下可以作为时间序列随机程度的指标, 因而在随机性复杂度的意义下也可

作为复杂性的一个定量指标# 由于这个量有计算速度快的优点, 因此特别适合于一些需要大量计

算复杂度的场合,例如计算长时间过程中滑动窗口中复杂度的动态变化# 

关  键  词:  复杂性度量;  随机性复杂度;  C0 复杂度

中图分类号:  TN911. 72; TN911. 73   文献标识码:  A

引   言

有许多生物医学信号 (例如脑电信号) ,由于其强烈的非线性, 使得传统的线性分析手段

不能得出理想的结果# 而像Liapunov指数和经典的各种分维数这样的混沌动力学指标由于一

般说来需要长的数据序列才能得出鲁棒的估计值, 又和这些信号强烈的非平稳性发生矛盾# 因

此找出一种适用于表征像脑电这样的同时具有强烈的非线性和非平稳性的时间序列的复杂度

指标就成为一个迫切需要加以解决的问题# 上世纪 90年代初, 徐京华等人[ 1]提出用 Lempel_

Ziv 复杂度 CL Z 作为指标来表征脑的一些不同的功能状态,取得了一些有希望的结果,较好地

解决了上述矛盾# 但是生物医学信号往往是连续信号,而对 CL Z有定义的时间序列的元素只

能取自有限集合,因此他们在计算时先对原始信号进行粗粒化, 把原来的连续信号转换成某种

二值信号,例如把所有其值大于平均值的采样值都用 1来代替,而把所有其值小于等于平均值

的采样值都用 0来代替# 这种过分的粗粒化潜藏着根本改变信号的动力学特性的危险, 例如

一个原来是混沌的信号在经过这种过分粗粒化之后有可能变成一个周期信号# 我们[ 2, 3]曾经

以Logistic映射
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  x n+ 1 = 1- Lx2
n ,   L I [ 0, 2]

所产生的时间序列为例, 说明当参数 L的值落在大致为( 1. 4, 1. 5)的区间内时,由此产生的时

间序列已经落入混沌区, 应该有较高的复杂度值# 然而如果采用把超过平均值的值置为 1,反

之置为 0的方法进行粗粒化,那么经粗粒化以后所得的序列的复杂度在此区间内为 0# 究其

原因, 这是由于原始序列在均值上下来回跳动,但是其跳动的幅度是不规则的,表现出某种混

沌特性;而在粗粒化之后,跳动幅度被粗粒化成了 1和 0,于是粗粒化之后的序列就变成了 0、1

相间的周期序列,其复杂度自然也就变为0了# 显然,这种潜在的危险性使得我们在用 CL Z来

表征量值作连续变化的时间序列时必须十分小心# 因此,对于这种信号来说,一个比较理想的

复杂度指标应满足: 1) 在数据长度比较短的情况下也可以得出比较鲁棒的估计值; 2) 对连续

信号也有定义, 从而无需对原始信号作像二值化这样的过分的粗粒化# 

我们曾经提出过一种满足这两个要求的 C0 复杂度
[ 3] , 其定义如下: 对原始序列作快速

Fourier变换( FFT) ,求其幅值谱的平均值,保留幅值大于平均值的频谱成分而将其余的置为 0,

从而得到一个新的频谱,对此进行 Fourier 逆变换, 这样得到的时间序列与原始信号之差环绕

其均值而成的面积和原始信号环绕它本身均值得到的面积之比,就是我们所谓的 C0复杂度# 

然而, C0复杂度的一个严重缺陷是缺乏严格的数学基础,这不能不大大降低了由此得出的结

论的可信性# 本文中,我们将提出 C0复杂度的一种修正形式,严格证明了它的一些主要性质# 

为了简单起见,我们把这种修正后的指标仍记为 C0, 并把它试用于脑电分析,从而说明这可能

是适用于像脑电这样的非平稳非线性信号的复杂度指标# 

1  C 0复杂度的定义

记 f ( k) , k = 0, 1, 2, ,, N - 1 是一个长度为 N 的时间序列,则

  FN ( j ) =
1
N 6

N- 1

k= 0

f ( k ) e- 2Pi( kj / N )
,   j = 0, 1, 2, ,, N - 1

构成相应的Fourier 变换序列, 其中 i = - 1是虚数单位# 为了书写方便,记 WN = e
2Pi/ N

,于

是 FN ( j ) 可写为

  FN ( j ) =
1
N 6

N- 1

k= 0
f ( k ) W

- kj
N ,   j = 0, 1, 2, ,, N - 1# 

设 FN ( j ) , j = 0, 1, 2, ,, N - 1 的均方值为

  GN =
1
N 6

N- 1

j = 0

| FN ( j ) |
2
,

记

  �FN ( j ) =
FN ( j ) ,   当 | FN ( j ) |

2
> GN 时,

0,     当 | FN ( j ) |
2 [ GN 时,

对 �FN ( j ) , j = 0, 1, 2, ,, N - 1 作 Fourier 逆变换

  �f ( k ) = 6
N- 1

j= 0

�FN ( j ) W
kj
N ,   k = 0, 1, 2, ,, N - 1,

定义 C0复杂度为

  C0 = 6
N- 1

k= 0

| f ( k ) - �f ( k ) | 2 6
N- 1

k= 0

| f ( k ) |
2 # 
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2  C 0复杂度的主要性质

性质 1  若 f ( k ) 是常数序列,则 C0 = 0# 

证  记 f ( k ) S c( k = 0, 1, 2, ,, N - 1) , 则

  FN ( j ) = cD( j ) =
c,   j = 0,

0,   j X 0,

  GN =
c

2

N
< | FN (0) |

2
,

故

  �FN ( j ) =
FN (0) = c,   j = 0,

0,       j X 0,

于是�f ( k ) S c# 由 C0的定义可得 C0 = 0# 

注 1 若 f ( k) S 0 ( k = 0, 1, 2, ,, N - 1) ,定义 C0 = 0# 

性质 2  若 f ( k ) 是周期 T 序列, 即 f ( k + T ) S f ( k ) , 则 lim
N y ]

C0 = 0# 

证  记 M = N / T (即 N = TM ) 表示序列中有 M 个周期, 则

  FN ( j ) =
1
N 6

N- 1

k= 0
f ( k ) W

- kj
N =

1
N 6

M- 1

m= 0
6
T- 1

t= 0
f ( t ) W

- tj
N W

- mTj
N =

      1
N 6

T- 1

t= 0

f ( t ) W
- tj
N 6

M- 1

m= 0

W
- mj
N # 

记 j = pM + q ( p = 0, 1, 2, ,, T - 1; q = 0, 1, 2, ,, M - 1) ,并注意到 W
M
M = e

2Pi
= 1, 有

  FN ( pM + q ) =
1
N 6

T- 1

t= 0
f ( t ) W

- t( pM+ q )
N 6

M- 1

m= 0
W
- m( pM+ q)
N =

        1
N 6

T- 1

t= 0

f ( t ) W
- t (pM+ q )
N MD( q )# 

于是,当 q X 0时, FN ( pM + q ) = 0# 当 q = 0时,由于 W
M
N = e( 2Pi/ N) M

= e2Pi/ T
= WT , 有

  FN ( pM) =
1
T 6

T- 1

t= 0

f ( t ) W
- tpM
N =

1
T 6

T- 1

t= 0

f ( t ) W
- tp
N = FT ( p ) ,   p = 0, 1, ,, T - 1,

故 FN ( j ) 除 T 个元素外均为0, 而这 T 个元素的值恰好是一个周期的Fourier变换值,与周期

个数 M 无关, 即与序列长度 N 无关, 因此

  GN =
1
N 6

T- 1

p= 0

| FT ( p ) |
2 y 0   (N y ] )# 

所以当N 充分大时, �FN ( j ) = FN ( j ) ,即有�f ( k ) = f ( k ) , 于是

  lim
N y ]

C0 = lim
N y ] 6

N- 1

k= 0
| f ( k ) - �f ( k ) |

2 6
N- 1

k= 0
| f ( k ) |

2
= 0# 

性质 3  对任一时间序列 f ( k ) ,成立 0 [ C0 [ 1# 

证  记 x
*
表示复数 x 的共轭复数,则

  6
N- 1

k= 0
| f ( k ) |

2
= 6

N- 1

k= 0
f ( k) f

*
( k) = 6

N- 1

k= 0
6
N- 1

j= 0
FN ( j ) W

jk
N 6

N- 1

l= 0
F

*
N ( l ) W

- lk
N =

    6
N- 1

k= 0
6
N- 1

j= 0
6
l X j

FN ( j ) F
*
N ( l ) W

( j- l) k
N + 6

N- 1

j= 0

FN ( j ) F
*
N ( j ) = N 6

N- 1

j= 0

| FN ( j ) |
2# 
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由 C0 的定义,

  C0 = 6
N- 1

k= 0
| f ( k ) - �f ( k ) |

2 6
N- 1

k= 0
| f ( k ) |

2
=

     N 6
N- 1

j= 0

| FN ( j ) - �FN ( j ) |
2

N 6
N- 1

j = 0

| FN ( j ) |
2
=

     6
N- 1

j = 0

| FN ( j ) - �FN ( j ) |
2 6

N- 1

j = 0

| FN ( j ) |
2 # 

显然, C0 \0,而 | FN ( j ) - �FN ( j ) | [ | FN ( j ) | ( j = 0, 1, 2, ,, N - 1) ,故 C0 [ 1# 

注 2 由性质 3 的证明过程可知, 在实际计算时, 只要计算原始序列的 Fourier 变换, 不需要作逆变换# 

这样可以节省约一半的计算时间# 

注 3 若定义

  F
U

N ( j ) =
0,     当 | FN ( j ) |

2 > GN 时,

FN ( j ) ,   当 | FN ( j ) |
2 [ GN 时,

则

  C0 = 6
N- 1

j = 0

| F
U

N ( j ) |
2 6

N- 1

j = 0

| FN ( j ) |
2 # 

性质 4  设 f ( k ) 是一个随机时间序列, 服从独立同分布, 且有有限的 4阶矩# 记其均

值为 Ef = L,方差为 Df = R
2
,则当 N y ] 时, C0以概率1收敛于 R

2
/ ( L

2
+ R

2
)# 特别地,当

L = 0时, C0以概率 1收敛于 1# 

证  由于

  | FN ( j ) |
2
= FN ( j ) F

*
N ( j ) =

1

N
2 6

N- 1

k= 0
f ( k ) W

- kj
N 6

N- 1

l= 0
f ( l ) W

- lj
N

*
=

        1
N

2 6
N- 1

k= 0
6
N- 1

l= 0
f ( k )f ( l ) W

( l- k ) j
N ,

其数学期望为

  E | FN ( j ) |
2
=

1

N
2 6
N- 1

k= 0
6
N- 1

l= 0
E [f ( k) f ( l ) ] W

( l- k ) j
N # 

由于 f ( k ) 与 f ( l ) 独立同分布,因此

  当 k X l 时,  E[ f ( k )f ( l ) ] = Ef ( k ) Ef ( l ) = L2
,

  当 k = l 时,  E[ f ( k )f ( l ) ] = Ef
2
( k ) = L2

+ R2
,

于是

  E | FN ( j ) |
2
=

1

N
2 6
N- 1

k= 0

Ef
2
( k ) +

1

N
2 6
N- 1

k= 0
6
l X k

E[ f ( k ) f ( l ) ] W
( l- k) j
N =

         L2
+ R2

N
+

L2

N
2 6
N- 1

k= 0
6
l X k

W
( l- k) j
N # 

当 j = 0时,

  E | FN ( 0) | 2
=

L2
+ R2

N
+
L2

N
2N (N - 1) = L2

+
R2

N
# 

当 j X 0时,

  E | FN ( j ) |
2
=

L
2
+ R

2

N
+

L
2

N
2 6
N- 1

k= 0
6
N- 1

l= 0

W
( l- k ) j
N - 1 =

L
2
+ R

2

N
-
L

2

N
=

R
2

N
# 
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于是

  EGN = E
1
N 6

N- 1

j= 0
| FN ( j ) |

2
=

1
N

L2
+
R2

N
+
R2

N
(N - 1) =

L2
+ R2

N
# 

利用 Chebyshev不等式可以证明(见引理 1) :对任意给定的 E> 0成立

  lim
N y ]

P ( | | FN ( j ) |
2
- E | FN ( j ) |

2
| > E) = 0,

  lim
N y ]

P ( | GN - EGN | > E) = 0,

故当 N 充分大时, 以概率1成立 | FN (0) |
2
> GN , | FN ( j ) |

2
< GN ( j X 0) , 于是当N 充分大

时,以概率 1成立

  C0 = 6
N- 1

j= 0
| FN ( j ) - �FN ( j ) |

2 6
N- 1

j= 0
| FN ( j ) |

2
=

     6
N- 1

j = 1
| FN ( j ) |

2 6
N- 1

j= 0
| FN ( j ) |

2
=
R2

N
(N - 1) L2

+ R2 y R2

L2
+ R2# 

在性质4的证明过程中,需要以下引理# 

引理 1  在性质 4的条件下, 对任意给定的 E> 0成立

  lim
N y ]

P ( | | FN ( j ) |
2
- E | FN ( j ) |

2
| > E) = 0,

  lim
N y ]

P ( | GN - EGN | > E) = 0# 

证  我们只证第 1式, 第 2式类似可证# 

记 X = | FN ( j ) |
2
=

1
N

2 6
N- 1

k= 0
6
N- 1

l= 0
f ( k ) f ( l ) W

( l- k ) j
N # 在性质 4的证明中我们已经得到

  EX =

L
2
+
R

2

N
,   j = 0,

R2

N
,     j X 0# 

又

  EX
2
= E | FN ( j ) |

4
=

1

N
4 6
N- 1

k= 0
6
N- 1

l= 0
6
N- 1

p= 0
6
N- 1

q= 0
E[ f ( k ) f ( l ) f ( p ) f ( q ) ] W

( l- k+ q- p ) j
N # 

1) 当 j = 0时,

  EX
2
=

1

N
4 6
N- 1

k= 0
6
N- 1

l= 0
6
N- 1

p= 0
6
N- 1

q= 0

E[ f ( k ) f ( l ) f ( p ) f ( q ) ] =

     1

N
4[ P

4
NL

4
+ P

1
NC

2
4P

2
N- 1 L

2
( L2

+ R2
) + C

2
4C

2
N ( L

2
+ R2

)
2
+

     C
1
4P

2
NLEf

3
( k ) + NEf

4
( k) ]# 

由于

  L3 = E (f - Ef )
3
= E [f

3
- 3Ef #f 2

+ 3( Ef ) 2
f - ( Ef )

3
] = Ef

3
- L3

- 3LR2
,

  L4 = E (f - Ef )
4
= E [f

4
- 4Ef #f 3

+ 6( Ef )
2
f

2
- 4( Ef )

3
f + ( Ef )

4
] =

     Ef
4
- 4LL3- L4

- 6L2R2,

故

  Ef
3
= L3+ L3

+ 3LR2, Ef 4
= L4+ 4LL3+ L4

+ 6L2R2
,

于是

  EX
2
=

1

N
4[ N (N - 1) (N - 2) (N - 3) L

4
+ 6N (N - 1) (N - 2) L

2
( L

2
+ R

2
) +

1087C0复杂度的数学基础



     3N(N - 1) ( L2
+ R2

)
2
+ 4N (N - 1) L( L3+ L3

+ 3LR2
) +

     N( L4+ 4LL3 + L
4
+ 6L

2
R

2
) ] =

     L4
+

6
N
L2R2

+
3(N - 1)

N
3 R4

+
4

N
2 LL3+

1

N
3 L4,

因此

  DX = EX
2
- ( EX )

2
=

4
N
L2R2

+
2N - 3
N

3 R4
+

4
N

2LL3+
1
N

3 L4 = O
1
N

# 

2) 当 j X 0时,

  EX
2
=

1

N
4 6

k X l X p X q

E [ f ( k )f ( l )f ( p )f ( q) ] W
( l- k+ q- p ) j
N +

     6
else
E [f ( k) f ( l )f ( p ) f ( q ) ] W

( l- k+ q- p ) j
N = Ñ + Ò,

对Ò,由于 f 的 1 ~ 4阶矩均为有限,即 | L1 |、| L2 |、| L3 |、| L4 | [ M, 所以

  | Ò | [ 1

N
4 6

else

| E[ f ( k) f ( l ) f ( p ) f ( q ) ] +W
( l- k+ q- p ) j
N | [ M

N
4 6

else

1 =

     M

N
4 (6N (N - 1) (N - 2) + 3N (N - 1) + 4N (N - 1) + N ) = O

1
N

# 

而对 Ñ有

  | Ñ | =
L4

N
4 6
N- 1

k= 0
6
l X k

6
p X k, l

6
N- 1

q= 0
W

( l- k+ q- p ) j
N - W

( l- p ) j
N - W

( 2l- k- p ) j
N - W

( l- k) j
N =

     L
4

N
4 6
N- 1

k= 0
6
l X k

6
N- 1

p= 0
(- W

( l- p ) j
N - W

( 2l- k- p ) j
N ) +

     W
( l- k ) j
N + W

(2l- 2k) j
N + 1+ W

( l- k ) j
N - (N - 2) W

( l- k ) j
N =

     L
4

N
4 6
N- 1

k= 0
6
N- 1

l= 0
( W

(2l- 2k ) j
N - (N - 4) W

( l- k) j
N ) - 1 + ( N - 4) + (N - 1) =

     L4

N
4 6
N- 1

k= 0

(2N - 6) =
L4

N
3(2N - 6) = O

1

N
2 # 

于是

  EX
2 [ O

1
N

, DX = EX
2
- ( EX )

2 [ O
1
N

# 

由此可知, 对任意 j = 0, 1, 2, ,, N - 1均成立

  DX [ O
1
N

,

由Chebyshev 不等式, 对任意给定的 E> 0, 有

  P( | X - EX | > E) [ DX

E2 [ O
1

NE2 ,

故

  lim
N y ]

P ( | X - EX | > E) = 0,

即第 1式成立# 

3  C 0复杂度在脑电分析中应用举例

为了检验经过改进之后的 C0 复杂度是否适用于像脑电这样的既具有高度的非线性又具
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图 1 在睁眼休息,闭眼休息,浅睡和深睡

4种不同状态下,记录所得的脑电

C0 复杂度的平均值和方差# 

有高度的非平稳性的信号分析, 我们以人们经常

用来进行脑电复杂度分析的睁眼休息, 闭眼休

息, 浅睡和深睡这 4种典型状态下的脑电信号作

为例子, 计算其 C0 复杂度# 实验方法是标准的,

已有报道[ 4]# 由于脑电的极度非平稳性, 在计算

脑电的 C0 复杂度时,每次我们都只取窗口宽度为

0. 5 s的数据(由于采样率为1 024 Hz,故每次计算

可得 512个数据点) ,在时间轴上每次滑动 0. 5 s

重复计算,可以观察到即使在同一种状态下,脑电

的 C0 复杂度也是随时间变化的 ) ) ) 非平稳性!

图1是对两名被试者在脑电 10 ) 20系统的 Fp1、

Fp2、C3、C4、T3、T4、O1、O2分别记录到的各约 10 s

的脑电, 将0. 5 s的窗口每次滑动 0. 5 s所计算得的 C0复杂度均值和方差# 由图可见,除了O1

之外,所有各导的脑电的 C0复杂度都在睁眼休息时最高,而在深睡时最低,闭眼休息和浅睡则

依次介于两者之间# 这和我们的直观是一致的, 和前人用其它复杂度所得到的结果也是一致

的[ 4]# 

4  讨   论

关于时间序列的复杂度, 现在有着种种不同的定义# 最近Rapp和Schmah[ 5]把这些不同定

义下的复杂度作了种种分类# 按照他们的一种分类标准, 可以把现有的复杂度分为两大类:

/随机性复杂度0( randomness finding complexity)和/规则复杂度0 ( rule f inding complexity)# 前一

类实际上是把序列接近随机的程度作为复杂性的度量[ 6, 7]# 而按照我们上面所证明的性质,

C0 是一个介于0和 1之间的数,对于常数序列和周期序列来说, 其值趋于 0, 而对于满足一定

条件的随机序列来说则以概率 1收敛于 1# 因此, 把 C0 作为随机程度的一种度量看来是合理

的,这是一种/随机性复杂度0# 我们最近指出[ 8]
,对于随机性复杂度来说, 其一阶复杂度度量

随机性,而其高阶复杂度则度量非平稳性# 因此, C0 复杂度也可望度量复杂性的这些不同方

面# 

满足我们在引言中所提出的两个要求的复杂度,除了我们在本文中所提出的 C0复杂度之

外,近似熵(ApEn)
[ 7]
是人们常用的一种复杂度指标# 和近似熵比较起来, C 0复杂度由于其计

算主要是 FFT, 而且由注 2可知,实际上为了计算 C0复杂度只要计算一次 FFT 就可以了, 因而

有计算量小的优点# 近年来, 人们对于某些信号在长时间过程中所表现出来的复杂度的动态

变化过程产生了越来越大的兴趣# 人们通过计算滑动窗口中的复杂度来检测这种变化[ 3] , [ 9] ,

以解决诸如癫痫预报这样的实际问题
[ 9]# 显然,对于这种问题来说, 由于问题牵涉到要计算大

量滑动窗口中的复杂度, 在实际应用中还希望能进行实时计算, 因此提高计算速度有着十分重

大的意义,可以预期 C0复杂度在这类问题中将有其优势# 
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Mathematical Foundation of C 0 Complexity

SHEN En_hua1,  CAI Zhi_jie2,  GU Fan_ji1

( 1. School of Lif e Science , Resea r ch Center for Bra in Science , In stitute of Brain Scien ce ,

Fudan Univer sity , Shan ghai 200433, P . R . China ;

2. School of Mathemat ical Sci ences , Resear ch Center f or Nonlinear Science ,

Fudan Un iver sity , Shangha i 200433, P . R . Chin a )

Abstract: For many continuous bio_medical signals with both strong nonlinearity and non_stationar-i

ty, two criterions were proposed for their complexity estimation: 1) Only short data set is enough for

robust estimation; 2) No over_coarse graining preprocessing, such as transferring the original signal

into a binary time series, is needed. C0 complexity measure proposed by us previously is one of such

measures. However, it lacked solid mathematical foundation and thus its use was limited. A modified

version of this measure is proposed, and some important properties are proved rigorously. According

to these properties, this measure can be considered as an index of randomness of time series in some

senses, and thus also a quantitative index of complexity under the meaning of randomness finding

complexity. Compared with other similar measures, this measure seems more suitable for estimating

a large quantity of complexity measures for a given task, such as studying the dynamic variation of

such measures in sliding windows of a long process, owing to its fast speed for estimation.

Key words: complexity measure; randomness finding complexity; C0 complexity
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