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摘要:  从正交各向异性压电介质平面问题 ,对于材料 3个特征根互不相等情况下,以 3个拟调和

函数表达位移、电势、应力和电位移的通解出发,利用调和多项式的显式表达式, 结合试凑法, 给出

了平面压电梁的一系列精确解, 包括刚体平动、刚体转动、均匀电势、均匀拉伸、均匀电位移、纯剪

切、纯弯曲和两端自由压电梁上下表面作用常电势情况下的精确解# 
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引   言

压电材料因其在智能结构中的广泛应用前景,越来越吸引人们的注意力
[ 1~ 10]# 压电材料

由于存在各力学量与电学量间的相互耦合效应, 从而导致基本方程的解析分析比较困难# 但

是对于一些相对比较简单,又十分典型的问题,寻求相应的精确解或解析解, 以研究各力学量

与电学量间的相互影响, 仍是非常必要而有意义的# 

在压电材料平面梁平衡问题研究中,文献[ 2]至文献[ 5]对平面应力或应变问题以混合解

法推导出了在均布荷载、集中荷载作用下压电简支梁和压电悬臂梁的解析解;文献[ 6]和文献

[ 7]对平面应变问题, 以/应力0解法推导出了梯度功能压电悬臂梁、简支梁的几个解析解; 文献

[ 8]给出了压电梁一类纯弯曲的精确解;文献[ 9]给出了压电平面问题的一般解和基本解; 文献

[ 10]和文献[ 11]得到了用拟调和位移函数表示的压电平面问题的通解,同时文献[ 11]还利用

这些通解, 结合试凑法,简洁并极其方便地给出了无限平面、半无限平面和两相无限平面有关

的Green函数,显示了这种位移解法的有效性# 上述的混合法以应力函数和电势为基本变量,

/应力0解法则以应力函数和电位移函数为基本变量,它们都需要求解一个相当复杂的偏微分

方程组,当选定这些基本变量为某阶多项式时, 均需代入这些方程组确定多项式间系数的关

系,因此, 求解具体问题时,只能逐个解决,不仅很烦, 而且难以形成系统的求解方法# 本文从
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文献[ 10]和文献[ 11]所给出的压电平面应变问题的通解出发,利用调和多项式的显式表达式,

从低阶多项式到高阶多项式, 系统地给出了压电梁的若干精确解# 

1  压电平面问题通解

Sosa 和Castro
[ 1]
给出了压电介质平面应变问题的基本方程:

  
5Rx
5x +

5Sxz
5z = 0,

5Sxz
5x +

5Rz
5z = 0,

5D x
5x +

5D z
5z = 0, ( 1)

  

Rx = c11
5u
5x + c13

5w
5z + e31

5 5
5z ,

Sxz = c44
5 u
5z +

5w
5x + e15

5 5
5 x , Rz = c13

5u
5x + c33

5w
5z + e33

5 5
5z ,

Dx = e15
5 u
5z +

5w
5x - E11

5 5
5 x , Dz = e31

5u
5x + e33

5w
5z - E33

5 5
5z ,

( 2)

其中: Rx ( Rz , Sxz )、Dx (Dz )、u (w )和 5分别是应力分量、电位移分量、位移分量和电势; cij、eij和

Eij 分别是弹性常数、压电常数和介电常数# 对平面应力问题, Ry = Sxy = Syz = 0,电位移Dy =

0, 相应基本方程仍可表示为式(1) 和(2) 形式,其中 cij、eij 和Eij 分别由附录A中对应的常数�c ij、

�e ij 和�Eij 替换# 

丁皓江等
[ 10, 11]

已推导出压电平面问题的通解, 其中所有的物理量都用 3个拟调和函数表

达,即

  

u = 6
3

j = 1

5 Wj
5x , wm = 6

3

j= 1

sjkmj
5Wj
5z j
, Rx = 6

3

j= 1

X3j
52 Wj
5z 2

j

Rm = 6
3

j= 1
Xmj

52
Wj

5z 2
j
, Sm = 6

3

j= 1
s jXmj

52
Wj

5x5 zj

  ( m = 1, 2) , ( 3)

式中, X3j = - s
2
j X1j 和

  w 1 = w , w 2 = 5, R1 = Rz, R2 = Dz , S1 = Sxz , S2 = Dx , ( 4)

各拟调和函数 Wj 满足下列方程:

  
52

5x 2 +
52

5z 2
j
Wj = 0   ( j = 1, ,, 3) , ( 5)

式中, zj = sjz , sj 是下列特征方程的 3个互不相等的特征根,通常选取 Re( s j ) > 0# 

  a1s
6
- a2 s

4
+ a3s

2
- a4 = 0, ( 6)

式( 3)中的系数 kmj、Xmj (m = 1, 2; j = 1, ,, 3) 和式(6) 的 an ( n = 1, ,, 4) 可参看文献[ 10]和

文献[ 11]中相应系数# 

2  平面问题的边界条件

平面问题直梁的长度为 L ,高度为 h,宽度假设为 1个单位,其中坐标原点取为形心, x 轴是

长度向对称轴, z 轴正向向下# 简支梁所占区域是(- L/ 2 [ x [ + L / 2, - h/ 2 [ z [ + h/ 2) ,

而悬臂梁所占区域是(0 [ x [ L , - h/ 2 [ z [ + h/ 2)# 

在平面压电梁的上下表面作用有多项式分布的力荷载和电荷载(电位移或电势) , 在梁两

端面的边界条件通常有如下 3种情形:

1) 固定端

对于精确解:
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  u = w = 0, 5 = const或 Dx = const   (- h/ 2 [ z [ + h / 2)# ( 7a)

对于解析解:

  u = w = 0,
5w
5x = 0或

5 u
5z = 0, 5 = const   (在 z = 0处)# ( 7b)

2) 简支端

对于精确解:

  
w = const, Rx = const

5 = const 或 Dx = const
  (- h/ 2 [ z [ + h/ 2)# ( 8a)

对于解析解:

  
Q
+ h/ 2

- h/ 2
Rx dz = const, Q

+ h/ 2

- h/ 2
Rxzdz = const ,

Q
+ h/ 2

- h/ 2
Dxdz = const , w | z = 0 = const# 

( 8b)

3) 自由端

对于精确解:

  Rx = const, Sxz = const, D x = const   (- h/ 2 [ z [ + h/ 2)# ( 9a)

对于解析解:

  
Q
+ h/ 2

- h/ 2
Rx dz = const, Q

+ h/ 2

- h/ 2
Rxzdz = const ,

Q
+ h/ 2

- h/ 2
Sxz dz = const , Q

+ h/ 2

- h/ 2
Dxdz = const# 

( 9b)

这里所提到的精确解是指在梁的两端每一点上也满足指定边界条件的解,而解析解只需

要在两端面满足放松了的边界条件,有的则只是在某一点满足指定的条件, 例如( 7b)# 另外,

( 7)式至( 9)式中的常数,在许多情形下都等于零# 

在以下各节中,我们将利用附录B中的调和多项式求解得到几种简单平面问题的精确# 因

为位移函数 Wj 满足拟调和方程(5) ,故对于附录 B中的调和多项式,只需将其中的 z 替换以z j ,

即可以被选作位移函数# 

3  刚体位移和均匀电势

选取附录式( B2)中的 U
0
1( x , z )、U

1
1( x , z ) 和 U

1
2( x , z ) , 我们可构造如下位移函数:

  Wj = A 1 j x + B1j z j + B2 j xz j   ( j = 1, ,, 3) , ( 10)

式中, A 1j、B1j 和B2 j 均为待定未知常数# 

将式( 10)代入式( 3) , 并选择合适的常数 ,我们可得下列各式:

  
u = u0+ X0z , w = w 0- X0x , 5 = 50,

Rx = Rz = Sxz = 0, Dx = Dz = 0,
( 11)

式中, u0( w 0)、X0和 50分别表示刚体平动、刚体转动和均匀电势# 

4  均匀拉伸、均布电位移和纯剪切

选取附录式( B2)中的 U0
2( x , z ) 和 U1

2( x , z ) , 可构造如下位移函数:

  Wj = A 2 j ( x
2
- z

2
j ) + B2jxz j   ( j = 1, ,, 3) , ( 12)

式中, A 2j 和B 2j 均为待定未知常数# 
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将式( 12)代入式( 3) , 便得下式:

  

u = 6
3

j = 1

(2A 2j x + B 2j z j ) , w = 6
3

j= 1

s jk1j ( B 2j x - 2A 2 j z j ) ,

5 = 6
3

j= 1
s jk2j ( B 2j x - 2A 2 j z j ) , Sxz = 6

3

j= 1
sj X1jB2 j , Dx = 6

3

j= 1
sj X2jB2j ,

Rx = - 2 6
3

j= 1
X3jA 2j , Rz = - 2 6

3

j= 1
X1 jA 2 j , Dz = - 2 6

3

j = 1
X2 jA 2 j# 

( 13)

边界条件为:

  x = ? L / 2, Rx = R1, Sxz = S0, Dx = D1, ( 14a)

  z = ? h/ 2, Rz = R2, Sxz = S0, Dz = D2# ( 14b)

另外,我们取压电梁无旋转条件为:

  5 u
5z -

5w
5x = 0# ( 15)

将式( 13)代入式( 14)和式( 15) , 便可得如下各式:

  - 2 6
3

j= 1
X1j A 2 j = R2, - 2 6

3

j= 1
X2j A 2j = D2, - 2 6

3

j= 1
X3j A 2j = R1, ( 16)

  6
3

j = 1
sj X1 jB2j = S0, 6

3

j= 1
sj X2jB2 j = D1, 6

3

j= 1
sj (1 - k 1j ) B2 j = 0# ( 17)

由式( 16)和( 17)可解出未知常数 A 2j 和B2j# 当 R1、R2、D1、D2和 S0 5个常数中依次保持其

中1个非零、其余均为零时,就分别得到矩形压电梁的5种有意义情形下的精确解,即: 1) x 方

向均匀拉伸; 2) z 方向均匀拉伸; 3) x 方向均匀电位移; 4) z 方向均匀电位移和 5)纯剪切# 

由式( 11)刚体位移和均匀电势解的特性,可以看出如将( 13)前 3式中的 x 替换成( x - L )

或( x - L / 2) , 并不影响式( 13)中的应力分量和电位移的值# 

5  两端自由梁表面作用常电势

首先,取附录式( B2)中的 U0
2( x , z ) , 可构造如下位移函数:

  Wj = A 2 j ( x
2
- z

2
j )   ( j = 1, ,, 3) , ( 18)

式中, A 2 j 为待定未知常数# 将这个位移函数代入式( 3) ,便可得到位移、电势、应力和电位移

的表达式,且只需在式(13) 中令 B2 j = 0, 即得相应的表达式# 

边界条件为:

  z = ? h
2
: Rz = 0, Sxz = 0, 5 = ?

A0

2
, ( 19a)

  x = ? L
2
: Rx = 0, Sxz = 0, Dx = 0# ( 19b)

将相应的 Rx、Rz 和 5 表达式代入式( 19) , 即得

  6
3

j = 1

X1 j A 2j = 0, 6
3

j= 1

X3j A 2 j = 0, 2h 6
3

j = 1

s
2
jk 2j A 2 j = - A0, ( 20)

联列求解式( 20)可解出 3个未知量 A 2 j# 在这个解上叠加式(11) ,并令其中 u0 = w 0 = 0

和 X0 = 0, 则得如下形式的解:
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u = 2x 6
3

j= 1

A 2 j , w = - 2z 6
3

j= 1

s
2
j k1jA 2j , 5 = 50- 2z 6

3

j= 1

s
2
j k2j A 2j ,

Rx = Rz = Sxz = 0, Dx = 0, Dz = - 2 6
3

j= 1

X2j A 2 j# 

( 21)

由于 A0和 50的任意性,就可以在 z = ? h/ 2的两个表面指定任意的常电势# 解( 21)对于

两端自由梁是精确解,但不难发现解( 21)也满足( 8b) ,因而可作为两端简支压电梁的解析解# 

还可发现:在 x = 0这一截面, 解( 21)还满足( 7b) ,因此它还可作为在 x = 0端固定、x = L 端

自由的悬臂梁的解析解# 

6  纯 弯曲

选取附录式( B2)中的 U1
3( x , z ) , 可构造如下位移函数:

  Wj = B3j U
1
3( x , z j ) = B3j ( x

2
z j - z

3
j / 3)   ( j = 1, ,, 3) , ( 22)

式中, B3j 为待定未知常数# 

将式( 22)代入式( 3) , 导出下式:

  

u = 2 6
3

j= 1

B3 j x , w = 6
3

j= 1

sjk 1jB3 j ( x
2
- z

2
j ) ,

5 = 6
3

j= 1
s jk2jB 3j ( x

2
- z

2
j ) ,

Rx = - 2 6
3

j= 1
X3jB3jz j , Rz = - 2 6

3

j= 1
X1jB3jz j , Sxz = 2 6

3

j = 1
sj X1 jB3j x ,

Dz = - 2 6
3

j= 1
X2 jB 3jz j , Dx = 2 6

3

j= 1
s j X2jB 3j x ,

( 23)

以上式子包含了矩形压电梁承受纯弯曲情形解,相应边界条件为:

  x = ? L
2
, Rx = R0z , Sxz = 0, Dx = 0, ( 24a)

  z = ? h
2 , Rz = 0, Sxz = 0, Dz = 0# ( 24b)

将式( 23)代入式( 24) , 给出下式:

  6
3

j = 1

sj X1 jB3j = 0, 6
3

j= 1

sj X2jB3 j = 0, 6
3

j= 1

sj X3jB3j = -
R0

2
# ( 25)

未知常数 B3j 可由式( 25)解出,再代回式( 23) ,即得到:

  u = 2 6
3

j= 1
B3j x , wm = 6

3

j= 1
sjkmjB3 j ( x

2
- z

2
j )   ( m = 1, 2) , ( 26)

  Rx = 12Mz / h3
, Rz = Sxz = 0, Dx = Dz = 0, ( 27)

式中,弯矩 M = R0h
3
/ 12# 

这是矩形压电梁受纯弯曲的精确解# 由式( 27)可以看出, 矩形压电梁承受纯弯曲情形下

应力和电位移分量均与材料常数无关# 由于式( 26)和( 27)在 x = 0这一端也满足( 7b) , 因此

它也是矩形压电悬臂梁 ( x = 0端固定) 在自由端( x = L) 处承受弯矩 M 情形下的解析解# 

在文献[ 8]中还讨论了压电梁另一类纯弯曲问题解,它与上述纯弯曲解相比,只是在电学

边界条件上有所改动,现在是
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  x = ? L
2
:
5 5
5x = 0; z = ? h

2
: 5 = 0# ( 28)

为了得到这个纯弯曲解, 只需在式( 23)上叠加一个均匀电势 50, 然后代入边界条件,得到

下列 4个方程:

  
6

3

j= 1

sjk 2jB3j = 0, 4 50- h
2 6

3

j= 1

s
3
jk2 jB3j = 0,

6
3

j= 1

sj X1jB3j = 0, 2 6
3

j= 1

s j X3jB 3j = - R0# 

( 29)

由式( 29)解出 B3j 和 50 4个常数后,代回式( 23) ,即得如下精确解:

  u = 2x 6
3

j = 1
B 3j , w = 6

3

j= 1
sjk 1jB3 j ( x

2
- z

2
j ) , 5 = 50 1- 4z

2

h
2 , ( 30)

  Rx = R0z , Rz = Sxz = 0, Dz = - 2z 6
3

j= 1

sj X2jB3j , Dx = 2x 6
3

j = 1

sj X2 jB3j# ( 31)

附   录 A

  �c11 =
c2

11 - c212

c11
, �c13 =

( c11 - c12) c13

c11
, �c 33 =

c11c33- c2
13

c11
, �c44 = c44,

  �e31 =
( c11- c12) e31

c11
, �e33 =

c11e33- c13e31

c11
, �e 15 = e15,

  �E11 = E11, �E33 =
c11E33+ e2

31

c11
# 

附   录 B

平面问题多项式调和函数可写成下列形式:

  Umn ( x , z ) = x n- mzm + 6
[ ( n- m) /2]

i= 1

(- 1) i
( n - m) ( n - m - 1),( n - m - 2i + 1)

( 2i + m) !
x n- 2i- mz 2i+ m   

( m = 0, 1; n = 1, 2, ,) , ( B1)

式中, [ ( n - m) / 2] 表示不超过( n - m) / 2 的最大整数# 由上式, 可写出头 11个调和多项式

  

U0
0( x , z ) = 1, U0

1( x , z ) = x , U1
1( x , z ) = z , U0

2( x , z ) = x 2- z 2, U1
2 ( x , z ) = xz ,

U0
3( x , z ) = x 3 - 3xz 2, U1

3( x , z ) = x 2z - z 3/ 3, U0
4 ( x , z ) = x 4- 6x 2 z 2+ z 4 ,

U1
4( x , z ) = x 3 z - xz 3 , U0

5( x , z ) = x 5 - 10x 3z 2+ 5xz 4, U1
5( x , z ) = x 4 z - 2x 2 z 3+ z 5 / 5,

( B2)
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Polynomial Solutions to Piezoelectric Beams( Ñ)
) ) ) Several Exact Solutions

DING Hao_jiang1,  JIANG Ai_min2

( 1. Depa rtm ent of Civil Engineer in g , Zhejiang Un iv er sity ,

Han gzhou 310027, P . R . China ;

2. West Bran ch of Zhejian g Un iver sity of Technology ,

Qu zhou , Zhejian g 324000, P . R . China )

Abstract: For the orthotropic piezoelectric plane problem, a series of piezoelectric beams is solved

and the corresponding exact solutions are obtained with the trial_and_error method on the basis of the

general solution in the case of three distinct eigenvalues, in which all displacements, electrical poten-

tial, stresses and electrical displacements are expressed by three displacement functions in terms of

harmonic polynomials. These problems are rectangular beams having rigid body displacements and -i

dentical electrical potential, rectangular beams under uniform tension and electric displacement as

well as pure shearing and pure bending, beams of two free ends subjected to uniform electrical poten-

tial on the upper and lower surfaces.

Key words: piezoelectric beam; plane problem; harmonic polynomial; exact solution
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