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摘要 : � 利用 Stroh方法,研究了含双边固定导电裂纹的二维压电体在广义线力作用下的 Green 函

数�� 首先分析的是因压电性和边界极化电荷所引起的作用在自由电荷上的 Coulomb 力�� 然后, 再

分析了双边裂纹附近的两个奇异点之间的相互作用问题(其中, 至少一个奇异点处存在自由电荷)��

数值计算表明:当两个或多个奇点互相靠近且奇点中至少存在一个自由电荷时, Coulomb 力将明显

影响压电介质内的力电场,这时的 Coulomb 力将不能再被忽略掉�� 所得结果不仅适用于平面和反

平面问题,也适用于面内变形与面外变形相耦合的情况��

关� 键� 词: � 双边裂纹; � 强度因子; � Green函数; � Coulomb 力

中图分类号: � O346. 1 � � � 文献标识码: � A

引 � �言

近几十年来,各向异性介质的 Green函数[ 1~ 7]因边界元法的广泛应用受到了极大关注��

一般来说,求解无限大平面、半平面或者双介质无限大平面的 Green函数相对容易
[ 1~ 3, 6]

, 但对

于含曲线边界或多直线边界的区域,其 Green函数的求解将十分困难,有时甚至是不可能的��

仅有一些比较简单的边界得到了明确的显式解,比如: Hu和 Zhao[ 4] ,Hwu和 Yen[ 5] , T ing,Hu和

Kirchner[ 7]等分别求得了椭圆形边界和抛物线边界的 Green函数��

本文求解了具有双边裂纹(两条直线边界)的二维压电体在广义线力作用下的 Green函数��

压电体的边界假定是机械夹持的, 并且覆盖导体电极, 电极的力学影响可忽略��整个分析过程

如下: 首先,通过 Stroh方法[ 8~ 15]推导出了含导电双边裂纹的二维压电介质在广义线力作用下

的形式解��然后, 再详细分析了由压电性及边界极化电荷所引起的作用在自由电荷上的

Coulomb力��这种Coulomb力是 2阶量, 在线性压电理论中通常被忽略��然而, 当两个或多个

奇点互相靠近且奇点中至少含有 1 个自由电荷时, Coulomb力将变得非常重要而不能再被忽

略,这种情况在研究含裂纹压电体的充放电时会常常遇到��最后, 求得简单明确的 Green 函数
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表达式��为了突出 Coulomb力的重要性,文章详细分析了带自由电荷的两个奇点之间的相互

作用,并进行了计算��结果表明: 由于 Coulomb力是 2阶量(即非线性量) ,当两奇点相互逼近

时,再不能像处理弹性材料那样,将压电体中的力电场通过简单迭加来得到��而这正是压电体

边界元法和弹性体边界元法的不同点之一��

1 �求 解过 程

考虑一含有两个半无限裂纹的压电体,如图 1所示��根据二维压电体的 Stroh 公式[ 8~ 13] ,

其通解为:

� � U = AF( z) + AF( z) , � = BF( z) + BF( z) , ( 1)

式中

� �

U = ( u1, u2, u3, �)
T
, � = ( �e1, �

e
2, �

e
3, �̂)

T
,

A = ( a1, a2, a3, a4) , B = ( b1, b2, b3, b4) ,

F( z) = ( q1 F1( z 1) , q2 F2( z 2) , q3 F3( z 3) , q4 F4( z 4) )
T
,

z = ( z 1, z 2, z 3, z4)
T
, z � = x 1 + p�x 2, � � �= 1, 2, 3, 4,

�1i = - �ei, 2, �2i = �ei, 1, E i = - �, i , � � i = 1, 2, 3,

D1 = - �̂, 2, D2 = �̂, 1��

( 2)

在式( 1)和式( 2)中, U和 �是四维向量, 其分量分别为 u i (机械位移) , �(电势) , �ei (应力函数)

和 �̂(电势函数) ; �ij , D i和Ei分别为应力,电位移和电场分量; q = ( q1, q2, q3, q 4)
T
是一未知复

数常矢量; F�(�) 是待求的任意函数; p�是由材料常数所决定的虚部为正的复特征值
[ 8~ 13]

; a�

和b�是与p �相关的本征矢量��字母上一横线代表取共轭, 右上标T 代表转置; 逗号后面的指

标表示对相应坐标求偏导; 重复 Latin 字母都是哑标, 即表示求和; 而若要对重复的希腊字母

求和则会用求和符号明确标出��另外, 本文假定所有 p �均不相同, 即材料是单纯的而非退化

的��

1. 1 �Green函数的形式解

假定图 1所示物体承受广义线力 f
*

= (f 1, f 2, f 3, - q )
T 的作用,其中前3个分量为力分量,

最后1个分量为位于点 z
0

= x
0
1 + ix

0
2处的线电荷�� 裂纹边界是机械夹持在一导体电极上�� 从

静电学上看,导体是等电势体,故电极附近的电场矢量 E的切向分量为零[ 8]�� 此外, 从式( 1)、

( 2) 可知: U中的常数项对介质的应力和电位移都没有影响�� 因此不失一般性,可以假设沿裂

纹表面 U, 1 = 0�� 另外,由于无限远处无外载荷作用,因此 �ij 和D i 在无限远处也等于零��这

样, Green函数应满足:

� �

U, 1 = 0, � � 在裂纹表面,

�c
dU = 0, �c

d � = f , � � 在任意包含 z
0 的闭合曲线 c 上,

�ij � 0, D i � 0, � � 当 z � � ,

( 3)

式中 f = f
*

+ f
0
,而 f

0
= ( f

0
1 , f

0
2 , f

0
3 , 0)

T是未知实数常矢量,表示由压电性及边界极化电荷所

引起的作用在自由电荷上的 Coulomb力��式( 3)中的第 2式来源于合力平衡以及 z
0
处的位移

单值性条件��

为满足式( 3) ,如何选定 f �( z�) 对于求解过程非常重要�� 仔细分析后发现: �和 U在z
0附
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近都是多值函数,但对应的应力导数却是单值函数且在 z� � � 时趋于零��因此式( 3)解的最

好选择应是对数函数��于是, 我们写出 Green函数如下:

� �

U = 2Re[ A��w * ��q0] + �
4

�= 1
2Re[ A��v* ���q�] ,

� = 2Re[ B��w * ��q0] + �
4

�= 1

2Re[ B��v* ���q�] ,

��w * ��= �
4

�= 1

w�I� , w � = ln( r� - r
0
�) - ln( 1- r�) ,

��v* ���= �
4

�= 1

v��I�, v�� = ln( 1 - r
0
� r�) - ln( 1 - r�) ,

�, �= 1, 2, 3, 4,

r� =
z �+ z

2
�- a

2
- ai

z �+ z
2
�- a

2
+ ai

, r
0
� =

z
0
� + ( z

0
�)

2
- a

2
- ai

z
0
� + ( z

0
�)

2
- a

2
+ ai

,

I� = diag ��1, ��2, ��3,��4 ,

( 4)

式中 ���是Kronecker delta, qk是任意复数常矢量, 其中 k = 0, 1, 2, 3, 4�� 如果 q0和 q�之间满

足下列的关系

� � �AI��q0 = - Aq� , ( 5)

且将式( 4)代入式( 3)的第 1式中,就会发现式( 3)的第 1式自动满足,也就是:

� � q� = - A
- 1�AI��q0�� ( 6)

上式中,多值函数的取值是这样定义的

� � s�( z �) = z
2
� - a

2
= r1�r2�e

i( �
1�

+ �
2 �

) / 2
, s�( 0) = ia , � � �= 1, 2, 3, 4, ( 7)

式中, r��和 ���如图 2所示, � = 1, 2��

图 1� 平面压电介质中的双边裂纹� � � � � � � � � � � 图 2� s�( z �) 的分枝平面

图 3� z_ 平面上的双曲线边界� � � � � � � 图 4� � 映射平面 g ( z ) � �

显然,图 3中的双曲线可表示如下:

� � x 1 = � a cosh�, x 2 = � b sinh�, � � �是一实参数, ( 8)
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2a 和 2b 是双曲线的两个主轴��不难证明,解析函数

� � g( z ) = z + z
2
- a

2
- b

2 ( 9)

可将图 3中的阴影部分映射成图 4所示的张角为 �- 2�0的扇形区域, �0 = arctan( b / a)�� 区

域右边线与Re( g ) 轴正方向之间的夹角为 �0�� 图 1中的双边裂纹是双曲线的特例,因此映射

� � g1( z ) = z + z
2
- a

2 ( 10)

将把图1中的阴影区转化成图 4中的上半部半无限平面 ( �0 = 0) , 从而导致

� � Im g1( z ) � 0�� ( 11)

这样,从式( 4)和式( 11)可得出

� � | r � | � 1�� ( 12)

这就保证了所有 v��在图 1的整个介质区域都是解析的��将式( 4)代入式( 3)的第 2式可得

� � q0 =
1

2�iA
T
f�� ( 13)

因此,Green函数的形式解可写成如下形式

� �

U =
1
�

Im A��w * ��AT
f +

1
� �

4

�= 1

Im A��v * ���A- 1�AI��AT
f ,

� =
1
�

Im B��w * ��AT
f +

1
� �

4

�= 1
Im B��v* ���A- 1 �AI��AT

f��

( 14)

1. 2 �关于 Coulomb力 f
0 的分析

由于式( 14)含有未知矢量 f
0
,因此对应的 Green函数仍未显式表示出来�� 为了求 f

0
,首

先应求由解裂纹边界上的分布电荷和介质压电性所引起的电场 E
0
( x

0
1, x

0
2) , 其步骤如下:

1) 利用式( 2)和式( 4)可得到介质中的总电场, 即由 f 和边界电荷所引起的电场 E( x 1,

x 2) ,

� �

E1( x 1, x 2) = -
��
�x 1

, E2( x 1, x 2) = -
��
�x 2

, E 3( x 1, x 2) = -
��
�x 3

= 0,

�( x 1, x 2) = sj ( f
*
j + f

0
j ) ,

sj =
1
�

Im �
4

�= 1
A 4� w�Aj�+ �

4

�= 1
v��A

- 1
�k�A k��A j� ��

( 15)

2) 根据 Barnett和 Lothe[ 1]以及Hu等[ 3]的工作, 当没有其它有限边界时, 即当无限大压电

体仅在 z
0处受到 f

*
+ f

0 作用时,介质中的电场 E
*

( x 1, x 2) 应为

� �

E
*
1 ( x 1, x 2) = -

��*

�x 1
, E

*
2 ( x 1, x 2) = -

��*

�x 2
, E

*
3 ( x 1, x 2) = 0,

�* = s
*
j ( f

*
j + f

0
j ) ,

s
*
j =

1
�

Im �
4

�= 1

A 4�ln( z� - z
0
�) Aj� ��

( 16)

3) 由裂纹边界的分布电荷和介质压电性所引起的电场 E
0
( x 1, x 2) 为

� �

E
0
1( x 1, x 2) = E1( x 1, x 2) - E

*
1 ( x 1, x 2) = -

�
�x 1

( �- �
*

) ,

E
0
2( x 1, x 2) = E2( x 1, x 2) - E

*
2 ( x 1, x 2) = -

�
�x 2

( �- �* ) ,

E
0
3( x 1, x 2) = 0��

( 17)
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4) 于是, Coulomb力 f
0为

� � f
0
1 = qE

0
1( x

0
1, x

0
2) , f

0
2 = qE

0
2( x

0
1, x

0
2) , f

0
3 = f

0
4 = 0�� ( 18)

将式( 15)、( 16)和式( 17)代入式( 18)中可得

� �

( g11 - 1/ q )f
0
1 + g 12f

0
2 + h1 = 0,

g21f
0

1 + ( g 22 - 1/ q) f
0
2 + h2 = 0,

g�� = -
�
�x�

( s�- s
*
� ) , h� = -

�
�x�

( sj - s
*
j )f

*
j , � � �, �= 1, 2��

( 19)

解方程( 19)得

� �

f
0
1 = -

q
2
( g22 h1 - g12 h2) - qh1

q
2
( g11g22 - g12g 21) - q( g11 + g22) + 1

,

f
0
2 = -

q
2
( g11 h2 - g21 h1) - qh2

q
2
( g11g22 - g12g 21) - q( g11 + g22) + 1

,

f
0
3 = f

0
4 = 0��

( 20)

联立式( 14)与式( 20) , 即得出了图 1所示区域的显式 Green 函数��因此, 介质中的应力张

量和电位移矢量为

� �

t 1 = ( �11, �12, �13, D1)
T

= - � , 2 =

� � -
1
�

Im B��p * w
e�
* ��AT

( f
*

+ f
0
) -

� � 1
� �

4

�= 1
Im B��p * v

e�
* ���A- 1�AI��AT

( f
*

+ f
0
) ,

t 2 = ( �21, �22, �23, D2)
T

= � , 1 =

� � 1
�

Im B��w e�
* ��AT

( f
*

+ f
0
) +

� � 1
� �

4

�= 1
Im B��v e�

* ���A- 1�AI��AT
( f

*
+ f

0
) ,

( 21)

式中

� �

w
�
� =

2ia( z� + z
2
� - a

2
) ( 1- r

0
�)

( 1- r�) ( r� - r
0
�) ( z� + z

2
� - a

2
+ a i) 2

z
2
� - a

2
,

v
�
�� =

2ia( z� + z
2
�- a

2
) ( 1 - �r 0

�)

( 1- r�) ( 1- �r 0
�r�) ( z �+ z

2
� - a

2
+ a i)2

z
2
� - a

2
��

( 22)

根据上述结果, 可求得裂纹尖端 A 和B 处的应力和电位移强度因子分别为

� �

KA = ( K � , K � , K � , KD )
T
A = lim

x
1
� a

+

x
2
= 0

2�( a - x 1) t2,

KB = ( K � , K � , K � , KD )
T
B = lim

x
1
�- a

+

x
2
= 0

2�( a + x 1) t 2��

( 23)

当广义线力 f
* 作用在介质上的点 x1 = l , x 2 = 0处,且当 | l | < a时,点 A、B 处相应的

应力强度因子为别为

� � KA =
1

2 �a

a + l
a - l

S
T
( f

*
+ f

0
) , KB =

1

2 �a

a - l
a + l

S
T
( f

*
+ f

0
) , ( 24)
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式中 S = i( 2ABT
- I) 是实数材料矩阵[ 3, 8]��根据式( 21)和式( 24)可得出以下结论: � ) 裂纹

尖端附近的应力和电位移场均具有负平方根型奇异性
[ 9]

; � ) 总强度因子与材料常数 S 和

Coulomb力 f
0有关��

2 �基本解及奇异点电荷间的相互作用

现考虑如图1所示的无限大平面��假定在点 z
1

= x
1
1+ ix 1

2和 z
2

= x
2
1 + ix 2

2分别作用有广

义线力 f
1

= (f
1
1, f

1
2, f

1
3, - q 1)

T 和 f
2

= (f
2
1, f

2
2, f

2
3, - q 2)

T�� 裂纹表面仍由电极固定��因此,介

质中的力电场应满足

� �

U, 1 = 0, � � �内,

�c
1

dU= �c
2

dU = 0, �c
1

d � = f
1
+ f

10
, �c

2

d � = f
2
+ f

20
,

�ij � 0, D i � 0, � � 当 z � � ,

( 25)

式中, c�( � = 1, 2) 是仅包含奇异点 z
�
的任意封闭曲线�� f �0为作用于 q�的 Coulomb力��式

( 25)的显式解如下所示

� �

U =
1
� �

2

�= 1
Im A��w�* ��AT

+

� � �
4

�= 1

Im A33 v
S
* A44 A

- 1
�AIA�A

T
( f
S

+ f
S0

) ,

5 =
1
P 6

2

S= 1
Im B33w

S
* 44 A

T
+

  6

4

A= 1
Im B33 v

S
* A44 A

- 1
�AIA�A

T
( f
S

+ f
S0

) ,

( 26)

式中

  

w
S
A= ln( r A- r

S
A) - ln( 1 - rA) ,

v
S
BA= ln( 1 - �r

S
ArB) - ln( 1- rB) ,

r
S
A=

z
S
A+ ( z

S
A)

2
- a

2
- ai

z
S
A+ ( z

S
A)

2
- a

2
+ ai

# 

( 27)

利用式( 2)和式( 26)的第 1式可得出仅由 f
L

+ f
L0

( L = 1, 2且 L X S) 和边界分布电荷所

引起的电场 E
S0

( x
S
1, x

S
2) 如下,其中 S = 1, 2,

  

E
S0
1 ( x

S
1, x

S
2) = - l im

z y z
S

5 H
S

5 x 1
, E

S0
2 ( x

S
1, x

S
2) = - lim

z y z
S

5 H
S

5 x 2
, E

S0
3 ( x

S
1, x

S
2) = 0,

H
S

=
1
P

Im 6

4

A= 1
A 4A w

L
AAjA+ 6

4

B= 1
v

L
ABA

- 1
Ak �A kB�A jB ( f

L
j + f

L0
j ) +

  6

4

A= 1
A 4A ( w

S
A- w

S0
A ) AjA + 6

4

B= 1
v
S
ABA

- 1
Ak �A kB �AjB ( f

S
j + f

S0
j ) ,

w
S0
A = ln( z A- z

S
A) ,   S, L = 1, 2; S X L# 

( 28)

式中, f S0为

  f
S0
1 = qSE

S0
1 ( x

S
1, x

S
2) , f

S0
2 = qSE

S0
2 ( x

S
1, x

S
2) , f

S0
3 = f

S0
4 = 0# ( 29)

联合式( 28)和式( 29)可解得
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( g
1
11 - 1/ q1) f

10
1 + g

1
12f

10
2 + r

2
11f

20
1 + r

2
12f

20
2 = h

1
1,

g
1
21f

10
1 + ( g

1
22 - 1/ q1)f

10
2 + r

2
21f

20
1 + r

2
22f

20
2 = h

1
2,

r
1
11f

10
1 + r

1
12f

10
2 + ( g

2
11 - 1/ q2) f

20
1 + g

2
12f

20
2 = h

2
1,

r
1
21f

10
1 + r

1
22f

10
2 + g

2
21f

20
1 + ( g

2
22 - 1/ q 2) f

20
2 = h

2
2,

( 30)

式中

  

g
S
KD= -

1
P

lim
z y z

S

5

5 xK
Im 6

4

A= 1

A 4A ( w
S
A- w

S0
A ) ADA+ 6

4

B= 1

v
S
ABA

- 1
Ak �A kB �ADB ,

r
S
KD= -

1
P l im

z y z
S

5

5 xK
Im 6

4

A= 1
A 4A w

L
AADA+ 6

4

B= 1
v
L
ABA

- 1
Ak �A kB �ADB ,

h
S
K=

1
P

lim
z y zS

5

5 xK
Im 6

4

A= 1
A 4A w

L
AA jA+ 6

4

B= 1
v
L
ABA

- 1
Ak �A kB �AjB f

L
j +

  
1
P

lim
z y z

S

5

5 xK
Im 6

4

A= 1
A 4A ( w

S
A- w

S0
A ) A jA+ 6

4

B= 1
v
S
ABA

- 1
Ak �A kB �A jB f

S
j ,

K, L, S, D= 1, 2; S X L# 

( 31)

解式( 30)得出 f
10和 f

20
, 然后将它们代入式( 26)就可得到基本解和两奇异点之间的相互作用# 

下面,利用以上公式数值计算 Coulomb力# 假定 a = 0. 01 m, 材料为压电陶瓷 PZT_5H,材

料参数为

c11 = 126 GPa, c12 = 79. 5 GPa, c13 = 84. 1 GPa, c33 = 117 GPa, c14 = 23. 0 GPa,

e31 = - 6. 5 C/ m2
, e33 = 23. 3 C/ m2

, e15 = 17. 0 C/ m2
,

E11 = 15. 0 @10- 9 C/ ( V#m) , E33 = 13. 0 @10- 9 C/ ( V#m) ,

  图 5  f 10
1 依赖于 x 2

1和 f 1
2 的关系图      图 6  f 10

2 依赖于 x 2
1 和 f 1

2 的关系图

先看第1个例子,假定 f
1
= ( 0, f

1
2 , 0, - 10

- 4
C)

T
作用于一固定点 z

1
= i10

- 3
m, f

2
= ( 0, 0,

0, - 10- 3 C)
T
,作用于一可移动点 z

2
= x

2
1+ i10- 3 m, f

10
= ( f

10
1 , f

10
2 , 0, 0)

T 和 f
20

= ( f
20
1 , f

20
2 , 0, 0)

T

与 x
2
1 和f

1
2之间的关系如图 5 ~ 8所示# 从这些图中可看出,一方面,当 x

2
1 y 0时 f

10
和 f

20
的

所有非零分量均趋向于无穷大,当 x
2
1接近于10- 3 m时所有的分量已几乎等于零;另一方面, f

10
2

和 f
20
1 的绝对值随 f

1
2 的增大而增加,这是因为由于压电耦合效应随 f

1
2 的增大而增强的缘故# 

我们还应注意到 f
10

X - f
20

,因为 f
1
2对 f

20 的影响大于对 f
10 的影响# 

第 2个例子中假设 f
1

= ( 0, f
1
2 , 0, - 10- 4 C)

T 作用于一固定点 z
1

= i10- 3 m, f
2

= ( 0, 0, 0,

- 10- 3 C)
T 作用于一可移动点 z

2
= ix 2

2, f
10

= (f
10
1 , f

10
2 , 0, 0)

T 和 f
20

(f
20
1 , f

20
2 , 0, 0)

T 与 x
2
2和 f

1
2之

917具有刚性双边裂纹的压电介质中的电荷相互作用分析



图 7  f 20
1 依赖于 x 2

1和 f 1
2 的关系图      图 8  f 20

2 依赖于 x 2
1 和 f 1

2 的关系图

间的关系如图 9 ~ 12所示# 由图可知,当 x
2
2 y i10- 3 m时, f

10和 f
20的所有非零分量均趋向于

无穷,而当 x
2
2接近10- 2 m时趋近于零# 同时,因为f

10
1、f

20
1 和 f

10
2 远小于 f

20
2 ,因此可以将它们当

成零处理# 此外,由于压电耦合效应随 f
1
2的增大而增强,所以, f

20
2 的绝对值也将随 f

1
2 的增大

而增加# 出于与第 1个例子相同的原因, f
10

X - f
20

# 

    图 9 f 10
1 依赖于 x 2

2 和 f 1
2 的关系图    图 10 f 10

2 依赖于 x 2
2 和 f 1

2 的关系图

    图 11  f 20
1 依赖于 x 2

2和 f 1
2 的关系图    图 12 f 20

2 依赖于 x2
2 和 f 1

2 的关系图

从上面的计算分析可见, 与弹性材料不同,由多个含自由电荷的奇异点所引起的压电体中

的力电场不能通过简单迭加直接得到# 
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3  结  论

通过 Stroh公式,得到了含双固定导体裂纹的二维压电体在承受广义线力作用时的力电场

的简单显式解# 分析了自由电荷和边界电荷之间的Coulomb 力# 求出了裂纹尖端的总强度因

子,结果表明裂纹尖端附近的物理场具有负平方根型奇异性, 其强度因子与材料常数 S 和

Coulomb力有关,这一结论对压电体的断裂力学非常有用# 所获得的 Green 函数可用于压电边

界元法# 与此同时, 本文也分析了两个奇异点间的相互作用问题# 
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Abst ra ct : Using Stroh. s formalism simple explicit expressions o f Green. s functions for a 2D piezo-

electric body with tw o semi_infinite fixed conductor cr acks subjected to a gener alized line for ce were

given. The Coulomb fo rce acting on the free line char ge due to the piezoelectricity and the distributed

boundary polar ization charg es was discussed at first. Interactions betw een two singularitie s with fr ee

charge ( s) located in a r egion with ex ternal cr acks were studied, to o. The numer ical results show that

the Coulomb force fo r tw o or more singularities with one free char ge at least will have much influence

on the electr omechanical fields in piezoele ctric media w hen these singularities move closely w ith each

other and therefor e cannot be over lo oked again. The solutions obtained are valid not only for plane

and anti_plane problems but also for coupled problems between in_plane and out_of_plane deforma-

tions.

Key w ords: e xternal crack; intensity factor; Green. s function; Coulomb force
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