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摘要 :  在二维空间中研究一类非线性扰动 Klein_Gordon 方程初值问题解的渐近理论. 首先利用压

缩映象原理,结合一些先验估计式及 Bessel函数的收敛性, 根据 Klein_Gordon 方程初值问题的等价

积分方程,在二次连续可微空间中得到了初值问题解的适定性;其次,利用扰动方法构造了初值问

题的形式近似解,并得到了该形式近似解的渐近合理性;最后给出了所得渐近理论的一个应用, 用

渐近近似定理分析了一个具体的非线性 Klein_Gordon 方程初值问题解的渐近近似程度# 
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引   言

本文研究如下非线性 Klein_Gordon方程初值问题解的渐近理论# 

  
<tt - $<+ < = EF ( t , x , <, E) ,          t > 0, x I R

2
,

<(0, x , E) = <0( x , E) , <t (0, x , E) = <1( x , E) ,   x I R
2
,

( 1)

其中 <( t , x )是一个实值未知函数, $= 6
2

i= 1

52

5x 2
i
, E充分小且0 < | E| [ E0 n 1, <0( x , E) , <1( x ,

E) 满足如下条件:

  <0( x , E) I C
3
( R

2
) , <1( x , E) I C

2
( R

2
) , ( 2)

  | D
A
x<0( x , E) | , | D

B
x<1( x , E) | [ G

(1 + | x | )
k+ 3, ( 3)

这里多重指标 A、B满足 | A| [ 3, | B| [ 2,正数 G 不依赖于 E, 0 < k < 1/ 2# 

关于形如Klein_Gordon方程初值问题( 1)解的渐近理论的研究, 一个有趣的方面是: 当 E

= 0, 很容易得到(1) 在 C
2
[ (0, + ] ) @ R

2
] 中整体解的存在唯一性; 当 E= 1, 一般情况下只

能得到初值问题(1) 局部解的存在唯一性, 即 x I R
2
, 0 [ t [ T = O(1)# 对于一维空间中

非线性Klein_Gordon方程初边值问题渐近理论的研究, 文献[ 1]得到的最佳时间阶函数为 T =

O( | E| - 1
)# 当 x I (- ] , + ] ) , 对于一维空间中非线性Klein_Gordon方程初值问题解的渐
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近理论,是否时间阶函数仍为 O( | E |
- 1

) ?文献[ 1]和文献[ 2]仅以开问题的形式提出,这是因

为研究偏微分方程初值问题解的渐近理论要比研究初边值问题解的渐近理论困难[ 2]# 对于非

线性 Klein_Gordon方程的初值问题

<tt - $<+ m
2< = f ( <) ,

<(0, x ) = <0( x ) , <t (0, x ) = <1( x ) ,
( 4)

Wang[ 3]在 H
s 空间中研究了初值问题( 4)解的存在性及散射理论; Pecher[ 4]证明了如果 ( <0, <1)

I H
s @ H

s- 1
,对每个整数 s \1/ 2,在H

s空间中,初值问题( 4)的局部解存在; Kapitanskii[ 5]在H
s

空间中研究了 m
2
= 0, 0 [ s [ 1时,初值问题( 4)局部解的存在性# 虽然对初值问题( 4)在高

维空间中解的性质的研究已有了大量的工作[ 4] , [ 6, 7] , 但是对高维空间中非线性 Klein_Gordon方

程初值问题解的渐近理论的研究, 工作还不是很多# 特别是在古典空间 C
2
中对非线性扰动

Klein_Gordon方程初值问题解的渐近理论的研究,几乎是一个空白, 有待解决的问题很多[ 2]# 

本文在二维空间中研究初值问题( 1)解的渐近理论, 得到的有趣结果是时间阶函数仍为 T =

O( | E|
- 1
)# 此结果和一维空间中非线性 Klein_Gordon 方程初边值问题解的渐近理论的最佳

时间阶函数相同,因此在一定程度上可以更好地描述形式近似解的近似程度# 

为简单起见,本文用 C 代表任意正常数, 它可能依赖于 k、G ,但不依赖于 E# 

1  解的适定性

为研究初值问题( 1)解的存在唯一性,由文献[ 8]知,初值问题( 1)等价于如下的积分方程:

<( t , x , E) =
5
5 t

t
2PQ| N| < 1

<0( x + tN, E)

1 - | N|
2
dN +

t
2PQ| N| < 1

<1( x + tN, E)

1 - | N|
2
dN +

  5
5 t Q

t

0Q|N| < 1

tr
2P

I1( t
2
- r

2
)

t
2
- r

2

<0( x + rN, E)

1 - | N|
2
dNdr +

  Q
t

0Q| N| < 1

tr
2P

I1( t
2
- r

2
)

t
2
- r

2

<1( x + rN, E)

1 - | N| 2
dNdr +

  
E
2PQ

t

0
( t - S)Q| N| < 1

F ( S, x + ( t - S) N, <( S, x + ( t - S) N, E) , E)

1- N2
dNdS +

  Q
t

0Q
t- S

0 Q|N| < 1

E( t - S) r
2P

I1( ( t - S) 2- r
2
)

( t - S)
2
- r

2
@

  
F ( S, x + rN, <( S, x + rN, E) , E)

1- N
2

dNdrdS =

  H 1( t , x , E) + H 2( t , x , E) + H 3( t , x , E) + H 4( t , x , E) , ( 5)

这里 dN是R
2
中的面积元, I1( x ) 是第一类一阶 Bessel函数:

I1( x ) = 6
]

k= 0

(- 1) k
( x / 2) 2k+ 1

k !( k + 1) !
# 

定义空间 JL 为:

JL = ( t , x ) | 0 [ t [ L | E |
- 1

, x I R
2
, 0 < | E| [ E0 n 1 ,

这里 L > 0充分小且不依赖于 E# 设 C
2
J
L
是定义在空间J L 中所有二次连续可微的实值函数构

成的空间,任意 w I C
2
J
L
, 其范数定义为:
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  +w +J
L
= sup

( t, x) I J
L

[ (1+ t + | x | )
k +w ( t , x , E) +] < ] ,

其中

  +w ( t , x , E) + = 6
0[ j+ i

1
+ i

2
[ 2

5 j+ i
1
+ i

2w ( t , x , E)
5 tj5 xi115x

i
2
2

# 

由空间 C
2
J
L
的定义知, C

2
J
L
是一个 Banach空间,且对任意( t , x ) I J L, +w +和 +w +J

L
有

界# 本文将用压缩映象原理去证明初值问题( 1)解的存在唯一性# 

对任意 <, W I C
2
J
L
,假设 F ( t , x , <, E) , F ( t , x , W, E) 满足

  +F ( t , x , <, E) + [ C +<+1/ k
, ( 6)

  +F ( t , x , <, E) - F ( t , x , W, E) + [ C ( + <+1/ k
+ +W+1/ k

) + <- W+, ( 7)

其中常数 C 不依赖于E, 0 < k < 1/ 2# 

在给出本文的主要结果之前, 首先给出文献[ 9]中的两个引理# 

引理 1  假设 <0( x , E) , <1( x , E) 满足条件(2)、(3) , 则当 0 < k < 1/ 2时,

  +H 1( t , x , E) + [ C

(1 + t + | x | )
k# 

引理 2  如果 0 < k < 1/ 2, 则

  1
2PQ| N| < 1

dN

1 - | N| 2(1 + | x + tN| )
k+ 1

[ C
(1+ t + | x | )

k ,

  t
2PQ| N| < 1

dN

1 - | N| 2(1 + | x + tN| )
k+ 1

[ C

(1+ t + | x | )
k# 

设算子 + 定义如下:

  +<( x , t ) = H 1( t , x , E) + H 2( t , x , E) + H 3( t , x , E) + H 4( t , x , E) ,

其中H 1( t , x , E) , H 2( t , x , E) , H 3( t , x , E) 及 H 4( t , x , E) 由(5) 定义 # 我们将证明算子 + 是

C
2
J
L
到C

2
J
L
的压缩映象算子# 首先考虑下面两个引理# 

引理 3  假设 <0( x , E) , <1( x , E) 满足条件(2)、(3) , 且0 < k < 1/ 2, 则

  +H 2( t , x , E) + [ C

(1 + t + | x | )
k# 

证明  根据 Bessel函数的收敛性,由引理 2可得该引理的结论# 

引理 4  假设 <0( x , E) , <1( x , E) 满足(2)、(3) , F ( t , x , <, E) 满足(6) 和(7) ,则对任意 <, W

I C
2
J
L
, 可得

( a) + +<- +W+ [ C( L + E)
(1 + t + | x | )

k + <- W+J
L
;

( b) + +<+ [ C( 1+ L + E)
(1 + t + | x | )

k + <+ J
L
# 

证明  由引理 2,经过计算可得

  6
0 [ j+ i

1
+ i

2
[ 2

5 j+ i
1
+ i

2( +<- +W)
5 tj5x i

1
15x

i
2
2

[
C ( L + E) + <- W+J

L

(1 + t + | x | )
k , ( 8)

故( a)成立# 

根据引理 1并在( a)的证明中令 W= 0可得

  + +<+ [
C + C( L + E) + <+ J

L

(1+ t + | x | )
k ,
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即( b)成立# 于是引理4得证# 

选取 L 充分小使得C( L + E) < 1/ 2, 由引理 4知

  + +<- +W+J
L

[ C( L + E) +<- W+ J
L

[ 1
2

+ <- W+J
L
,

  + +<+ J
L

[ C +
1
2

+ <+ J
L
< ] ,

于是由压缩映象原理可得如下的适定性定理:

定理1  假设 F( t , x , <, E) 满足(6)、( 7) ,初值 <0( x , E) , <1( x , E) 满足(2)、(3) , 0< | E| [

E0 n 1,当 x I R
2
, 0 [ t [ L | E|

- 1
( L > 0充分小且不依赖于 E) ,则初值问题(1) 在空间 C

2
J
L

中存在唯一的解# 

2  形式近似解的渐近合理性

本节将用扰动方法去构造初值问题( 1)的形式近似解# 为了证明所构造的形式近似解是

渐近近似解 ( Ey 0) , 我们将作如下分析# 

在空间 C
2
J
L
中,假设函数 W( t , x , E) 满足

  Wtt - $W+ W= EF( t , x , W, E) + | E |
m
c1( t , x , E) ,   m > 1, ( 9)

  W(0, x , E) = <0( x , E) + | E |
m- 1

c2( x , E) = W0( x , E) ,

  0 < | E| [ E0 n 1, ( 10)

  Wt (0, x , E) = <1( x , E) + | E| m- 1
c3( x , E) = W1( x , E) ,

  0 < | E| [ E0 n 1, ( 11)

这里 <0( x , E) , <1( x , E) 满足(2)、(3) , F 满足(6)、( 7)# 假设 c1( t , x , E) , c2( x , E) 及 c3( x , E)

满足如下条件

  c1( t , x , E) I C
3
( JL ) , ( 12)

  c2( x , E) I C
3
( R

2
) , c3( x , E) I C

2
( R

2
) , ( 13)

  | D
A
xc2( x , E) | , | D

B
xc3( x , E) | [ C

(1+ | x | )
k+ 3,

| A| [ 3, | B | [ 2, 0 < k <
1
2 , ( 14)

由定理1知初值问题( 9) ~ ( 11)存在唯一的解 WI C
2
J
L
,且由(5) 易知初值问题(9) ~ (11) 的等

价积分方程# 设 < I C
2
J
L
是初值问题( 1)的解,则

  W( t , x , E) - <( t , x , E) =
5
5t

t
2PQ| N| < 1

| E |
m- 1

c2( x + tN, E)

1- | N|
2

dN +

    t
2PQ| N| < 1

| E |
m- 1

c3( x + tN, E)

1- | N|
2

dN+

    5
5t Q

t

0Q| N| < 1

tr
2P

I1( t
2
- r

2
)

t
2
- r

2

| E |
m- 1

c2( x + rN, E)

1- | N|
2

dNdr +

    Q
t

0Q| N| < 1

tr
2P

I1( t
2
- r

2
)

t
2
- r

2

| E |
m- 1

c3( x + rN, E)

1- | N|
2

dNdr +

    Q
t

0

E( t - S)
2P Q| N| < 1

[ F( S, x + ( t - S) N, W( S, x + ( t - S) N, E) , E) -
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    F ( S, x + ( t - S) N, <( S, x + ( t - S) N, E) , E) ] +

    | E |
m
c1( S, x + ( t - S) N, E) dNdS

1 - | N|
2
+

    E
2PQ

t

0Q
t- S

0 Q| N| < 1
( t - S) r

I1( ( t - S) 2- r
2
)

( t - S)2 - r
2

[ F( S, x +

    rN, W( S, x + rN, E) , E) - F( S, x + rN, <( S, x + rN, E) , E) ] +

    | E |
m
c1( S, x + rN, E) dNdrdS

1- | N|
2
, ( 15)

对( 15)作和( 8)同样的估计,可得

  +W( t , x , E) - <( t , x , E) +J
L

[ C( L + E) +W- <+ J
L
+ C | E |

m- 1# 

选取 L 充分小使得C( L + E) < 1/ 2, 则

  +W( t , x , E) - <( t , x , E) +J
L

[ C | E|
m- 1

, ( 16)

由( 16)知 +W( t , x , E) - <( t , x , E) +J
L
= O( | E |

m- 1
) ,

于是可得下面的渐近近似定理# 

定理 2  假设 W( t , x , E) 满足(9) ~ (11) , <0、<1满足(2)、(3) , F满足(6)、(7) , c1( t , x , E) ,

c2( x , E) 和 c3( x , E) 满足(12) ~ (14) ,则对 m > 1,形式近似解 W( t , x , E) 是初值问题(1) 的解

<( t , x , E) 的渐近近似解,且

  +W- <+J
L
= O( | E| m- 1

) ,   x I R
2
, 0 [ t [ L | E |

- 1
,

这里 L 充分小且不依赖于E# 

3  应   用

本节将运用定理 2去分析如下非线性扰动 Klein_Gordon方程解的渐近近似程度# 

  <tt - $<+ < = E<
4
,   x I R

2
, 0 < | E| [ E0 n 1, t > 0, ( 17)

  <(0, x ) = f ( x ) , <t (0, x ) = g( x ) ,   x I R
2
, ( 18)

设 f ( x )、g ( x ) 满足定理 1的条件, 在定理 2的意义下, 我们将构造一个函数在 E2 阶下满足

(17)、(18)# 设 <( t , x , E) 具有如下形式

  <( t , x , E) = <0( t , x ) + E<1( t , x ) + E2<2( t , x ) + ,, ( 19)

由定理2知,当 Ey 0时,此级数一致收敛# 把(9) ~ (11) 代入(17)、(18) ,比较 E同次幂的系

数可知

  
<0tt - $<0+ <0 = 0,

<0(0, x ) = f ( x ) , <0t (0, x ) = g( x ) ,
( 20)

  
<1tt - $<1+ <1 = <

4
0,

<1(0, x ) = 0, <1t (0, x ) = 0,
( 21)

由( 20)、( 21)易知 <0( t , x ) , <1( t , x ) 的等价积分方程# 

令�< = <0+ E<1, 则

  �<tt - $�<+ �<- E�<4 =

    ( <0tt - $<0+ <0) + E( <1tt - $<1+ <1) - E( <0+ E<1)
4
=

    0 + E( <1tt - $<1+ <1- <40) - E2K( <0, <1) =

    0 - E2K( <0, <1) =
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    - E2K( <0, <1) ,

其中 K( <0, <1) 是关于 <0、<1的 4次多项式# 于是�<( t , x ) 在 E2阶意义下满足定理 2,由定理

2知

  + <( t , x ) - �<( t , x ) +J
L
= O( | E| ) , ( 22)

又因

  + <- <0+ J
L
= + <- �<+ �<- <0 +J

L
[

    + <- �<+ J
L
+ +�< - <0+ J

L
=

    O( | E | ) + +E<1( t , x ) +J
L
=

    O( | E | ) , ( 23)

故由( 22)、( 23)知, <0( t , x )、<1( t , x ) 都是在空间 C
2
J
L
中初值问题(17)、(18) 的 E阶渐近近似

解# 

4  结   论

我们首先利用压缩映象原理, 结合一些先验估计式及 Bessel 函数的收敛性, 根据 Klein_

Gordon方程初值问题的等价积分方程, 在二次连续可微空间 C
2
J
L
中得到了初值问题( 1)解的适

定性;其次,利用扰动方法构造了初值问题( 1)的形式近似解, 并得到了该形式近似解的渐近合

理性;最后给出了所得渐近理论的一个应用, 用渐近近似定理分析了一个具体的非线性Klein_

Gordon方程初值问题解的渐近近似程度# 
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Asymptotic Theory of Initial Value Problems for

Nonlinear Perturbed Klein_Gordon Equations

GAN Zai_Hui,  ZHANG Jian

( College of Ma them atics and Softwa r e Scien ce , Sichuan Norma l Un iv er sity ,

Chen gdu 610066, P . R . China )

Abstract: The asymptotic theory of initial value problems for a class of nonlinear perturbed Klein_

Gordon equations in two space dimensions is considered. Firstly, using the contraction mapping prin-

ciple, combining some priori estimates and the convergence of Bessel function, the well_posedness of

solutions of the initial value problem in twice continuous differentiable space was obtained according

to the equivalent integral equation of initial value problem for the Klein_Gordon equations. Next, for-

mal approximations of initial value problem was constructed by perturbation method and the asymptot-

ic validity of the formal approximation is got. Finally, an application of the asymptotic theory was giv-

en, the asymptotic approximation degree of solutions for the initial value problem of a specific nonlin-

ear Klein_Gordon equation was analyzed by using the asymptotic approximation theorem.

Key words: Klein_Gordon equations; well_posedness; asymptotic theory; formal approximations; appl-i

cation
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