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摘要:  数值积分是伽辽金无网格方法实施的一个重要环节,提出了一种适合于伽辽金无网格方

法的单位分解积分技术# 该积分技术建立在有限覆盖和单位分解基础之上, 不需要对积分区域进

行分解,具有较高的积分精度# 并以无单元伽辽金方法为例,详细说明了基于单位分解积分的伽

辽金无网格方法的实现过程# 这样, 在近似函数建立和数值积分过程中都不需要进行网格划分,

从而形成一种/ 真正的0无网格方法# 
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引   言

无网格方法是近 10年内迅速发展起来的一种新的数值计算方法,这种方法建立在结点基

础之上,不依赖于网格信息,能够消除或者部分消除网格划分所带来的困难# 伽辽金无网格方

法由于精度高, 稳定性好而获得广泛应用# 但在伽辽金弱形式中不可避免地要对整个解域进

行求积,由于无网格方法缺乏网格信息,这对于伽辽金无网格方法是一个挑战# 

为计算伽辽金无网格方法中的区域积分, Belytschko和 Lu等[ 1, 2]采用胞元积分( CQ) , 或称

背景网格积分# 目前的伽辽金无网格方法大多使用这种积分方法# 该方法积分精度较高,但

胞元的引入,使方法在某种程度上丧失了/无网格0特性;并且胞元的设计没有考虑结点的空间

分布,在被积函数复杂的情况下,积分误差较大# Beissel[ 3] , Chen[ 4]等使用结点积分进行数值

求积# 结点积分实施简单,计算量也比较小, 但其积分精度不高,结果容易出现空间振荡# 

本文建议的单位分解积分( partit ion of unity quadrature, PUQ)方法建立在有限覆盖和单位

分解基础之上, 在近似函数建立和数值积分过程中都不需要进行网格划分, 从而形成真正的

无网格方法# 积分子域考虑了结点的空间分布, 根据 Dolbow [ 5]的观点, 这样能够减少积分误

差# 
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1  移动最小二乘法(MLS)

由于无单元伽辽金( element_free galerkin method, EFG)方法[ 1, 2]中形函数的构造和单位分解

积分都需要用到移动最小二乘法
[ 1, 2] , [ 6]

,在此作简要介绍# 在求解区域 8 上, 场函数 u( x ) 可

近似表示为

  u
h
( x) = 6

m

i= 1

ai ( x) pi ( x) = a
T
( x )p ( x) ,   x I 8, ( 1)

这里 a( x) 是待定系数, p ( x) 是基函数# 

为求得系数 a( x) ,考虑下面的 L 2模

  J = 6
n

I

w ( x - xI ) [ u
h
( x) - u( xI ) ]

2
= 6

n

I

w ( x - xI ) [ a
T
( x) p( xI ) - uI ]

2
, ( 2)

n 是x 邻域内的结点数目, uI = u( xI ) , w ( x - xI ) 是权函数# 对上式取极小,即令5J /5 A=

0, 可以求得

  a( x) = A
- 1

( x) B( x) u , ( 3)

  A( x) = 6
n

I= 1

w ( x - xI )p ( xI )p
T
( xI ) , ( 4)

  B( x) = [ w ( x - x1) p( x1)  w ( x - x2) p ( x2)  ,  w ( x - xn) p( xn) ] , ( 5)

于是,近似函数( 1)可以写为

  u
h
( x) = 6

n

I

NIuI = N ( x) u, ( 6)

其中形函数

  N( x) = [ N 1  N2  , Nn ] = p
T
( x) A

- 1
( x ) B( x ) , ( 7)

如果取基函数 p( x) = [ 1] , 则得到的形函数就是 Shepard函数

  N
Shepard
I ( x) = w ( x - xI ) 6

n

J = 1

w ( x - xJ )# ( 8)

2  单位分解积分

定义 1(有限覆盖)  设 8 是定义在R
d
( d = 1, 2, 3) 上的有界开域, �8是 8的闭包, QN是 8

中N 个点的集合,

图 1  有限覆盖

  QN = x1  x2  , xN ,   xk I 8 ,

使用 QN 定义有限开覆盖ON = 8k
N
k= 1, ON 由N 个

中点在 xk , k = 1, ,, N 的圆域(或矩形域)组成, 满

足如下条件

  8I = x I 8: + x - xk +R
d < rk , ( 9a)

  G
N

k= 1
8k = �8 , ( 9b)

则称 ON 是 8的一个有限覆盖# 图1中 8k
N
k= 1是 8

上的一个有限覆盖# 

定义 2(单位分解)  设 ON = 8k
N
k= 1是开域 8

< R
d 上的一个有限覆盖,函数集 5N = <k

N
k= 1如果满足如下性质
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  <k( x) I C
]
0 ( R

d
) ,  0 [ <k( x) [ 1,  x I R

d
,   k = 1, 2, ,, N , ( 10a)

  6
N

k= 1
<k( x) = 1,   Px I 8, ( 10b)

  supp <k ( x) < 8k ,   k = 1, 2, ,, N , ( 10c)

则称函数集 5N = <k
N
k= 1是关于有限覆盖 ON = 8k

N
k= 1的单位分解# supp <k ( x) 表示点集

x I 8: <k ( x) X 0 的闭包, 称之为 <k ( x) 的支集# 

定理  假设 ON = 8k
N
k= 1是有界域 8的一个有限覆盖, 5N = <k

n
k= 1是关于覆盖 ON的

单位分解, f ( x) 是定义在 8 上的可积函数,则有如下等式成立

  Q8
f ( x) d 8 = 6

n

k= 1
Q8 H 8

k

<k( x) f ( x )d 8# ( 11)

证明  由于 6
N

k= 1
<k( x ) = 1对 Px I 8 成立,所以有

  Q8
f ( x) d 8 = Q8

6
N

k= 1
<k ( x)f ( x)d 8 = 6

N

k= 1Q8
<k ( x)f ( x)d 8, ( 12)

由性质( 10c) ,如果 x /I 8k , 则有 <k( x) = 0# 于是得到

  Q8
<k( x) f ( x)d 8 = Q8 H 8

k

<k( x) f ( x )d 8# ( 13)

将式( 13)代入式( 12)中,即可得证# 由于式( 10b) ,我们将这种积分技术称为单位分解积

分# 

观察到MLS形函数( 7)满足条件( 10) ,可以选取 MLS 形函数 N( x ) 作为单位分解积分中

的函数集 5N# 我们将 N( x) 称为MLS形函数,将 5 ( x) 称为单位分解函数,这两个函数的建

立是相互独立[ 7]# 为了计算简便, 常将 Shepard函数( 8)作为单位分解函数# 

3  方 法实 施

3. 1  修正变分原理

考虑 2D泊松方程

  

52u
5x 2

+
52u
5y 2

= f ( x , y ) ,   在 8 中,

u = �u ,         在 #u 上,

5 u
5 n = - �q ,        在 #q 上,

( 14)

式中 #u 和 #q分别是本质边界和自然边界, n 是 5 8 上单位外法向量# 

由修正变分原理,上述方程及边界条件与下面泛函的驻值问题等价

  0 = Q8

1
2

5 u
5x

2

+
5 u
5y

2

+ uf d 8 - Q#
u

5u
5 n( u - �u ) d # + Q#

q

u�qd ## ( 15)

将( 6)代入上式, 由D0 = 0可以得到离散化的代数方程

  Ku = F , ( 16)

其中

  K ij = - Q8

5N i

5x
5N j

5x +
5N i

5 y
5N j

5y d 8 +
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    Q#
u

5N i

5 x nx +
5N i

5y ny Nj +
5Nj

5x nx +
5N j

5y ny N i d #, ( 17a)

  Fi = Q8
N id 8 + Q#

u

5N i

5x nx +
5N i

5 y ny �u d # + Q#
q

N i�qd #, ( 17b)

K 是刚度矩阵,它对称、正定,并且是带状的; nx、ny 分别是n 在 x 轴和 y 轴上的分量# 

3. 2  覆盖的形状、大小和构造

覆盖 8k 的形状一般为圆形、矩形或椭圆形# 覆盖 8k 上定义有权函数,它决定了覆盖的

形状# 权函数一般选择为三次样条权函数,如图 2所示, 其表达式为

  w ( r ) =

2
3
- 4r

2
+ 4r

3      r [ 1
2

,

4
3
- 4r + 4r 2-

4
3
r
3   1

2
< r [ 1 ,

0   ( r > 1)# 

( 18)

图 2 三次样条权函数

区域 8 必须被/充分0覆盖, 以保证在计算 MLS

形函数时( 4)式中的 A可逆# 例如,二维情况下,对

于线性基函数 p ( x) = [ 1, x , y ]
T
, 要求每个计算点

至少被中心不在同一直线上的 3个覆盖包含# 可以

使用四象限法则
[ 8, 9]
由离散结点模型自动生成结点

覆盖:

1) 赋N 个节点的覆盖集合 8k , k = 1, 2, ,, N的

每一个覆盖半径 rk = 0;

2) 对 N 个节点循环;

3) 对每一个节点,以该节点为原点, 确定各象限与该节点距离最近的点, 其距离分别记

为 rk1、rk2、rk3、rk4, 取 rk = max rk1, rk2, rk3, r k4 , 以保证每个覆盖在各个方向包含适当的节点;

4) 结束节点循环;

5) 每个 rk 乘以一个放大系数Dmax, 一般取 Dmax = 1. 2 ~ 2. 0# 

3. 3  算法流程

在覆盖上采用高斯求积# 为了提高积分精度,可以将覆盖细化, 如图 3所示# 如果积分点

xQ 不在求解区域 8 内,则简单地将之略去不计# 图 3左下角有一个积分点位于解域 8 之外,

在积分时认为该积分点对积分没有贡献# 下面给出基于 PUQ的伽辽金无网格方法的实施流

程:

1) 以结点集 QN = xk
N
k= 1构造求解区域 8 的一个有限覆盖 ON = 8k

N
k= 1, 8k 为矩形

域,其尺寸记为( Lx , Ly ) k ;

2) 对每个 8k 进行循环;

3) 对 8k 中的细分网格进行循环;

4) 对细分网格中的积分点进行循环;

 a) 如果积分点 xQ 落在区域 8 之外,转至 f) ;

 b) 计算形函数 N( xQ ) 及其导数 N, i ( xQ) ;

 c) 判断所有包含积分点 xQ 的覆盖 8I
n
I= 1,并计算单位分解函数 5 ( xQ ) ;

 d) 计算式( 17)中的域积分和边界积分;
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 e) 将积分点 xQ 的贡献组装到K和F ;

 f) 结束如果

5) 求解代数方程组;

  图 3 覆盖细化            图 4  结点分布

4  算   例

考虑泊松方程

  
¨2

u( x , y ) = - 2( x + y - x
2
- y

2
) ,   在 8 中: x I [ 0, 1] , y I [ 0, 1] ,

u( x , y ) = 0,   在 5 8 上,
( 19)

其精确解为

  u( x , y ) = ( x - x
2
) ( y - y

2
)# ( 20)

在解域布置 11 @ 11的结点,如图 4所示# 采用方形覆盖, 记结点间的长度为 L ,则覆盖的

边长取为 2 @ 0. 8L ,覆盖上布置4 @ 4高斯点# 图 5给出了 x = 0. 5处的PUQ解、胞元积分解

和精确解# 从图中可以看出,除 PUQ解在边界处的误差稍大之外, PUQ解和 CQ解都非常接近

于精确解# 

    图 5 结果比较          图 6 覆盖细化和未细化解的比较

上面的积分过程没有将覆盖细化, 导致边界处的积分误差较大# 为此,我们采用如图 3所

示的细化覆盖, 将方形覆盖细化为 2 @ 2的网格, 每个细化网格上布置 2 @ 2的高斯点# 图 6

是在 x = 0. 5处, 覆盖细化解与覆盖未细化解的比较# 覆盖细化的解在边界处有了明显的改

善# 从表 1中可以看出,覆盖细化不但明显改善了边界处的解,对于整个解域的求解精度都有

所提高# 

下面考察方形覆盖大小对求解精度的影响# 为此,定义误差:
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  error = 6
N

i = 1

[ u
NUM

( xi , yi ) - u
EXC

( xi , yi ) ]
2
, ( 21)

其中 u
NUM

, u
EXC
分别表示数值解和精确解# 

表 1 覆盖细化解( RFS)、未覆盖细化解( URFS)以及精确解( EXS) ( @ 10- 2)

y 0. 0 0. 1 0. 2 0. 3 0. 4 0. 5 0. 6 0. 7 0. 8 0. 9 1. 0

EXS 0 2. 25 4. 00 5. 25 6. 00 6. 25 6. 00 5. 25 4. 00 2. 25 0

RFS 0. 26 2. 10 4. 02 5. 22 6. 00 6. 24 6. 00 5. 22 4. 03 2. 08 0. 32

URFS - 0. 64 2. 53 3. 99 5. 34 6. 06 6. 33 6. 06 5. 34 3. 98 2. 58 - 0. 76

  误差的变化情况如表2所示# 当覆盖边长为1. 0L的时候,有限覆盖能够/刚好0覆盖整个

解域, 即相当于是胞元积分# 当覆盖边长增长到 1. 2L 时,出现一个大的误差,这是因为在覆

盖重叠处缺少积分点,导致积分结果偏大# 一般情况下,覆盖大小采用 1. 6L 是合适的# 
表 2 覆盖大小与误差( @ 10- 4)

边长 1. 0L 1.2L 1. 4L 1. 6L 1. 8L 2. 0L 2. 2L 2.4L

误差 160. 0 1 170. 0 3. 880 2. 621 0. 871 4 1. 916E- 5 5. 558 20. 0

5  结   论

文章提出了一种数值积分方法_单位分解积分,并将其应用于伽辽金无网格方法# 从理论

上对单位分解积分进行了严格证明,并且详细阐述了基于单位分解积分的伽辽金无网格方法

的实施过程# 提出了覆盖细化方法以提高积分精度,分析了覆盖大小对解的影响# 基于单位

分解积分的伽辽金无网格方法具有许多优点,如精度高,刚度矩阵对称,方法实现不依赖于任

何网格信息等, 是一种真正的无网格方法# 数值算例说明该方法具有比传统的数值积分更好

的精度# 该方法可以很容易推广到线弹性和非线性弹性问题# 
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( 1) : 21) 27.

Galerkin Meshless Methods Based on

Partition of Unity Quadrature

ZENG Qing_hong,  LU De_tang

( Depa rtm ent of Mechan ics an d Mechan ic Engineer in g ,

Univ er sity of Science and Techn ology of Chin a , Hefei 230027, P . R . Chin a )

Abstract: Numerical quadrature is an important ingredient of Galerkin meshless methods. A new nu-

merical quadrature technique, partition of unity quadrature ( PUQ) , for Galerkin meshless methods

was presented. The technique was based on finite covering and partition of unity. There was no need

to decompose the physical domain into small cell. If possessed remarkable integration accuracy. Using

Element_free Galerkin methods as example, Galerkin meshless methods based on PUQ were studied in

detail. Meshing is always not required in the procedure of constitution of approximate function or nu-

merical quadrature, so Galerkin meshless methods based on PUQ are / truly0 meshless methods.

Key words: Galerkin meshless method; finite cover; partition of unity; numerical quadrature
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