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关于薄板的无网格局部边界积分
方程方法中的友解

X

龙述尧,  熊渊博

(湖南大学 工程力学系, 长沙 410082)

(刘人怀推荐)

摘要:  无网格局部边界积分方程方法是最近发展起来的一种新的数值方法, 这种方法综合了伽

辽金有限元、边界元和无单元伽辽金法的优点, 是一种具有广阔应用前景的、真正的无网格方法# 

把无网格局部边界积分方程方法应用于求解薄板问题,给出了薄板无网格局部边界积分方程方法

所需要的友解及其全部公式# 
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引   言

由Atluri等人提出的无网格局部边界积分方程方法首先应用于求解由泊松方程控制的位

势问题[ 1]# 我们首先将这种方法应用于求解弹性力学平面问题[ 2]# 

无网格局部边界积分方程方法不需要在域内或边界上划分任何单元或网格,它只需要节

点信息,是一种真正的无网格方法,它具有有限元法、整体边界元法和无单元伽辽金法的优点,

所求问题的解精度高、收敛快且稳定性好# 

在用无网络局部边界积分方程方法求解由微分算子所控制的边值问题时,除了需要所求

问题微分算子在无限空间中的基本解外,还需要所求问题微分算子在球域上(对三维问题)或

圆域上(对二维问题)的/ 友解0 ( companion solution) # Atluri 等人给出了二维位势问题的友

解
[ 1]

,我们给出了二维弹性力学问题的友解
[ 2]# 为了把无网格局部边界积分方程方法应用于

求解薄板问题中,在这篇文章中,我们推导出了薄板问题的友解及其无网格局部边界积分方程

方法中的全部公式# 

1  薄板的局部边界积分方程

弹性薄板的整体边界积分方程为[ 3]
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  C( N) wk( N) = Q#
w

*
k ( N, x ) Vn( x ) - H*nk( N, x )Mn ( x ) - V

*
nk( N, x ) w ( x ) +

    M
*
nk( N, x ) Hn( x ) d # + 6

T

w
*
k ( N, x ) M t ( x )

+
- - w( x ) M

*
tk ( N, x )

+
- +

    Q8
w

*
k ( N, x ) q ( x )d 8   ( k = 1, 2) , ( 1)

式中 N为源点, x 为场点,

  w 2( N) =
5w1( N)
5 n( N) , w

*
2 ( N, x ) =

5w *
1 ( N, x )
5n ( N) ,

C ( N) 是与边界几何形状有关的系数,为

  C( N) =

1,    N I 8,

1/ 2,   N I # 且N为光滑边界点,

C/ 2P,   N I # 且N为角点,

0,    N I
-

( 8 + #) ,

( 2)

式中, C为角点N处所张内角, 如图 1所示# 方程( 1)中其他符号含义如下:

  

Hn( x ) =
5w ( x )
5 n( x ) ,

Mn ( x ) = -
D
2
(1- L) 1+ L

1- L
¨2

w + cos2BL1( w ) + 2sin2BL 2( w ) ,

Mt ( x ) = D (1- L)
1
2
sin2BL1( w ) - cos2BL 2( w ) ,

Vn ( x ) = Qn( x ) +
5M t

5 s = - D
5

5 n( x ) ( ¨
2
w ) + L3( Mt ) ,

( 3)

式中

  ¨2
=

52

5r2
+

1
r

5
5r +

52

r
25H2

,

  L 1 =
52

5r 2
-

1
r

5
5r -

52

r
25H2

, L 2 =
5
5r

1
r

5
5H ,

  L 3 = - sinB
5
5 r - cosB

5
r5H+

cosB
r

-
1
Q

5
5B # 

图  1

上列各式中 Q为边界 #的曲率半径,以 Q在曲线凸

方为正# s为边界弧线, n及t分别代表边界曲线的

外法向和切向# r , H是极坐标系的坐标# r = | x

- N| 是源点与场点之间的距离, B为边界外法向与

r 之间的夹角, 如图1所示# M t (#) +
- 表示边界角

点处扭矩的的跳跃值, T 为边界角点数# D 为薄板

的弯曲刚度, D = Eh
3
/ 12(1 - L2

) , h 为板厚, E 为

弹性模量, L为泊松比# 

在方程( 1)中, w
*
1 为薄板挠度的基本解,为

  w
*
1 ( N, x ) =

1
8PD r

2
lnr# ( 4)

它是方程

  D ¨4
w

*
1 = D( N, x ) ( 5)
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的解,式中 D( N, x ) 是二维狄拉克 D函数# 

由于薄板弯曲问题的控制方程是 4阶微分算子,用( 1)式的一个边界积分方程 ( k = 1) 还

不能定解,还需要与式(1) 线性无关的另一个边界积分方程( k = 2) ,式(1) 中 k = 2的边界积

分方程是转角边界积分方程, 它的基本解 w
*
2 ( N, x ) 为

  w
*
2 ( N, x ) =

5w *
1 ( N, x )
5 n( N) = -

1
8PD

(2lnr + 1) cosH# ( 6)

方程( 1)不但对所求问题的域 8内和边界#上都成立, 而且对于所求问题的域内的任一子

域 8 s 及其边界 5 8 s 也是成立的,对于任一子域 8 s 及其边界5 8 s, 方程( 1)变为

  C( N) wk( N) = Q5 8
s

w
*
k ( N, x ) Vn( x ) - H*nk( N, x )Mn ( x ) - V

*
nk( N, x ) w ( x ) +

    M
*
nk( N, x ) Hn( x ) d # + Q8

s

w
*
k ( N, x ) q ( x )d 8   ( k = 1, 2)# ( 7)

在这里,由于子域 8 s通常选取为简单的规则形状,在子域边界5 8 s上一般无角点,所以删去了

表示角点扭矩跳跃的项# 对于二维薄板问题, 子域 8 s是半径为r 0的圆# 方程( 7)就是薄板的

局部边界积分方程# 

2  薄板问题的/友解0

由方程( 7)可知,在子域边界5 8 s上有未知边界函数w ( x )、Hn( x )、Mn( x ) 和 Vn ( x )# 由于

Mn( x ) 和 Vn( x ) 通常是函数w ( x )、H( x ) 及其导数的组合, 难于求出,为此我们在这里引进/友

解0( companion solut ion) ,以消去子域边界5 8 s 上的未知函数Mn ( x ) 和 Vn( x )# 友解与基本解

相关且是下列边值问题的解

  D ¨4�w *
k = 0,   在 8 s 内 ( k = 1, 2) , ( 8)

  

�w *
k = w

*
k ,

5�w *
k

5 n( x ) =
5w *

k

5n ( x )
  在 5 8 s 上 ( k = 1, 2)# ( 9)

令    w
* *
k ( N, x ) = w

*
k ( N, x ) - �w

*
k ( N, x ) ,

则    
5w * *

k ( N, x )
5 n( x ) =

5w *
k ( N, x )
5 n( x ) -

5�w *
k ( N, x )
5n( x ) ,

于是有

  
D¨4

w
* *
1 = D¨4

( w
*
1 - �w

*
1 ) = D¨4

w
*
1 = D( N, x ) ,

D¨4
w

* *
2 = D¨4

( w
*
2 - �w

*
2 ) = D¨4

w
*
2 =

5D( N, x )
5 n( N) ,

  在 8s 内, ( 10)

  
w

* *
k = 0,

5w* *
k

5 n( x ) = 0,
  在5 8 s 上 ( k = 1, 2)# ( 11)

由微分方程( 10)和相应边界条件( 11)的解 w
* *
k 代入方程( 7)中, 则方程( 7)变为

  C( N) wk( N) = Q8
s

w
* *
k ( N, x ) q ( x )d 8 - Q5 8

s

V
* *
nk ( N, x ) w ( x ) -

    M
* *
nk ( N, x ) Hn ( x ) d #   ( k = 1, 2)# ( 12)

当源点 N的子域 8 s 完全位于整体域 8 内时,则利用方程(12) 建立局部边界积分方程, 未知函

数为子域边界上的 w ( x ) 和 Hn( x ) ;当源点 N位于整体边界 #上,因而它的子域 8 s与整体域边
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界 #相交时,则子域边界由 L s和 #s 组合而成,其中 L s 为子域 8s 完全位于 8 内的边界部分, #s

为子域 8 s 与整体域边界 # 重合部分# 由于 # s 是整体域边界 # 的一部分,在这部分边界上

Mn( x ) 和 Vn( x ) 不为零, 故须采用方程 (7) , 只须用 w
* *
k ( N, x )、H* *

nk ( N, x )、V * *
nk ( N, x )、

M
* *
nk ( N, x ) 分别取代方程( 7)中的w

*
k ( N, x ) , H*nk( N, x ) , V

*
nk( N, x ) , M

*
nk( N, x )建立局部边界积

分方程# 在整体域边界 #s 上, 4个未知函数 w ( x )、Hn ( x )、Mn( x ) 和 Vn( x ) 中,其中 2个未知

函数通常由边界条件给定,因此在整体域边界上仍只有两个未知函数# 

为了计算积分方程( 12)或( 7)时更加方便和简单, 通常我们选择形状规则的子域 8 s 和

5 8 s, 对于二维板问题子域 8 s选择半径为 r0 的圆,这样也便于求出微分方程(8) 及相应边界条

件(9) 的友解 �w *
k # 在极坐标系下方程( 8)及相应边界条件( 9)变为

  D ¨4�w *
k = D

1
r

d
dr

r
d
dr

1
r

d
dr r

d�w *
k

dr
= 0,   

在半径为 r 0的圆内 ( k = 1, 2) , ( 13)

  

�w *
k = w

*
k ,

5�w *
k

5 r =
5w *

k

5 r ,
  在半径为 r0 的圆上 ( k = 1, 2)# ( 14)

对微分方程( 13)积分,得一般解为

  �w *
k = c1r

2
+ c2+ c3lnr + c4 r

2lnr# ( 15)

由于在 r = 0处,薄板的挠度和内力应为有限值,故 c3 = c4 = 0, 一般解变为

  �w *
k = c1r

2
+ c2# ( 16)

由边界条件( 14)可以确定系数 c1 和 c2, 于是可求得/友解0为

  �w *
1 =

r
2
lnr 0

8PD
+

r
2
0

16PD
r
2

r
2
0
- 1 , ( 17)

  �w *
2 = -

r 0

8PD
r
2

r
2
0
lnr 0+

3r 2

2r
2
0
+ lnr0-

1
2 cosH, ( 18)

于是有

  w
* *
1 = w

*
1 - �w

*
1 =

r
2
0

8PD
r
2

r
2
0
ln

r
r0

-
1
2

r
2

r
2
0
- 1 , ( 19)

  w
* *
2 = w

*
2 - �w *

2 = -
r cosH
8PD

2lnr + 1- r
r 0

lnr 0+
3
2

-
r 0
r

lnr 0-
1
2

, ( 20)

式中, cosH= cos( n( N) , r ) , 见图 1# 

把式( 19)和( 20)代入式( 3)中, 便得到了局部积分方程( 12)或( 7)中的所需要的全部已知

函数

  

H
* *
n1 ( N, x ) =

5w * *
1

5n ( x ) =
r

4PD
ln

r
r 0

cosB,

M
* *
n1 ( N, x ) = -

1
8P

(1+ L) 2ln r
r0

+ 1 + (1- L) cos2B ,

M
* *
t1 ( N, x ) =

1- L
8P

sin2B,

V
* *
n1 ( N, x ) = -

cosB
4Pr 2 + ( 1- L) cos2B +

1- L
4PQ cos2B,

( 21)
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H* *
n2 ( N, x ) = -

1
8PD

2lnr + 1-
r
r0

lnr 0-
3r
2r 0

cosA+

  2 -
r
r0

lnr0-
3r
2r0 cosBcosH-

r0
r
lnr0-

r0
2r

sinBsinH ,

M
* *
n2 ( N, x ) = -

1
16Pr 0

(1 - L) sin2BsinH 4
r0
r
- 2lnr0- 3+

2r20

r
2 lnr 0-

r
2
0

r
2 -

  (1 + L) cosH 4
r 0
r
- 3lnr 0-

9
2
+

r
2
0

r
2 lnr 0-

r
2
0

2r 2
+

  (1 - L) cos2BcosH lnr0+
3
2
+

r
2
0

r
2 lnr0-

r
2
0

2r0
,

M
* *
t2 ( N, x ) = -

1- L
8Pr0

cos2BsinH
2r 0
r

- lnr0-
3
2 +

r
2
0

r
2lnr0 -

r
2
0

2r
2 -

  1
2
sin2BcosH lnr 0+

3
2
+

r
2
0

r
2 lnr 0-

r
2
0

2r 0
,

V
* *
n2 ( N, x ) = -

1
4Pr

cos( B- H)
r

2+ (1- L) cos2B +

  2(1 - L)
cosB
r

-
1
Q

sin2BsinH -
r 0

8Pr3
(2lnr 0- 1) cos( B- H) -

  lnr 0-
1
2

+
3r2

r
2
0

lnr 0+
3
2 sinBsinH-

  (1 - L) (2lnr0 - 1) sin(2B- H) sinB-
1
2
sin2BsinBcosH -

  (1 - L)
r
2

r
2
0

lnr0+
3
2

cos(2B+ H) cosB+
1
2
sin2BcosBsinH -

  lnr 0-
1
2

cos(2B- H) cosB-
1
2
sin2BcosBsinH +

  (1 - L) cosB-
r
Q

r
2

r
2
0

lnr 0+
3
2

( cos(2B+ H) - sin2BsinH) +

  lnr 0-
1
2 ( cos(2B- H) + sin2BsinH) # 

( 22)

至此,弹性薄板的局部边界积分方程中所需的全部已知函数都已给出# 以后的工作将是

利用移动最小二乘函数来近似位移函数,编制程序进行计算, 以检验方法的可靠性、收敛性和

稳定性,以及结果的精度# 这将在以后的文章中给出# 
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Research on the Companion Solution for a Thin

Plate in the Meshless Local Boundary

Integral Equation Method

LONG Shu_yao,  XIONG Yuan_bo
( Depar tm ent of Engineer in g Mechanics , Hunan Un iver sity ,

Changsha 410082, P . R . China )

Abstract: The meshless local boundary integral equation method is a currently developed numerical

method, which combines the advantageous features of Galerkin finite element method( GFEM), bound-

ary element method( BEM) and element free Galerkin method( EFGM) , and is a truly meshless

method possessing wide prospects in engineering applications.

The companion solution and all the other formulas required in the meshless local boundary inte-

gral equation for a thin plate were presented, in order to make this method apply to solve the thin

plate problem.

Key words: thin plate; companion solution; meshless local boundary integral equation method
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