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三维粘弹性分层介质中平稳
随机波的传播

X
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(大连理工大学 工业装备结构分析国家重点实验室,辽宁 大连 116023)

(钟万勰推荐)

摘要:  研究平稳随机波在粘弹性分层横观各向同性介质中的传播问题# 将岩层考虑为分层介

质,各层性质不同, 岩层位于基岩上面, 并且认为基岩比岩层刚很多, 在基岩处给出随机激励# 在

频率和波数域中将控制方程化为常微分方程求解# 对常微分方程 ,应用两点边值问题的精细积分

法进行求解# 因此,近年来发展的应用于结构随机振动的虚拟激励法可推广于当前分层岩层响应

的计算# 
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引   言

分层介质中的波传播在许多物理和实际问题中有着重要的应用,如地震波在岩层中的传

播,超声波在复合材料中的传播等# 此问题的研究对于利用地面爆破或遥感技术进行深层地

下水、石油或矿石资源的开采也有重要意义# 

现有大量文献讨论分层介质波传播问题的模型和方法# 介质可能是液体、固体或是多孔介

质# 介质的材料可能是各向同性或各向异性的, 弹性的或粘弹性的, 线性的或非线性的, 均匀

的或非均匀的# 分层介质中的波传播问题的研究主要集中在两个方向:正问题,其主要关心的

是求解波域或确定折射和反射系数;反问题, 其主要关心的是确定介质的材料参数# 文献[ 1~

7]给出了波传播问题的一些解析方法# Rizzi和 Doyle[ 8, 9]发展了一套基于快速 Fourier 变换的

谱方法,并用于弹性分层固体中波的瞬态分析# 文献[ 10]研究了粘弹性介质中的瞬态波# 文

献[ 11~ 16]给出了不同的模型和方法来处理各向异性介质# 文献[ 17]提出了一种广义Thom-

son_Haskell矩阵法来处理横向不均匀分层介质# 文献[ 18]研究了各向异性分层多孔介质中的

非均匀波# 文献[ 19, 20]提出了一种确定分层介质材料参数的谱单元方法# 文献[ 21]将精细
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积分方法应用于弹性波传播问题# 

但是, 目前对于分层介质中波的研究主要集中在确定性波传播问题, 波的随机特性没有

考虑# 本文联合应用精细积分法[ 21]和虚拟激励法[ 22~ 26]研究分层介质中的平稳随机波传播问

题# 

处理波传播问题的常用方法是将波动偏微分方程变换到频率_波数域中,转换为常微分方

程求解# 除对很少一些问题外,解析求解是很困难的# 文献[ 27]用矩阵法分析了波传播问题,

但精细的数值求解还是很困难# 文献[ 21]用精细积分方法计算了弹性波导的波传播问题# 为

计算地面运动的随机响应,首先要讲清楚基岩随机激励的描述# 单自由度的随机激励通常用

其功率谱来表示,但基岩是连续体, 故有无限多的激励# 假定其激励有平面波的性质, 选择随

机波在 x_y 平面内传播而z 坐标向下# 沿坐标 x、y 方向可以将基岩的激励运动也采用 Fourier

展开,类似于对时间的功率谱,对波数也有一个功率谱# 综合起来, 基岩激励可以用频率 _波

数谱函数 Sxg( Jx , Jy , X) , Syg( Jx , Jy , X) , Sz g( Jx , Jy , X) 来表示# 

本文处理平稳随机波在三维粘弹性分层介质中的传播问题# 对于在频率_波数表示下给

定的基岩激励, 导出系统的对偶常微分方程组,该微分方程组的系数是确定性的,只有在基岩

处的边界条件是随机激励# 这与结构在地面激励下的随机振动问题是相近的# 虚拟激励

法[ 22~ 26]给出了精确高效的算法,可以用于当前课题# 给定频率_波数,求解系统在基岩的虚拟

激励下的地面响应成为关键的一步# 虚拟激励法将随机波传播问题, 化成为求解深度坐标 z

的确定性的常微分方程组的两端边值问题,用精细积分法求解# 地面运动的三向频率 _波数

谱函数 Suu( Jx , Jy , X) , Svv ( Jx , Jy , X) , Sww ( Jx , Jy , X) 是需要计算的# 地上结构的激励就是此

地面运动谱# 

虚拟激励法是高效精确的随机响应计算方法,精细积分法求解常微分方程也是高效精确

的,所以本文对于多层介质的平稳随机响应分析也是高效精确的# 

1  基 本方 程

考虑横观各向同性分层介质 x_y 平面内的平面波传播问题# 设 z 轴向下而表面 z = 0为

自由,第 i层介质介于( z i- 1, z i ) 之间,底层基岩 z = zl 有给定的牵连位移(随机激励) û g( x , y ,

t ) 、̂v g( x , y , t )、ŵ g( x , y , t ) 的作用,如图 1# 

令沿惯性坐标 x , y , z 的位移分别为û , v̂ , ŵ# 应变_位移关系为

  
Êx =

5û
5x , Êy =

5 v̂
5y , Êz =

5ŵ
5z , Ĉxy =

5 v̂
5x +

5û
5y ,

Ĉxz =
5ŵ
5x +

5û
5z , Ĉyz =

5 v̂
5z +

5ŵ
5y# 

( 1)

采用如下的各向同性粘弹性应力_应变关系

  P

R̂x

R̂y

R̂z

Ŝxy

Ŝxz

Ŝyz

= R @ Q

Êx

Êy

Êz

Ĉxy

Ĉxz

Ĉyz

, R =

K+ 2G K K 0 0 0

K K+ 2G K 0 0 0

K K K+ 2G 0 0 0

0 0 0 G 0 0

0 0 0 0 G 0

0 0 0 0 0 G

, ( 2)
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图 1  分层介质模型

  P = 6
m

k= 0

pk
d
k

dt k
, Q = 6

n

k= 0

qk
d
k

dtk
,  ( 3)

其中 K、G 为Lam�常数, 各层不同# P、Q 为微分

算子# 

运动方程为

  

5 R̂x
5x +

5 Ŝxy
5y +

5Ŝxz
5z = Q

52
û

5 t 2
,

5 Ŝyz
5z +

5 Ŝyx
5x +

5 R̂y
5y = Q5

2
v̂

5t 2
,

5 R̂z
5z +

5 Ŝzx
5x +

5 Ŝzy
5y = Q

52
ŵ

5 t 2
,

( 4)

其中 Q是岩层的密度,各层不同# 

设 x 和y 方向的波数为 Jx、Jy , X为频率,将各未知量表示为传播波的形式

  
û = u( z ) exp[ i( Jxx + Jyy ) ] , v̂ = v( z ) exp[ i( Jxx + Jyy ) ] ,

Êx = Ex( z ) exp[ i( Jxx + Jyy ) ] , R̂x = Rx( z ) exp[ i( Jxx + Jyy ) ]# 
( 5)

基岩的平稳随机激励也可表示为如下传播波形式

  ûg , v̂ g , ŵ g
T
= x g( Jx , Jy , t ) , y g( Jx , Jy , t ) , z g( Jx , Jy , t )

T
exp[ i( Jxx + Jyy ) ] , ( 6)

其中 x g( Jx , Jy , t )、y g( Jx , Jy , t )、z g( Jx , Jy , t ) 是平稳随机过程, 它们的功率谱密度 Sxg( Jx , Jy ,

X)、Syg( Jx , Jy , X)、Szg( Jx , Jy , X) 已知# 对于给定的一系列 Jx、Jy、X,根据基岩的功率谱计算

地面响应的功率谱 Suu ( Jx , Jy , X)、Svv ( Jx , Jy , X)、Sww ( Jx , Jy , X) 是要解决的问题# 对于给定

的功率谱密度 Sxg、Syg、Szg , 按虚拟激励法
[ 22~ 26]

构造虚拟激励

  �ug ,�v g , �w g
T
= Sxg , Syg , Szg

T
exp[ i( Jxx + Jyy - Xt ) ]# ( 7)

如果 u0exp[ i( Jxx + Jyy - Xt ) ] , v0exp[ i( Jxx + Jyy - Xt ) ] , w 0exp[ i( Jxx + Jyy - Xt ) ] 是在虚拟

激励下地面的响应, 则 Suu = | u0 |
2
, Svv = | v0 |

2
, Sww = | w 0 |

2就是系统在基岩随机激励下,地

面随机响应的功率谱# 以下要做的主要是用精细积分法求解在虚拟激励下,地面的响应# 

2  对 偶方 程

令

  M=
6
n

k= 0
(- iX)

k
qk

6
m

k= 0

(- iX) k
p k

, �K= MK, �G = MG# ( 8)

将方程( 5) 代入方程( 1)和( 2) , 将结果代入方程( 4) , 并将结果写为矩阵形式得

  K22qd+ ( K21 - K12) qc- ( K11- QX2
I3) q = 0, ( 9)

其中 (#)c = 5(#) / 5z# 

  q = u, v, w
T
, ( 10)
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K22 =

�G 0 0

0 �G 0

0 0 �K+ 2�G

, K21 = - K
T
12 = iJx

0 0 �G

0 0 0

�K 0 0

+ i Jy

0 0 0

0 0 �G

0 �K 0

,

K11 = J2
x

�K+ 2�G 0 0

0 �G 0

0 0 �G

+ J2
y

�G 0 0

0 �K+ 2�G 0

0 0 �G

+ JxJy

0 �K+ �G 0

�K+ �G 0 0

0 0 0

,

( 11)

式中矩阵 K11、K12和 K21是 Jx 和Jy 的函数# 

引入对偶向量

  p = Sxz , Syz , Rz
T
= K22qc+ K21q# ( 12)

运动方程( 4)可以表示为如下状态空间形式

  vc = Hv, H =
A D

B C
, v =

q

p
, ( 13)

其中

  A = - K
- 1
22 K21, B = K11- K12K

- 1
22 K21- QX2

I , C = K12K
- 1
22 , D = K

- 1
22 # ( 14)

边界条件为

  p(0) = 0, q( z l ) = s, ( 15)

其中

  s = Sxg( Jx , Jy , X) , Syg( Jx , Jy , X) , Szg( Jx , Jy , X)
T
, ( 16)

且 q、p 在界面处连续# 

至此,应用虚拟激励方法将平稳随机波传播问题转化为确定性常微分方程的两端边值问

题# 以下应用精细积分方法求解对偶方程( 13)# 

3  区段方程和矩阵微分方程

在一层介质中, 任取一区段 [ z a, z b ]# 记 qa为z a端的位移向量, pb为z b端的力向量# 显

然,一旦给定 qa、pb ,那么在区段[ z a, z b ] 上的位移向量 q 和力向量p 也就确定了# 

因为本问题是线性的,则有以下关系

  qb = Fqa - Gpb , pa = Qqa + Epb , ( 17)

其中 F、Q、G、E 是待定复数矩阵,以下推导它们的微分方程# 将方程(17) 对 z 求导,且认为

qa、pa 是给定的初值,则得

  q
c
b = Fcqa- Gcpb - Gp

c
b , 0 = Qcqa + Ecpb + Ep

c
b# ( 18)

由( 13)式知,对偶方程可写为

  q
c
b = Aqb + Dpb , p

c
b = Bqb + Cpb# ( 19)

再由方程( 18)和( 19)可得

  
( F

c
- AF - GBF) qa + (- Gc- D- GC+ AG+ GBG)pb = 0,

( EBF + Qc) qa+ (- EBG + Ec+ EC)pb = 0# 
( 20)

两端边界条件 qa、pa 是独立的,所以有
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F

c
= ( A + GB) F , Ec = E( BG- C) ,

Gc= AG - GC- D + GBG, Qc= - EBF# 
( 21)

若令 z b y za 可得边界条件为

  
G( za , z b) = Q( za , z b) = 0,

F( z a, zb) = E( z a, z b) = I   (当 z a y zb)# 
( 22)

4  区段合并消元

考虑两相邻区段 [ za , z b ] 和[ zb , zc ]# 对它们分别应用方程( 17)得

  qb = F1qa- G1pb , pa = Q1qa + E1pb ,   对[ za, zb ] ; ( 23a, b)

  qc = F2qb - G2pc , pb = Q2qb + E2pc ,   对[ z b , z c]# ( 24a, b)

区段 [ za, zb ] 和区段[ z b , z c] 可以合并为一个区段[ za , z c] , 其区段方程为
[ 28]

  qc = Fc qa - Gc pc , pa = Qc qa + Ec pc ,   对[ za, zc ]# ( 25)

从方程( 23)中求解出 qb、pb

  
qb = ( I + G1Q2)

- 1
F1qa - ( G

- 1
1 + Q2)

- 1
E2pc ,

pb = ( Q
- 1
2 + G1)

- 1
F1qa + ( I + Q2G1)

- 1
E2pc# 

( 26)

将方程( 26)代入方程( 23b)、( 24a)得

  
qc = F2( I + G1Q2)

- 1
F1qa- [ G2+ F2( G

- 1
1 + Q2)

- 1
E2] pc ,

pa = [ Q1+ E1( Q
- 1
2 + G1)

- 1
F1] qa + E1( I + Q2G1)

- 1
E2pc# 

( 27)

对比方程( 27)、( 25)可得

  
Fc = F2( I + G1Q2)

- 1
F1, Gc = G2+ F2( G

- 1
1 + Q2)

- 1
E2,

Qc = Q1+ E1( Q
- 1
2 + G1)

- 1
F1, Ec = E1( I + Q2G1)

- 1
E2# 

( 28)

方程( 28)即为相邻区段的合并方程,它们在求解常微分方程和特征值问题中有着重要作用# 

5  初始区段矩阵

方程( 28)提供了相邻区段的合并方程# 但是, 到目前为止, 已知的是系统矩阵 A、B、C、

D ,并没有给出任何区段矩阵 F、Q、G、E# 下面给出典型区段矩阵的计算方法# 

设第 i 层介质的厚度为 hi ( zi - z i- 1)# 首先, 将它分为 2N
1 个等厚度子层, 厚度为 �h i =

h i / 2
N

1# 然后,将每个子层再分为2N
(本文N 取为 20) 个等厚度微层,厚度为 Sc# 若令 a端在

zi 处, b 端在 zi- 1处
[ 21, 28]

,则

  - Sc = S = - �h i / 2
N
= - �h i / 1 048 576# 

由于 S非常小,区段矩阵 F、Q、G、E 可用Taylor级数展开来计算

  

Q( S) = H1S+ H2S
2
+ H3S

3
+ H4S

4
, G( S) = C1S+ C2S

2
+ C3S

3
+ C4S

4
,

�F( S) = U1S+ U2S
2
+ U3S

3
+ U4S

4
, F( S) = I + �F( S) ,

�E( S) = W1S+ W2S
2
+ W3S

3
+ W4S

4
, E( S) = I + �E( S)# 

( 29)

将上述方程代入方程( 21)给出

  H1 = - B , C1 = - D, U1 = A , W1 = - C; ( 30)

727三维粘弹性分层介质中平稳随机波的传播



  
H2 = - ( W1B + BU1) / 2, C2 = ( AC1- C1C) / 2,

U2 = ( AU1+ C1B) / 2, W2 = ( BC1- W1C) / 2;
( 31)

  
H3 = - ( W2B + BU2+ W1BU1) / 3, C3 = ( AC2- C2C+ C1BC1) / 3,

U3 = ( AU2+ C2B + C1BU1) / 3, W3 = ( BC2 + W1BC1- W2C) / 3;
( 32)

  

H4 = - ( W3B + BU3+ W2BU1+ W1BU2) / 4,

C4 = ( AC3- C3C + C2BC1+ C1BC2) / 4,

U4 = ( AU3+ C3B + C2BU1+ C1BU2) / 4,

W4 = ( BC3+ W1BC2+ W2BC1- W3C) / 4# 

( 33)

将矩阵 F、E改写为F = I + �F、E = I + �E , 可知在小区段 S上矩阵�F、�E是数值很小的矩

阵# 在计算中必须将矩阵 �F、�E 单独存储,以避免损失计算精度# 因此,方程( 28)须用下式代

替

  

Gc = G+ ( I + �F) G( I + QG)
- 1

( I + �E) ,

Qc = Q+ ( I + �E) Q( I + GQ)
- 1

( I + �F) ,

�Fc = (�F - GQ/ 2) ( I + GQ)
- 1

+ ( I + GQ)
- 1

(�F - GQ/ 2) +

  �F( I + GQ)
- 1
�F ,

�Ec = (�E - QG/ 2) ( I + GQ)
- 1

+ ( I + QG)
- 1

(�E - QG/ 2) +

  �E( I + QG)
- 1�E# 

( 34)

6  2N 型算法

求得区段 S的区段矩阵�F( S)、�E( S)、Q( S)、G( S) 后, 即可应用方程(34) 得到区段矩阵

F(�h i )、E(�hi )、Q(�h i )、G(�h i )# 由于所有区段为等厚度,所以有 F1 = F2, Q1 = Q2等# 每做

一次区段合并, 区段的数目将减少一半# 完成 N = 20次区段合并后,即可得到矩阵 F(�h i )、

E(�h i )、Q(�h i )、G(�h i )# 

对于第 i 层介质,计算典型子层区段矩阵的过程如下:

应用方程(29) ~ (33)计算该层�F ( S)、�E ( S)、Q( S)、G( S) ;

for( it era= 0; itera< N ; it era+ + )  

  执行方程( 34) ;

  Q = Qc ; G = Gc; �F = �Fc ;�E = �Ec ;

 

Q(�hi) = Qc ; G(�hi) = Gc ;�F (�h i) = I + �F c ;�E (�h i) = I + �Ec ;

然后计算各层的区段矩阵 Q( hi )、G( hi )、F( h i )、E( hi ) , 过程如下

Q1 = Q2 = Q(�h ) ; G1 = G2 = G(�h ) ; F1 = F 2 = F (�h ) ; E1 = E2 = E(�h )

for( it era= 0; itera< N 1 ; itera+ + )  

  执行方程( 28) ;

  Q1 = Q2 = Qc ; G1 = G2 = Gc ; F1 = F 2 = Fc ; E1 = E2 = E c;

 

Q( hi) = Qc ; G( hi) = Gc ; F( hi) = Fc; E ( hi ) = Ec ;

将各层区段矩阵合并为整体区段矩阵的过程和上面描述的过程类似,即
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for ( layer= 1; layer [ layers; layer+ + )  

if( layer = = 1 )  

  Qc = Q( h 1) ; Gc = G( h 1) ; F c = F( h1) ; Ec = E ( h 1) ;

 

else  

  Q1 = Q( h layer) ; G1 = G( hlayer) ; F1 = F ( hlayer) ; Ec = E ( h lay er );

  Q2 = Qc ; G2 = Gc ; F 2 = Fc ; E2 = E c;

执行方程(28) ;

 

  至此,矩阵 Qc , Gc , Fc , Ec就是整个系统的区段矩阵# 令 z = 0是 b 端,而 z = zl是a端,

则 pb = 0, qa = s , 于是方程 ( 17) 给出

  u0, v 0, w0
T
= qb = Fs , ( 35)

地面位移响应的功率谱密度为

  Suu, Svv , Sww = conj( u0)#u0, conj( v0)#v0, conj( w 0)#w 0 , ( 36)

其中 conj(#)表示( #)的复共轭# 

7  数 值算 例

岩层的材料参数取自 Gutenberg地球模型[ 3] , 如表 1# 粘弹性参数为 p 0 = 1. 0, p 1 = 0. 05,

q 0 = 1, q1 = 0. 1, 基岩平稳随机激励功率谱密度为Sxg = 1. 0 m
2#s, Syg = 1. 0 m

2#s, Sz g = 110

m2#s# 
表 1 岩层参数

层数 K/ (N/ m2) G / (N/m2) Q/ (kg/m3) 厚度 h /m

1 3. 3 @ 1010 3. 5 @ 1010 2. 74@ 103 1. 9@ 104

2 4. 4 @ 1010 4. 3 @ 1010 3. 00@ 103 1. 9@ 104

3 8. 0 @ 1010 7. 2 @ 1010 3. 32@ 103 1. 2@ 104

  为计算地面响应,取 X I [ 0, 6] s- 1
, $X= 0. 02 s- 1

,考虑如下4种工况: 1) Jx = 0.000 2, Jy

= 0. 000 2,计算结果见图2; 2) Jx = 0. 000 2, Jy = 0. 000 3,计算结果见图 3; 3) Jx = 01000 3, Jy

= 01000 2,计算结果见图4; 4) Jx = 0. 000 3, Jy = 0. 000 3, 计算结果见图 5# 在每种工况中,

分别计算基岩位于第 1层、第 2层和第 3层介质底部时地面位移响应的功率谱密度,并分别以

点线、虚线和实线表示# 

图2和图5表明,在工况 1和工况 4中,地面响应 u和 v的功率谱密度相同# 这是因为基

岩 x 和y 方向的波数和激励相同# 比较图 3和图 4可以看出,工况2中地面响应 u、v、w 的功

率谱密度和工况3中地面响应 v、u、w 的功率谱密度分别相同,这是因为工况2中基岩 x、y 方

向的波数和激励与工况 3中基岩 y、x 方向的波数和激励相同, 而且两种情况中沿 z 方向的激

励相同# 图2至图5均表明,基岩离地面越远,地面响应就越小# 

表2列出了各种工况的响应功率谱最大值 S max 和对应的频率 Xmax# 该表表明 u 和 v 的

Smax对应的 Xmax相等,但不同于w 的Smax对应的 Xmax# 这是因为介质为横观各向同性,位移 u

和 v 相耦合,但它们与位移 w 并不耦合的缘故# 
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 图 2( a)  工况 1 u 的功率谱密度         图 2( b)  工况 1 v 的功率谱密度

 图 2( c)  工况 1 w 的功率谱密度         图 3(a)  工况 2 u 的功率谱密度

  图 3( b)  工况 2 v 的功率谱密度         图 3( c)  工况 2 w 的功率谱密度

  表 2 响应功率谱密度的最大值及其对应的频率

层数 位移
工况 1 工况 2 工况 3 工况 4

Xmax Smax Xmax Smax Xmax S max Xmax S max

 u 1. 80 3. 844 4 2. 24 0. 932 4 2. 24 0. 797 1 2. 74 0. 498 1

1 v 1. 80 3. 844 4 2. 24 0. 797 1 2. 24 0. 932 4 2. 74 0. 498 1

 w 0. 96 13. 657 1 1. 62 3. 791 6 1. 62 3. 791 6 1. 78 1. 737 6

 u 1. 76 0. 908 9 2. 22 0. 233 1 2. 22 0. 215 6 2. 64 0. 065 4

2 v 1. 76 0. 908 9 2. 22 0. 215 6 2. 22 0. 233 1 2. 64 0. 065 4

 w 1. 32 2. 077 4 1. 74 0. 616 8 1. 74 0. 616 8 1. 92 0. 223 0

 u 1. 74 0. 348 16 2. 26 0. 073 9 2. 26 0. 076 1 2. 66 0. 018 1

3 v 1. 74 0. 348 16 2. 26 0. 076 1 2. 26 0. 073 9 2. 66 0. 018 1

 w 1. 40 1. 085 3 1. 80 0. 186 0 1. 80 0. 186 0 2. 14 0. 046 3
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 图 4(a)  工况 3 u 的功率谱密度        图 4( b)  工况 3 v 的功率谱密度

 图 4( c)  工况 3 w 的功率谱密度         图 5(a)  工况 4 u 的功率谱密度

  图 5( b)  工况 4 v 的功率谱密度         图 5( c)  工况 4 w 的功率谱密度

8  结   论

本文研究了平稳随机波在三维各向同性粘弹性分层介质中的传播问题# 提出了联合应用

精细积分法和虚拟激励法的数值方法# 虚拟激励法将随机波传播问题转化为确定性常微分方

程的两端边值问题, 然后应用精细积分法精确求解# 给出了基岩平稳随机激励下地面响应的
功率谱密度# 不但处理了基岩作均匀运动的情况(相当于 Jx = Jy = 0) ;还处理了基岩的行波

效应(相当于 Jx X 0或 Jy X 0)# 得到的是计算机上高度精确的数值解# 
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Stationary Random Waves Propagation in 3D

Viscoelastic Stratified Solid

GAO Qiang,  LIN Jia_hao

( State Key Labor at or y of Str uctur al Analy sis for Indu str ial Equipm ent ,

Dalian Un iv er sity of Technolo gy , Dalian 116023, P . R . China )

Abstract: Propagation of stationary random waves in viscoelastic stratified transverse isotropic mate-

rials is investigated. The solid was considered multi_layered and located above the bedrock, which

was assumed to be much stiffer than the soil, and the power spectrum density of the stationary ran-

dom excitation was given at the bedrock. The governing differential equations are derived in frequency

and wave_number domains and only a set of ordinary differential equations ( ODEs) must be solved.

The precise integration algorithm of two_point boundary value problem was applied to solve the ODEs.

Thereafter, the recently developed pseudo_excitation method for structural random vibration is ex-

tended to the solution of the stratified solid responses.

Key words: layered material; precise integration; pseudo_excitation method; wave propagation; ran-

dom vibration
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