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一种适用于非均匀地形的高阶

Boussinesq水波模型
X
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(上海交通大学 工程力学系, 上海 200240)

(何友声推荐)

摘要 :  推导了适用于变地形情况的高阶 Boussinesq 波浪模型# 该模型采用自由表面边界条件作

为时间步进方程,利用势函数满足的 Laplace 方程的解析解形式建立了自由表面边界速度和底面边

界速度之间的关系,使得问题封闭# 以 0. 5倍相对水深处的速度为基本未知量,在对 Laplace方程

解析解进行级数求逆时保留水深梯度的高阶项,改进了速度场的Taylor 展开式# 对于线性特性, 进

行了线性浅化和Booij反射的验证性计算# 为了检验有背景流动情况下拓展的 Boussinesq 模型的性

态,对波_流相互作用问题进行了数值模拟# 数值计算结果与现有理论解或其他完全势流的数值解

吻合良好,表明该模型的应用范围可以扩展到含有非均匀变化地形的问题# 

关  键  词:  高阶 Boussinesq方程;  波流相互作用;  变地形
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引   言

海岸工程中需要近海 1 km2~ 10 km2范围的波浪场资料,一般情况下要考虑地形变化的影

响# 通常工程位置的波浪场记录是事先未知的# 预报波浪从外海向所感兴趣的工程位置的传

播已成为海岸工程研究的一个重要任务# 波浪在浅水区传播过程中无疑将受到地形和背景流

动的影响,高精度地反映地形的影响是发展波浪传播模型的重要目的之一# 

近年来对 Boussinesq方程的研究主要集中在改善色散性、非线性特性以及对速度场的准

确描述,如Madsen和Sch¾ffer( 1998) [ 1] , Gobbi、Kirby和Wei( 2000) [ 2]# 在国内, 洪广文[ 3] 建立

了任意水深变化水域非线性波传播模型, 邹志利
[ 4]
采用摄动法在纯波动情况下的 Boussinesq

方程基础上建立了可以考虑强水流与波浪相互作用的 Boussinesq方程, 国内的这些工作在模

型发展方面是成功的,但还没有基于高阶 Boussinesq方程的数值波浪水槽或波浪场的算例报

道# 

在有背景流环境中波浪的传播也是工程界感兴趣的问题# 由于局部地形变化剧烈, 浅化

效应和波流相互作用导致波高和平均水位的显著变化,给航运带来危险# Chen、Madsen和 Bas-
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co( 1999) [ 5]和 Kristensen( 1995) [ 6]在研究波流相互作用问题中改进了 Boussinesq模型的色散关

系,但对 kh 较大的深水波不适用# 

为了改进从浅水区到深水区速度场垂直分布的精度以及线性、非线性特性, Madsen、Bing-

ham和 Liu( 2002)
[ 7]
提出了一个新的高阶 Boussinesq波浪模型方程, 该模型仅适用于地形缓慢

变化的问题# 本工作的目的是在不影响浅化梯度的前提下改善对速度场垂向分布的描述,使

得该模型的应用范围从缓坡假定拓展到地形显著变化的情况# 

本文首先将文献[ 7]级数求逆的做法进一步延伸以应用到非平底问题# 第 1节给出了基

本的数学模型公式,包含 ḧ项的级数展开使得对缓坡假定的要求降低;第 2节简要地给出了

数值离散方程和算法;第 3节给出了验证性数值实验,包括线性浅化效应、Booij反射和波流相

互作用;最后一节总结了本项工作的内容# 

1  理 论基 础

这里假定流体无粘、流动无旋# 直接从自由表面的运动学边界条件和动力学边界出发[ 7]

或者将欧拉方程投影到自由表面[ 8] ,可以得到以下 2个方程

  Gt - �w + ¨ G#�u = 0, ( 1a)

  �Vt + g ¨G+ ¨ �V#�V
2

-
�w
2
(1+ ¨G#¨G) = 0, ( 1b)

其中   �V S �u + �w ¨G, ( 1c)

G为波面, �u 和�w 定义为自由表面上的水平速度分量和垂直速度分量, ¨= (5x ,5y , 0) 为水平
二维梯度算子# 底部边界条件为:

  w b+ ¨ h# ub = 0, ( 1d)

ub和 w b是底面速度分量, h 为水深# ( x , y , z ) 为笛卡尔坐标系, ( x , y ) 平面位于静水面( z =

0) , z 轴垂直向上# 势流问题的势函数满足 Laplace方程,其精确解可以用来建立自由表面速度

分量与底部速度分量的关系# 通常的方法是先用静水面 ( z = 0) 的速度分量作为基本未知量

来表达计算域内势流问题的速度场:

  
u( x , y , z ; t ) = cos( z )̈ u0+ sin( z )̈ w0,

w ( x , y , z ; t ) = cos(z )̈ w0 - sin( z )̈ u0,
( 2)

其中 cos_和 sin_算子的定义如下:

  cos( z )̈ = 6
]

n = 0

(- 1) n
z

2n

(2n) !
¨2n , sin( z )̈ = 6

]

n= 0

(- 1) n+ 1 z
2n+ 1

(2n + 1) !
¨2n+ 1 # 

定义自由面上流速及底面流速分别为 �u = u ( x , y , G; t ) , �w = w ( x , y , G; t ) , ub = u( x ,

y , - h; t ) 和 w b = w ( x , y , - h ; t )# 

为了改善色散关系和速度的垂线分布,引入 û和ŵ 这两个定义在z = ẑ 上的水平流速矢量

和垂向流速分量,这里 ẑ 是相对水深等值面的z 坐标,显然是水平坐标( x , y ) 的函数# 通过级

数求逆的办法, 速度场可以表示为:

  
u( x , y , z ; t ) = cos( ( z - ẑ ) ¨) û + sin( ( z - ẑ ) ¨) ŵ + #u#¨ ẑ ,

w ( x , y , z ; t ) = cos( ( z - ẑ ) ¨) ŵ - sin( ( z - ẑ ) ¨) û + #w#¨ ẑ ,
( 3)

其中:

  
#u S ( z - ẑ ) ( cos( ( z - ẑ ) ¨) #̈û + sin( ( z - ẑ ) ¨) ¨ŵ ) ,

#w S ( z - ẑ ) ( cos( ( z - ẑ ) ¨) ¨ŵ - sin( ( z - ẑ ) ¨) #̈û )# 
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从数值计算的角度来讲, 无穷阶 sin_和 cos_算子需要进行截断而保留有限项# 利用 Taylor

级数直接展开, 该模型不能满足深水区应用的要求# 为了扩大模型的 kh 应用范围, 沿用 Pad�

级数形式,其本质是对Taylor级数的系数进行优化# 这里给出水平二维情况下速度场的表达

式:

  u( x , z ; t ) = û + Kŵx -
4
9
K2
ûxx -

1
9
K3
ŵxxx +

1
63
K4
ûxxxx +

1
945

K5
ŵxxxxx +

    Rhx K̂ux +
8
9 K

2
ŵxx -

1
3 K

3
ûxxx -

4
63K

4
ŵxxxx +

1
189K

5
ûxxxxx , ( 4)

  w ( x , z ; t ) = ŵ - K̂ux -
4
9
K2
ŵxx +

1
9
K3
ûxxx +

1
63
K4
ŵ xxxx -

1
945

K5
ûxxxxx +

    Rhx Kŵx -
8
9
K

2
ûxx -

1
3
K

3
ŵxxx +

4
63
K

4
ûxxxx +

1
189

K
5
ŵxxxxx , ( 5)

其中 K= z - ẑ = z - Rh = z + h/ 2,取 R= - 1/ 2# 底部边界条件为:

  w b+ hxub = 0

即

  ŵ - K̂ux -
4
9
K2
ŵxx +

1
9
K3
ûxxx +

1
63
K4
ŵxxxx -

1
945

K5
ûxxxxx +

    hx ( û + Kŵx - c2K
2
ûxx - s3K

3
ŵxxx + c4K

4
ûxxxx + s5K

5
ŵ xxxxx) +

    Rhx Kŵx - K2
ûxx -

4
9
K3
ŵxxx +

1
9
K4
ûxxxx +

1
63
K5
ŵxxxxx = 0, ( 6)

这里 K= - h/ 2, R= - 1/ 2# 以 Stokes理论为目标函数,在0 [ kh [ 30范围,模型的优化系数

为:

  c2 = 0. 413 426, c4 = 0. 030 446 8, s3 = 0. 130 874, s4 = 0. 005 227 72# 

对于垂直二维问题, 未知量为 G、�V、�u、�w 、̂u、ŵ , 基本方程为( 1a)、( 1b)、( 1c)、( 4)、( 5)、( 6) ,构

成封闭解# 

文献[ 7]通过对此模型的分析得到了 # ¨ ẑ 项对线性浅化梯度没有贡献的结论, 因此省
略了 #u和#w 项# 该结论对无穷阶级数是正确的# 附录中,给出了级数求逆过程中进行级数

截断和选取任意 ẑ 变量时更一般的结论# 尽管本模型中 #u 和 #w 项对线性浅化梯度没有影

响,却影响局部的垂向速度场以及速度场相对于波面的相位滞后# #u 和 #w 的影响将在第 3

节讨论 Booij反射时加以分析# 

2  数 值方 法

采用有限差分方法进行数值离散# 在由时间步 n求解时间步n+ 1时, G
n
、�V

n
为已知量,需

要确定 �w和�u 和用于时间步进方程( 1a)、( 1b)# 由关系式( 4)和( 5)可以得到用 û、ŵ表达的�u、

�w , 记做:

  A 1 û + B1 ŵ = �u , ( 4)c
  - B1 û + A 1ŵ = �w# ( 5)c

由定义知: �V = �u + �w ¨ G= ( A 1- GxB 1) û+ (B 1+ Gx A 1) ŵ# 底面边界条件(6) 可以写成

矩阵形式: A 2 û+ B 2ŵ = 0# 采用的办法是联立�V 的定义和底面边界条件来求解基本未知量û

和 ŵ , 即,

  
A 1- GxB 1 B 1+ GxA 1

A 2 B2

û

ŵ
=

�V

0
# 
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求得基本未知量 û、ŵ后利用关系式(4)c和(5)c可以得到用于时间步进方程中的�u、�w # 数值

求解过程沿用文献[ 7]的算法# 为了求得 5阶导数, 采用 7点中心差分格式# 对于时程积分,

采用 5阶 Cash_Karp_Runge_Kutta格式# 为了消除高频不稳定因素, 每隔 10~ 20时间步使用一

次Savitsky_Golay 光滑# 

3  计算结果和讨论

为了考察新模型的优点, 这里讨论以下 3个传统的 Boussinesq方程难以模拟的问题: ( a)

波浪从深水到浅水的浅化, 30 \ kh \0. 35 ; ( b) 波浪在不同斜率斜坡上的反射; ( c) 逆流中深

水波的壅塞# 这些算例都涉及到非均匀地形的影响# 算例( a)、( b)仅考察线性特性, 而算例

( c)考虑了非线性的影响# 

算例( a)  波浪浅化是波浪由外海向波浪破碎带传播过程中最重要的波浪演化过程之一# 

考虑光滑底面

h ( x ) = h0-
h0- h1

2
[ 1+ tanh( sin(Px / L ) (1- (2x / L) 2

) ) ] ,   - L
2

[ x [ L
2

# ( 7)

图 1  1/ 20斜坡地形水深

在深水边界 ( x = - 120) , 水深为 h0 = 9. 55 m# 

左边起始段为 20 m水平底面,然后是水平长度为

200 m、满足方程 ( 7)的斜坡段, 最右端是 20 m 的

平底段,水深为 h1 = 0. 036 m, 如图1所示# 空间

和时间步长分别为0. 04 m和 0. 03 s# 波浪周期为

1. 13 s# 在水槽两端 kh 数分别为 30和 0. 35# 图

2给出了不同时刻瞬时波面形状的变化过程, 其

中实线代表由线性 Stokes波理论得到的波峰、波

谷沿程变化,虚线为计算所得的瞬时波面# 数值

计算结果与线性理论符合良好# 

算例( b)  Booij反射实验可用来检验水波模

图 2  在 1/ 20斜坡上波浪线性浅化波面图

型底坡项的作用# 在 Booij( 1983)
[ 9]
的数值模拟中,波浪周期为 2 s,两端平底部分分别为0. 6 m

和0. 2 m# 斜坡的斜率取决于斜坡的长度# 图 3给出了本文计算结果与缓坡模型、修正缓坡模

型和势流 Laplace方程有限元数值解的计算结果的比较, 其中有关模型的计算结果取自 Suh、
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图 3  反射系数随斜坡长度的变化

Lee和 Park( 1997) [ 10] # 结果表明, 忽略速度垂向

分布中 #u和#w项得到的计算结果与Laplace方程

数值解相比存在较大的误差,在级数展开中包含

hx 项可以明显地提高模型的计算精度# 若没有

#u和#w项,反射系数随斜坡长度周期性振荡的基

本特征也被抹平# 引入 #u 和 #w 项后,结果令人

满意# 值得指出的是,这里级数展开和求逆仍然基

于Taylor 展开, hx 定义为小参数并假定 hx < 1# 

算例( c)  数值波流水槽的设置见图 4, 假定

两端水深相同# 首先给出以下几个定义: [ #]WI表示输入的波浪参数; UC表示输入的背景流动

速度; [#] m代表在指定区域对物理量的修正; G和u 是前一时步的计算结果# 本文构造了耦合

的造波、造流及消波、消流方法,各区的计算值更新规则如下:

Ó 造波区+ 消流区

  Gm = CrG
WI
, um = Cru

WI
+ CrUC,   Crx

min
= 0, Crx

max
= 1# 

Ó 左过渡区(消除左侧反射波)

  Gm = CrG+ (1- Cr ) G
WI
, um = Cru + (1 - Cr ) ( u

WI
+ UC) ,

  Crx
min
= 0, Crx

max
= 1# 

Ó 右过渡区(消除右行波)

  Gm = CrG, um = Cru + ( 1- Cr ) UC,   Crx
min
= 1, Crx

max
= 0# 

Ó 造流区
  Gm = 0, um = CrUC,   Crx

min
= 1, Crx

max
= 0# 

图 4  耦合波浪水槽示意图

在每一区段内, Cr 为一光滑函数# 这里给出造流区采用的光滑函数:

  Cr = 1/ 9- 0. 9
30(1- t)

, t = N/ L ,   当 0 < N< L ;

  Cr = 0,   当 N= L ,

其中 L = xmax - xmin是造流区的长度# 首先采用稳定流流过潜堤的模型验证造流的效果# 水

槽计算域为60 m,两端水深为 0. 8 m,堤顶水深为 0. 2 m# 潜堤左侧和右侧的斜率分别为 1/ 50

和1/ 20# 为避免奇点, 尖角处利用多项式光滑# 时间和空间步长分别为 0. 005 s和 0. 02 m# 

Boussinesq模型的计算结果和非线性浅水方程的计算结果几乎完全相符,其原因为对于无波动

的情况 Boussinesq模型退化为非线性浅水方程# 

为了检验耦合造波_造流的效果, 讨论波浪在顺流、静水、逆流中高阶谐波的产生# 在利用

非线性水波模型讨论单一频率线性波输入时,会得到基频波和高频谐波波幅沿波浪传播方向

周期性变化的结果# 在造波区, 水深 0. 4 m, 产生周期为 2. 5 s波高为 0. 084 m 的一阶 Stokes

波# 在造流区产生稳定均匀 Froude 数 Fr = 0. 15的流动# 这种强度的流动将对所产生的谐波
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图 5  顺流、静水和逆流中前三阶谐波波幅分布

(以线型区分: - _- 表示 1 阶, ) ) ) 表示 2 阶, ) ) 表示3 阶;

Chen [5]的结果以离散点标记: r 代表 1 阶, o代表2 阶, p 代表 3阶)

产生显著影响# 数值模拟结果见图 5,其中拍的长度和强度与文献[ 5]中的结果吻合良好# 结

果表明顺流情况下, 基频波和倍频波之间发生强烈的能量交换, 表现为高频波具有较大的波

高,而逆流情况则相反# 这些计算结果表明本文提出的耦合造波_造流方法是准确有效的# 

图 6  一个周期内不同时刻的瞬时波面图(上图)和平均水位的跌落(下图)

(波浪周期为 T = 1. 2 s, 远场流速 Uc = - 0. 16 m/ s )

Chen( 1998)等人[ 11] 回顾了不同 Boussinesq 模型包含波流相互作用的色散关系, 并采用

Pad�[ 4, 4] Boussinesq 模型数值模拟了波流相互作用# 图 6显示的是本模型的计算结果,给出

了一个波浪周期内壅塞点附近的波面# 利用本文建立的高阶 Boussinesq模型, 大波数的反射

波也能被很好地模拟# 由于反射波波数的快速变大和网格尺度的原因,反射波远离壅塞点会

被强烈的耗散# 图 7给出了入射波和反射波波数的分布# 利用线性波浪理论,在逆流环境中

包含 Doppler效应的色散关系为 X+ | kUC | = gktanh( kh) ; 利用非线性浅水方程求解定常流

动,得到当地实际水位和流速, 可以计算得到入射波和反射波的波数; 即图 7中的两支波数分

布的理论曲线# 在 UC足够大的位置, 色散关系具有两个相同的解, 该位置为波浪壅塞点# 在

逆流情况下,反射波的相速度方向与入射波相同, 与能量传播相联系的群速度方向与入射波相

反# 计算结果还表明,与群速度相关的波前运动规律为,波前从造波区出发后沿水槽前行,到
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图 7 波数沿程分布(波高H = 1. 0 @ 10- 4 m ,波周

期 T = 1. 2 s,远场流速 Uc = - 0. 16 m/ s)

达壅塞点后被反射, 但整个过程中波峰始终沿入

射波方向前进# 计算实际波数分布的过程如图 8

所示,实线为瞬时波面图; 利用 Savitsky_Golay( 48,

48, 8)空间滤波分离出低波数的入射波和高波数

的反射波, 结果以点线表示# 在接近波浪壅塞点

附近, 这种分离技术不能很好地识别波数相近的

信号, 会造成波数分布的伪振荡# 利用相邻两个

波峰的距离近似求得两波峰中间点的波数, 其中

对于小于入射波波高千分之一的波浪忽略不计# 

与Stokes波浪理论比较,计算结果令人满意# 对

于实际逆流中波浪的变形, 还需引入波浪破碎模

型,这将在另文中讨论# 

图 8 瞬时波浪的分解(上图中的实线为计算所得波面, 点线为滤波

所得的入射波波面, 下图为滤波所得的反射波波面)

4  结 束语

本文给出了改进底坡项的高阶 Boussinesq模型# 在级数展开中引入一阶坡度项, 可以放

松Boussinesq方程对底面缓坡适用范围的要求# 尽管这种修正没有影响浅化梯度, 却对斜坡

上波浪的反射有了显著改进# 这是由于这两种现象的物理机制不同# 局部的速度垂向分布对

反射的影响远远大过浅化问题# 尽管浅化是波浪在海岸带传播中最重要的现象之一, 当地形

变化剧烈时,反射的重要性也值得注意# 利用本文的修正,高阶 Boussinesq模型可以用于模拟

波浪反射现象# 

利用改进的 Boussinesq模型, 本文也初步研究了波流相互作用现象# 建立了简单可靠的

耦合造波造流水槽# 这将为进一步研究波流相互作用和波浪破碎数值模拟奠定基础# 

附   录

这里对缓坡假定情况下的 Boussinesq 模型进行 Fourier 分析# 方程( 3)给出了速度场的分布, 为了区分缓

坡项的作用,将缓坡项写作:

  
#u S ( z - ẑ ) (Hcos( ( z - ẑ ) ¨ ) #̈ û + Hsin( ( z - ẑ ) ¨ ) ¨ ŵ ) ,

#w S ( z - ẑ ) (Hcos( ( z - ẑ ) ¨ ) ¨ŵ - Hsin( ( z - ẑ ) ¨ ) #̈ û) ,
( A1)

这里Hcos_和Hsin_算子是 cos_和 sin_截断或优化后的形式# 讨论一维问题, 地形函数为 h = h( Dx ) ,其中 D n
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1# 线性控制方程为:

  Gt - w0 = 0; u0t + Gx = 0; wb + hxub = 0# ( A2a, b, c)

仿照Agnon、Madsen 和Sh¾ffer( 1999) [ 12]的推导过程,我们得到一般情况下浅化梯度的表达 C= CS+ $S ,其中 CS

是通过 Stokes 理论得到的线性浅化梯度, 残项 $S 具有如下的表达形式:

  $S =
2k 2h2R

2kh + sinh(2kh)
( 1+ R) [ sinh( (1 + R) kh)Hcosh(- (1+ R) kh) +

    Hsinh(- ( 1+ R) kh)cosh( (1 + R) kh) ] -

    R[ sinh(Rkh)Hcosh(- Rkh) + Hsinh(- Rkh) cosh( Rkh) ] , ( A3)

Hcosh_ 和 Hsin_算子具有同文献[ 12]中 cosh和 sinh 相同的规则# 从该定义知道Hcosh_ 算子对于自变量是偶函

数而Hsin_算子是奇函数# 易知存在两种模式使得 $S = 0 :

1) 模式 1

  
sinh( (1+ R) kh)Hcosh(- ( 1+ R) kh) = Hsinh( ( 1+ R) kh) cosh( (1+ R) kh) ,

sinh( Rkh)Hcosh( Rkh) = Hsinh( Rkh) cosh( Rkh) ,
( A4)

这种模式对应为 # 项中算子取通常 sin_ 和 cos_算子的形式, 也是文献[ 7]得出浅化梯度与 # 项无关的理由# 

2) 模式 2

  
(1 + R) sinh( ( 1+ R) kh)Hcosh( (1 + R) kh) = Rsinh(Rkh )Hcosh( Rkh) ,

(1 + R)Hsinh( ( 1+ R) kh)cosh( (1 + R) kh) = RHsinh(Rkh)cosh( Rkh) ,
( A5)

这种情况对应为 R = - 1/ 2这一选择# 

对于这两种模态,浅化梯度与线性理论一致# 此外,另一特殊选择是 R = 0# 这是通常将基本变量取在

静止水面 Boussinesq 模型的做法# 对于其他模型,浅化梯度将背离线性理论# 值得指出的是以上讨论是基于

无穷级数展开, 对于有限项级数展开的结果还不能给出严谨的证明# 原因是在推导过程中利用了一些双曲

正弦和双曲余弦的关系# 对于有限项截断的模型, 只能对特定的模型进行分析# 检验文献[ 7]中所讨论的有

限项模型,当 Hcos_ 和Hsin_算子与 cos_ 和 sin_算子同为Taylor级数或 Pad�级数的系数展开时, 对于 R = - 1/ 2

的情况, # 项的存在与否不会影响线性浅化梯度# 在对底面边界条件进行优化后这一结论仍然成立# 这也是

本文中优化系数与文献[ 7]一致的原因# 注意本文中优化系数的定义与文献[ 7]中优化系数的定义略有不同,

但是经过化简后,它们是一致的# 
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Higher Order Boussinesq_Type Equations

for Water Waves on Uneven Bottom

WANG Ben_long,  LIU Hua

( Depar tment of En gin eer in g Mechanics , Shan ghai J iaotong Un iv er sity ,

Sha ngha i 200030, P . R . China )

Abstract: Higher order Boussinesq_type equations for wave propagation over variable bathymetry

were derived. The time dependent free surface boundary conditions were used to compute the change

of the free surface in time domain. The free surface velocities and the bottom velocities were connect-

ed by the exact solution of the Laplace equation. Taking the velocities on half relative water depth as

the fundamental unknowns, terms relating to the gradient of the water depth were retained in the in-

verse series expansion of the exact solution, with which the problem was closed. With enhancements

of the finite order Taylor expansion for the velocity field, the application range of the present model

was extended to the not so mild slope bottom. For linear properties, some validation computations of

linear shoaling and Booij. s tests were carried out. The problems of wave_current interactions were a-l

so studied numerically to test the performance of the enhanced Boussinesq equations associated with

the effect of currents. All these computational results confirm perfectly to the theoretical solution as

well as other numerical solutions of the full potential problem available.

Key words: higher order Boussinesq model; wave_current interaction; uneven bottom
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