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摘要: � 选取两种常见赤潮藻类和一种浮游动物, 考虑生态环境的富营养化及赤潮藻类与浮游动

物的相互作用,建立了多种群赤潮藻类的非线性动力学模型�� 首次运用现代非线性动力学理论,

对模型的稳定性及分岔行为进行了研究�� 得到了发生Hopf分岔时的分岔参数值,判断了极限环的

稳定性,并发现了该模型通过准周期分岔产生混沌��
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引 � � 言

海洋中经常发生以浮游藻类或原生生物大量爆发繁殖后急剧死亡为特征的海洋赤潮现

象,特别是近20年来,随着工业化程度的提高, 大量的营养物质(氮、磷、硅等)入海, 造成了生

态环境的富营养化, 致使中国近海每年发生赤潮几十次,损失数十亿元,而且呈逐年增加的趋

势�� 频繁发生的赤潮灾害已严重影响了沿海生态环境和经济的可持续发展, 并给沿岸的海洋

产业, 如渔业、养殖业、旅游业等造成了巨大的经济损失�� 赤潮产生的毒素通过食物链的传递

也严重威胁着人类的生命安全��

目前国内对于赤潮形成机理的研究多侧重于实验分析,或对所建模型进行数值模拟�� 实

验分析有待于理论支持, 而数值模拟则有其本身的缺点,特别是对于充满非线性因素的生态系

统�� 运用非线性动力学理论可对赤潮生态模型进行严密的分析, 可以克服一些不确定因素的

影响, 进而从更本质和更深层次去揭示赤潮的发生、发展和消亡的规律,研究结果对赤潮的预

测和控制也有较大的指导作用��

1 � 模型基本方程的建立

一般认为, 海洋富营养化是造成赤潮爆发的基本条件
[ 1]�� 而赤潮藻类之间的作用对于阐
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明赤潮发生机理也有重要意义�� 本文选取了典型赤潮藻类 � � � 硅藻和甲藻, 在海洋富营养化

的条件下考虑两种藻类之间的相互作用及浮游动物的捕食,参照文献[ 2]建立模型如下:

� �

dP 1

dt
= P1( �1- a11P1- a12P2- a13Z ) ,

dP 2

dt
= P2( �2- a21P1- a22P2- a23Z ) ,

dZ
dt = Z(- �3+ a31P 1+ a32P 2) ,

( 1)

其中 P1、P 2、Z 分别代表硅藻、甲藻及浮游动物的密度, �i ( i = 1, 2) 代表两种藻类的内禀增长

率, �3代表浮游动物的死亡率, a ii ( i = 1, 2) 表示藻类密度制约系数, a12及 a21分别表示两种藻

类之间的相互作用系数, 二者之和( a12+ a21) 表示藻类间的作用率, a13、a23、a31、a32则表示浮

游动物与藻类之间的捕食关系��

参考Azar 等的文献[ 3] ,本文所采用的参数表示如下:

� � �i = aii = 1, a23 = �, a32 = d�, a13 = r, a31 = dr��

其中, 0 < d < 1,并令 a12 = �, a21 = ���

2 � 模型稳定性及分岔行为分析

模型( 1)有 7个平衡点:

( � ) 三种群平衡点只有 1个: S3 = ( P
*
1 , P

*
2 , Z

*
) ,

� � P
*
1 = ( r - dr�- ��+ d�2) / | A | ,

� � P
*
2 = ( dr

2
- dr�- r�+ �) / | A | ,

� � Z
*

= ( ��+ d�- d��- dr + dr�- 1) / | A | ,

系统( 1)的系数矩阵为

� � A =

1 � r

� 1 �

- dr - d� 0

,

� � | A | = d[ r
2
+ �2- ( �+ �) r�]��

( � ) 两种群平衡点有 3个:

� � S101 = ( r , 0, dr - 1) / dr 2
,

� � S011 = (0, �, d�- 1) / d�2,

� � S110 = (1- �, 1 - �, 0) / (1 - ��)��

( � ) 一种群平衡点有 3个:

� � S100 = (1, 0, 0) , S010 = (0, 1, 0) , S000 = (0, 0, 0) ,

均是不稳定的平衡点��

下面着重研究有实际意义的三种群平衡点 S3 = ( P
*
1 , P

*
2 , Z

*
) 的稳定性及其分岔与混

沌�� 为此,需先求出其相应的扰动方程�� 令:

� � x 1 = P 1- P
*
1 , x 2 = P2- P

*
2 , x 3 = Z - Z

* �� ( 2)

将式( 2)带入式( 1) ,则得扰动方程如下:

� � �X = AX + B, ( 3)

其中
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� � X =

x 1

x 2

x 3

, A =

- P
*
1 - �P

*
1 - rP

*
1

- �P *
2 - P

*
2 - �P *

2

drZ
*

d�Z * 0

,

� � B =

- x 1( x 1+ �x 2+ rx3)

- x 2( �x 1+ x 2+ �x 3)

x 3( drx 1+ d�x 2)

��

矩阵 A的特征值决定了S3 的稳定性�� 其特征方程为:

� � �3 + a1�
2
+ a2�+ a3 = 0, ( 4)

其中

� � a1 = P
*
1 + P

*
2 ,

� � a2 = d( r
2
P

*
1 + �2P *

2 ) Z
*
+ (1 - ��) P *

1 P
*
2 ,

� � a3 = ( dr
2
+ d�2- dr��- dr��) P *

1 P
*
2 Z

* ��

由霍尔维茨判据,特征方程的根具有负实部的充要条件为: ai > 0 ( i = 1, 2, 3) 且 a1a2-

a3 > 0,此时 S3 是渐进稳定的�� 当参数取值满足

� � a1a2- a3 = 0, ( 5)

系统将发生 Hopf分岔�� 此时, 特征方程( 4)的两个共轭复数根的实部为零,即有一对纯虚根,

特征方程的根为:

� � �1, 2 = � i�0, �3 = - a1,

其中 �
2
0 = a2��

下面对矩阵 A 施以变化P, 使其有形式

� � P
- 1
AP =

0 �0 0

�0 0 0

0 0 - a1

,

矩阵 P 由矩阵A的 3个特征值所对应的特征向量组成,

P =

( r - 1) P *
1 P

*
2 - �0rP

*
1 rP

*
1 ( P

*
2 - a1) - P

*
1 P

*
2

(1- 1. 5r ) P*
1 P

*
2 - �0rP

*
2 P

*
2 ( P

*
2 - a1) - 1. 5rP*

1 P
*
2

0. 5P*
1 P

*
2 + �20 �0( P

*
1 + P

*
2 ) 1. 5P *

1 P
*
2 - (P

*
1 - a1) ( P

*
2 - a1)

��

为了得到方程的正规型, 做变换

� � X = PY,

其中 � � Y =

y 1

y 2

y 3

��

通过线性代数运算得到:

� � �Y = KY+ D, ( 6)

其中 � � K = P
- 1
AP, D =

D
1
( y 1, y 2, y 3)

D
2
( y 1, y 2, y 3)

D
3
( y 1, y 2, y 3)

,

D
1
( y 1, y 2, y 3) , D

2
( y 1, y 2, y 3) , D

3
( y 1, y 2, y 3) 均为非常复杂的代数表达式��
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其中, ( 6)式右边第 1项为线性项, 第 2项为非线性项, 从这些非线性项中,我们可以计算

出发生Hopf分岔后周期轨道的稳定系数 R c�� 稳定系数 R c为:

R c =
1

16�0
�2D1

�y 2
1
+
�2D1

�y 2
2

�2D1

�y 1�y 2
-
�2D2

�y 2
1

+
�2D2

�y 2
2

�2D2

�y 1�y 2
+

� �
�2D1

�y 2
2

�2D2

�y 2
2

-
�2D1

�y 2
1

�2D2

�y 2
1

+
1
16

�3D1

�y 3
1
+
�3D2

�y 3
2
+
�3D1

� y1�y 2
2
+
�3D2

�y 2
1�y 2

+

� � 1

16a1( a
2
1+ 4�20)

�2D1

�y 1�y 3
(3a

2
1+ 8�

2
0)
�2D3

�y 2
1
+ ( a

2
1+ 8�

2
0)
�2D3

�y 2
2
- 4�0a1

�2D3

�y 1� y2
+

� � 1

16a1( a
2
1+ 4�

2
0)

�2D2

�y 2�y 3
( a

2
1+ 8�20)

�2D3

�y 2
1
+ (3a2

1+ 8�20)
�2D3

�y 2
2
+ 4�0a1

�2D3

�y 1� y2
+

� � 1
16a1( a

2
1+ 4�20)

�2D1

�y 2� y3
+
�2D2

� y1�y 3
2�0a1

�2D3

�y 2
1
- 2�0a1

�2D3

�y 2
2
+ 2a2

1
�2D3

�y 1�y 2
��

稳定系数 Rc的符号决定了周期轨道的稳定性�� R c< 0则周期轨道稳定, R c> 0则周期轨道不

稳定��

3 � 实 例计 算

各参数取值如下:

� � d = 0. 5, �= 1, �= 1. 5, �= 1, �i = aii = 1��

初始值为 P1 = 0. 2, P2 = 0. 6, Z = 0. 03�� 将 r 作为控制分岔参数��

由式( 5)可以算出 r = 5. 486,记为 r f��

此时,可求出 R c = - 0. 05 < 0, 从而可以判定所产生的极限环是稳定的��

然后进行进一步的计算[ 4, 5]发现: 当分岔参数变化时,系统经过不动点的 0环面 T
0和极

限环的1环面 T
1
,接着产生了2环面T

2�� 由理论和实验证实[ 6]
: T

2 � 混沌道路是通有的�� 由

此我们可以看出,方程( 1)所描述的生态系统, 会产生稳定的极限环,并通过准周期分岔导致混

沌��

图 1 � r = 5. 3 时,系统趋于稳定态 � � � � � � 图 2 � r = 6. 0时,系统的 1环面

(初始值为 0. 2, 0. 6, 0. 03)

4 � 数 值模 拟

各参数取值同上,仍将 r 作为分岔参数��

采用四阶 Runge_Kutta方法, 分别计算当 r = 5. 3, 6. 0, 7. 5, 7. 8, 10. 0时, 其仿真结果如图

1~ 6��
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图 3 � r = 6. 0时,系统的 1环面 � � � � � � � � 图 4 � r = 7. 5 时,系统的 1环面

(初始值为 0. 6, 0. 4, 0. 12)

� � 图 5 � r = 7. 8 时,系统的 2环面 � � � � � 图 6� r = 10. 0时,产生的 Vance螺旋混沌

5 � 讨 � � 论

从以上的理论计算以及数值仿真可以看出,当 r 增大时, 系统状态会发生质的变化, 从稳

定态到极限环最后发生混沌�� 精确的数值计算可以得出,当 r = 5. 48时, 系统会发生Hopf分

岔�� 对于极限环稳定性的判断,由稳定系数 Rc < 0知,周期解应该稳定�� 现取不同的初始

值,做数值计算,结果参看图 2与图 3�� 很明显可以看出, 不同的初始值(位于极限环外的初始

点与位于极限环内的初始点) 均趋向于极限环,所以在适当的参数范围内, 系统只存在一个稳

定的1环面极限环�� 当 r 继续增大时,系统会产生 2环面T
2
,继续增大 r 系统出现了Vance螺

旋混沌�� 由 T
2 � 混沌道路是通有的, 判定该模型所描述的生态系统通过准周期分岔产生混

沌��

赤潮藻类非线性动力学模型是用来研究特定海域藻类的时空分布、变化规律,可以定量确

定各种物理、化学、生物等因素对赤潮形成的影响,对解决浮游植物生物量异常增加导致的赤

潮环境问题有重要的指导意义�� 本文运用现代非线性动力学理论对赤潮藻类非线性动力学模

型的分岔及稳定性进行了分析,重点研究了浮游动物对藻类的捕食这一重要因素对藻类非线

性动力学行为的影响,得到了发生Hopf分岔时的参数值,判断了极限环的稳定性, 并发现了该

模型通过准周期分岔产生混沌�� 这些研究结果对于理解藻类种群的复杂动力学行为有很好的

借鉴意义,并有助于建立有效的赤潮预测模型��
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Stability and Bifurcation Behaviors Analysis in a

Nonlinear Harmful Algal Dynamical Model

WANG Hong_li, � FENG Jian_feng, � SHEN Fei, � SUN Jing

( Depar tment of Mechanics and En gin eer in g Measu rement , School of Mechanical En gin eer ing ,

Tianjin Univer sity , T ianjin 300072, P . R . China )

Abstract: A food chain made up of two typical algae and a zooplankton was considered. Based on e-

cological eutrophication, interaction of the algal and the prey of the zooplankton, a nutrient nonlinear

dynamic system was constructed. Using the methods of the modern nonlinear dynamics, the bifurca-

tion behaviors and stability of the model equations by changing the control parameter r were dis-

cussed. The value of r for bifurcation point was calculated, and the stability of the limit cycle was a-l

so discussed. The result shows that through quasi_periodicity bifurcation the system is lost in chaos.

Key words: harmful algal bloom; population dynamics; Hopf bifurcation; normal form; stability;

chaos
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