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摘要:  借助极限系统理论和构造适当的 Liapunov函数, 对带有一般接触率和常数输入的 SIR 型和

SIRS 型传染病模型进行讨论# 当无染病者输入时, 地方病平衡点存在的阈值被找到# 对相应的

SIR模型, 关于无病平衡点和地方病平衡点的全局渐近稳定性均得到充要条件; 对相应的 SIRS 模

型,得到无病平衡点和地方病平衡点全局渐近稳定的充分条件# 当有染病者输入时, 模型不存在

无病平衡点# 对相应的 SIR模型,地方病平衡点是全局渐近稳定的;对相应的 SIRS 模型, 得到地方

病平衡点全局渐近稳定的充分条件# 
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引   言

在现实生活中, 传染病广泛存在# 利用数学模型分析和研究传染病的传播已是数学应用

的一个重要领域# 通常将总种群 (N ) 分为 3个子种群(类) : 易感类( S ) , 染病类( I ) 和恢复类

(免疫类) ( R )# 由 Kermack和McKendrick建立的 SIR传染病模型是大多数传染病模型的基础

( [ 1] )# 传统的传染病模型通常用标准传染率 BSI / N 或双线性传染率 BSI ( [ 2, 3] ) # 

在本文中, 假设疾病的传染率为 B(N ) SI , 其中传染系数 B(N) 满足下列条件( [ 4] ) :

  B(N ) > 0, Bc(N) [ 0, B(N )N c \ 0,

和

  Bc(N ) 2
+ ( B(N )N)c 2

> 0# 

易知, B(N ) = K/ N 和B(N ) = K都满足对B(N ) 的假设,它们分别对应于标准传染率和双线性

传染率# 假设疾病的传播机制如图 1# 

图1中 S = S ( t ) , I = I ( t ) 和 R = R ( t) 分别表示易感类, 染病类和恢复类在 t时刻的

数量# N = N ( t) 表示总种群在 t时刻的数量, N( t ) = S( t ) + I ( t ) + R( t )# A( A > 0) 表示

对总种群的常数输入率, a、b 和 c( a > 0, b \ 0, c \ 0, a + b + c = 1) 分别表示对易感类、染
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图 1 疾病的传播机制

病类和恢复类的输入比例# d ( d > 0) 表示各类

的自然死亡率, A( A> 0) 表示染病类的因病死亡

率, C( C> 0) 表示染病类的恢复率, : ( : \0)表示

恢复者的免疫失去率# : > 0意味着恢复者的免

疫力是暂时的, : = 0意味着恢复者具有永久免疫

力# 

在以上假设下, 疾病的传播模型可写为:

Sc = aA - B(N ) IS - dS + :R,

Ic= bA + B(N ) IS - ( d + C+ A) I ,

Rc = cA + CI - ( d + : ) R# 

( 1)

由于 N = S + I + R , 因此从( 1)可得:

  Nc = A - dN - AI# ( 2)

将 S = N - I - R 代入( 1)中的第二个方程,则由( 1)中的后两个方程和( 2)有:

  

Ic = bA + I B(N ) (N - I - R) - ( d + C+ A) ,

Rc = cA + CI - ( d + : ) R ,

Nc = A - dN - AI# 

( 3)

当 : = 0时,系统( 1)是SIR型的# 当 : > 0时, 系统( 1)是SIRS型的# 通常 SIR模型适用于

由病毒传播而导致的流行病,而 SIRS模型适用于由病菌传播而导致的流行病# 当 c = 0、: = 0

且 B(N ) 为常数时, (1) 对应的模型在[ 5] 中已作讨论# 在本文,我们将分两种情形: b = 0和

b > 0来考虑系统(3)# b = 0意味着没有染病者输入, 而 b > 0则意味着有染病者输入到种群

内# 

1  情形: b = 0

b = 0意味着对种群的输入不含有染病者, 即对种群的输入或是易感者或是恢复者# 这

时, a + c = 1# 对此情形, 系统( 3)变为

  
Ic = I B(N ) (N - I - R) - ( d + C+ A) ,

Rc = cA + CI - ( d + : ) R ,

Nc = A - dN - AI# 

( 4)

定理 1. 1  对系统( 4) , 下列结论成立# 

1) 当 I ( 0) = 0时, 对任意 t > 0恒有 I ( t ) = 0,且lim
t y ]

R( t) = cA/ ( d + : ) , lim
t y ]

N ( t) =

A/ d# 

2) 当 I (0) > 0, 对任意 t > 0恒有 I ( t ) > 0, 且

  8 = ( I , R , N ) : I \ 0, R > 0, I + R < N [ A/ d

是系统( 4)的正不变集# 

3) 记 R0 = B( A / d)#( A / d)# ( : + (1 - c) d) / ( d + C+ A) ( d + : ) # 系统(4) 总有无病

平衡点 P0(0, cA / ( d + : ) , A / d)# 同时, 当且仅当 R 0 > 1 时系统(4) 有唯一地方病平衡点

P
*
( I

*
, R

*
, N

*
) , 其中

  I
*
=

A - dN
*

A , R
*
=

( Ac + C) A - CdN
*

A( d + : ) ,
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N
* 是方程

  B(N ) ( A+ d ) ( d + : ) + Cd N - ( d + : + Ac + C) A =

    A( d + : ) ( d + C+ A)

在区间 (0, A / d ) 内的唯一根# 

证明  定理 1. 1的 1)和 2)容易证得, 故证明略去# 

3) 易知系统( 4)总有无病平衡点 P0(0, cA / ( d + : ) , A / d)# 系统( 4)的地方病平衡点由方

程组

  

B(N) (N - I - R ) - ( d + C+ A) = 0,

cA + CI - ( d + : ) R = 0,

A - dN - AI = 0

( 5)

来确定# 由( 5)的后两个方程可得:

  I =
A - dN

A , R =
( Ac + C) A - CdN

A( d + : ) # ( 6)

将( 6)代入到( 5)中的第一个方程,并整理即得:

  B(N ) ( A+ d ) ( d + : ) + Cd N - ( d + : + Ac + C) A =

    A( d + : ) ( d + C+ A)# ( 7)

记 f ( N) = B(N ) ( A+ d) ( d + : ) + Cd N - ( d + : + Ac + C) A # 由于 f ( A / d) =

B( A / d )#( AA / d)# : + (1- c) d ,因此 R0 > 1等价于 f ( A / d) > A( d + : ) ( d + C+ A)# 由

Bc(N ) [ 0和 NB(N ) c \0知 f ( N ) 是单调不减的# 同时 B(N ) > 0意味着对于充分小的N

有 f ( N) < 0# 因此,当且仅当 R0 > 1时(7) 在(0, A / d) 内有唯一根 N
* # 将N = N

* 代入到

(6) ,即得 I
*
, R

* # 证毕# 

1. 1  SIR模型的全局渐近稳定性

当 : = 0时, 系统( 4)是 SIR型的, 即

  
Ic = I B(N ) (N - I - R) - ( d + C+ A) ,

Rc = cA + CI - dR,

Nc = A - dN - AI# 

( 8)

为了方便讨论( 8)的全局渐近稳定性,引入下面两个引理:

引理 1. 2  设 X> H> 0,记 h( u) = B( u) ( u - X) - H B( X) - B( u) ,则对 N > 0且

N X X有H (N ) = Q
N

X
h( u) du > 0; 对 u > 0且 u X X有( u - X) h( u) > 0# 

证明  易知 h ( u) 可改写为

  h( u) = B( u) u - ( X- H) B( u) - HB( X)# 

由于 Bc( u ) [ 0, B( u) u c \ 0且 Bc( u) 2
+ ( B( u) u)c 2

> 0对于 u > 0,所以 hc( u) > 0

对于 X > H> 0# 又 h ( X) = 0, 因此引理 1. 2成立# 证毕# 

引理 1. 3[ 6]  考虑系统

  xc = f ( t , x ) , ( 9)

和

  xc = g ( x ) , ( 10)

其中 f 和g 对x I R
n 是连续的,且满足局部Lipschitz条件# 对 t > 0,系统(9) 和(10) 的解均

存在,同时lim
t y ]

f ( t , x ) = g( x ) 对 x I R
n一致成立# 如果(9) 的解有界,且极限系统(10) 的平
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衡点 P 是全局渐近稳定的,则对(9) 的任意解 x ( t ) 都有l im
t y ]

x ( t ) = P# 

定理 1. 4  对于系统( 8) , 当 R0 [ 1时, 无病平衡点 P0是全局渐近稳定的;当 R0 > 1时,

地方病平衡点 P
*
是全局渐近稳定的 # (这里由于 : = 0, a = 1 - c, 故 R 0 = ( aA/ d) #

B( A / d) / ( d + C+ A) # )

证明  记 X = R + N ( C/ A) , 则由( 8)的后两个方程可得:

  Xc= A c +
C
A

- dX# ( 11)

易知( 11)在初始条件 X (0) = X 0下的解是

  X ( t) = e- dtX 0+ �X (1- e- dt
) ,

其中 �X = (A / d ) ( c + C/ A)# 这时有

  R( t) = -
C
AN( t) + e

- dt
X 0+ �X (1 - e

- dt
)# ( 12)

将( 12)代入到( 8)中的第一个方程, 则得以( 8)的等价系统:

  
Ic = I B(N ) 1+

C
A

N - I - e- dtX 0- �X (1- e- dt
) - ( d + C+ A) ,

Nc = A - dN - AI# 
( 13)

易知, ( 13)有极限系统:

  
Ic = I B(N ) 1+

C
A

N - I - �X - ( d + C+ A) = : F ( I , N ) ,

Nc = A - dN - AI = : G( I , N )# 
( 14)

根据引理 1. 3,可通过考虑( 14)的全局渐近稳定性来获得( 8)的全局渐近稳定性# 

直接计算可知, 系统( 14)总有平衡点 �P 0(0, A / d) , 当 R 0 > 1 时还有正平衡点 �P *
( I
*
,

N
*
) (其中 I

*
, N

* 在定理 1. 1中定义)# 

通过讨论( 14)在平衡点 �P0和 �P
* 处的线性化系统,可知: �P 0当 R0 < 1时是局部渐近稳定

的,当 R0 > 1时是不稳定的,当 R0 = 1时是高阶平衡点; �P
*
当 R0 > 1时是局部渐近稳定的# 

因为

  5
5I

F
I

+
5
5N

G
I

= - B(N) - d
I
< 0,

所以( 14)在区域 8内没有周期解# 因此,当 R0< 1时�P 0是全局渐近稳定的,当 R0 > 1时�P *

是全局渐近稳定的# 

为了证明当 R0 = 1时 �P 0 的全局稳定性, 将( 14)改写如下:

  
Ic = I B(N ) 1+

C
A

N -
A
d

- I +
aA
d

B(N ) - B
A
d

,

Nc = - d N -
A
d

- AI ,
( 15)

其中用到 d + C+ A= ( aA / d )#B( A / d ) ,这是因为 R0 = 1# 

构造 Liapunov函数

  V( I , N ) =
A2I
A+ C

+ Q
N

A / d
B( u) u -

A
d

-
AaA

d ( A+ C)
B

A
d

- B( u) du,

则 V( I , N ) 沿系统(15) 关于 t 的导数为

  d V
dt (15)

= -
A
2
I
2

A+ C
B(N) - d N -

A
d

B(N) N -
A
d

-
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    AaA
d( A+ C)

B
A
d

- B(N ) # 

在引理 1. 2中,取 X= A/ d 和H= AaA / ( d ( A+ C) ) ,则由引理1. 2, 函数 V( I , N ) 是正定

的, dV/ dt | (15) 是负定的# 因此(14) 的平衡点 �P 0当 R0 = 1时是全局渐近稳定的# 

根据定理 1. 1的 2) , 系统( 8)的解是有界的, 即( 13)的解是有界的# 因此, 由引理 1. 3,

当 R0 [ 1时无病平衡点 P 0是全局渐近稳定的, 当 R0 > 1时地方病平衡点 P
*
是全局渐近稳

定的# 证毕# 

1. 2  SIRS模型的稳定性

在这一节,将考虑 SIRS模型( 3)当 b = 0时的稳定性# 这时模型(3) 对应于 : > 0时的系

统( 4)# 

定理 1. 5  对于系统( 4) ,无病平衡点 P 0当R 0< 1时是全局渐近稳定的, 当R0 > 1时是不

稳定的# 

证明  由系统( 4)在无病平衡点 P0处的线性化系统,易知 P0当 R0 < 1时是渐近稳定的,

当 R0 > 1时是不稳定的# 

令 V = I ,则 V 沿着( 4)的导数为

  Vc | (4) = I B(N ) (N - I - R) - ( d + C+ A) [

    I B(N )N - RB(N) - ( d + C+ A) # 

由( 4)中的第二个方程可知,对于任意的正数 D, 都存在T > 0, 使得当 t > T 时, R \ cA / ( d +

: ) - D,因此,当 t > T 时有

  Vc | (4) [ I B(N )N -
cA

d + :
B(N ) + DB(N ) - ( d + C+ A) # 

由于 Bc(N ) [ 0, B(N )N c \ 0和 N [ A / d , 所以

  Vc | (4) [ I B
A
d

A
d
-

cA
d + :

- ( d + C+ A) + DB(N ) =

    ( d + C+ A) ( R0- 1) + DB(N )
d + C+ A

I# 

当 R0 < 1时,可以取 D> 0充分小,使( R0- 1) + DB(N) / ( d + C+ A) < 0# 又由于 P0

是(4) 在集 ( I , R , N ) : Vc = 0 上的唯一平衡点# 因此, 由LaSalle不变集原理( [ 7] ) , 当R 0<

1时无病平衡点 P0 是全局渐近的# 证毕# 

定理 1. 6  对于系统( 4) ,地方病平衡点 P
*
只要存在, 则它一定是局部渐近稳定的# 当

R0 > 1且 A [ d + 2: 时,地方病平衡点 P
*
是全局渐近稳定的# 

证明  通过直接计算,可得( 4)在 P
* 处的 Jacobi矩阵为

J ( P
*
) = ( j ij ) =

  
- B(N*

) I
*

- B(N *
) I

*
I
*

( B(N *
)N

*
)c- ( I

*
+ R

*
) Bc(N*

)

C - ( d + : ) 0

- A 0 - d

# 

根据对 B(N ) 的假设, 有 j ii < 0( i = 1, 2, 3) , j 12j 21 < 0, j 13j 31 [ 0, j 23 = j 32 = 0, 因此,

J ( P
*
) 是符号稳定的( [ 8] ) ,即对SIRS模型地方病平衡点 P

* 是局部渐近稳定的# 

为了证明 P
* 的全局渐近稳定性,将( 4)改写为:
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Ic = I B(N ) (N - N
*
) - S

*
B(N

*
) - B(N) -

  B(N) ( I - I
*
) - B(N) (R - R

*
) ,

Rc = C( I - I
*
) - ( d + : ) ( R - R

*
) ,

Nc = - d (N - N
*
) - A( I - I

*
) ,

( 16)

其中 S
*
= N

*
- I

*
- R

* # 

考虑 Liapunov函数

  V( I , R, N) = A I - I
*
- I

* ln
I

I
* +

A
2C

#B(N )#( R - R
*
)
2
+

    Q
N

N
* B( u) ( u - N

*
) - S

*
B(N

*
) - B( u) du,

则有 V( I , R , N) 沿着系统( 16)的导数

  d V
dt (16)

= - AB(N ) ( I - I
*
)
2
+

A
2C

#Bc(N )Nc | (16) -
A( d + : )

C
#B(N) @

    ( R - R
*
)
2
- d(N - N

*
) B(N) (N - N

*
) - S

* B(N*
) - B( N) # 

注意到

  A
2C

#Bc(N )Nc | (16) -
A( d + : )

C
#B(N ) =

    A
2C

#Bc(N ) ( A - dN - AI ) -
A( d + : )

C
#B(N) =

    A
2C

#Bc(N )#A - A
C

1
2
Bc(N ) ( dN + AI ) + ( d + : ) B(N ) # 

由于 Bc(N ) [ 0, N \ I , 且 A [ d + 2: , 于是有

  A
2C

#Bc(N )Nc | (16) -
A( d + : )

C
#B(N ) [

    A
2C

#Bc(N )#A - A
C

( d + A)
2

Bc(N )N + ( d + : ) B(N ) [

    A
2C

#Bc(N )#A - A( d + : )
C

B(N )N c< 0# 

因此,

  d V
dt (16)

[ - AB(N ) ( I - I
*
)
2
+

A
2C

#Bc(N )#A -

    A( d + : )
C

# B(N )N c ( R - R
*
)
2
- d( N - N

*
) @

    B(N ) (N - N
*
) - S

* B(N *
) - B(N ) # 

由引理1. 2, V( I , R , N ) 是正定的, 而 dV/ dt | (16) 是负定的# 因此,当 A [ d + 2: 时,系

统(4) 的地方病平衡点 P
* 是全局渐近稳定的# 证毕# 

2  情形: b > 0

b > 0意味着对种群的输入含有染病者# 对此情形, 我们有下列结论:

定理 2. 1  设 b > 0# 系统(3) 总不会有无病平衡点,但总有地方病平衡点 P
*
( I
*
, R

*
,

N
*
) , 其中

  I
*
=

A - dN
*

A , R
*
=

( Ac + C) A - CdN
*

A( d + : ) ,
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N
* 是方程

  B(N ) ( A+ d ) ( d + : ) + Cd N - ( d + : + Ac + C) A =

    A( d + : ) ( d + C+ A) -
AbA

A - dN

在区间 (0, A / d ) 内的唯一解# 

证明  当 b > 0时,易知( 3)没有无病平衡点,而地方病平衡点由方程组

  

B(N) (N - I - R ) - ( d + C+ A) +
bA
I
= 0,

cA + CI - ( d + : ) R = 0,

A - dN - AI = 0,

( 17)

来确定# 由( 17)的后两个方程,可得:

  I =
A - dN

A
, R =

( Ac + C) A - CdN
A( d + : )

# ( 18)

将( 18)代入到( 17)中的第一个方程,得:

  B(N ) ( A+ d ) ( d + : ) + Cd N - ( d + : + Ac + C) A =

    A( d + : ) ( d + C+ A) -
AbA

A - dN
# ( 19)

记

  f ( N ) = B(N ) ( A+ d) ( d + : ) + Cd N - ( d + : + Ac + C) A ,

  g(N ) = A( d + : ) ( d + C+ A) -
AbA

A - dN
# 

由于 Bc(N ) [ 0, NB(N ) c \ 0, 于是 f ( N ) 是单调不减的# 同时

  f A
d

= B
A
d

# AA
d

# : + (1- c) d ,

并且当N充分小时有f ( N ) < 0# 又 g(N ) 是严格单调递增的, 且 g(0) > 0, lim
N y ( A / d )

-
g (N ) = -

] # 因此, (19) 在区间(0, A / d ) 内总有根N
* # 将N = N

* 代入到(18) , 得 I
* 、R* # 证毕# 

定理 2. 2  对SIR模型,即 : = 0,系统(3) 的地方病平衡点 P
* 是全局渐近稳定的# 

证明  当 : = 0时, ( 3)变为

  

Ic = bA + I B(N ) (N - I - R) - ( d + C+ A) ,

Rc = cA + CI - dR,

Nc = A - dN - AI# 
( 20)

类似于定理 1. 4的证明, 对( 20)也有 lim
t y ]

( R + ( C/ A)N ) = �X (�X 在定理 1. 4中定义)# 并

且可以通过考虑极限系统

  
Ic = bA + I B(N ) 1 +

C
A N - I - �X - ( d + C+ A) = F ( I , N ) ,

Nc = A - dN - AI = G( I , N )

( 21)

来获得( 20)的全局稳定性# 

易证�P *
( I
*
, N

*
) 是(21) 的唯一正平衡点# 通过讨论(21) 在 �P * 处的线性系统易知�P *

是局部渐近稳定的# 

由于

  5
5I

F
I

+
5
5N

G
I

= -
bA

I
2 - B( N) -

d
I
< 0,

365一类带有一般接触率和常数输入的流行病模型的全局分析



因此, ( 21)没有周期解, 即 �P * 是全局渐近稳定的# 

系统( 20)解的有界性是显然的# 于是, 由引理 1. 3,定理 2. 2成立# 证毕# 

定理2. 3  对SIRS模型,即 : > 0,系统(3) 的地方病平衡点P
* 是局部渐近稳定的# 当 A

[ d + 2: 时,地方病平衡点 P
*
是全局渐近稳定的# 

证明  直接计算,可得( 3)在 P
* 的 Jacobi矩阵

J ( P
*
) = ( j ij ) =

  

- B(N*
) I
*
-

bA

I
* - B(N*

) I
*

I
*

( B(N *
)N

*
)c- ( I

*
+ R

*
) Bc(N*

)

C - ( d + : ) 0

- A 0 - d

# 

类似于定理 1. 6的证明,可证得: P
*
是局部渐近稳定的# 

为了证明 P
* 的全局渐近稳定性,改写( 3)为:

  

Ic = I B(N ) (N - N
*
) - S

* B(N*
) - B(N) -

  B(N) ( I - I
*
) - B(N) (R - R

*
) -

bA ( I - I
*
)

I
* ,

Rc = C( I - I
*
) - ( d + : ) ( R - R

*
) ,

Nc = - d (N - N
*
) - A( I - I

*
) ,

( 22)

其中 S
*
= N

*
- I

*
- R

* # 

设

  V( I , R, N) = A I - I
*
- I

* ln I
I
* +

A
2C

#B(N )#( R - R
*
)
2
+

    Q
N

N
* B( u) ( u - N

*
) - S

* B(N *
) - B( u) du,

则 V( I , R , N ) 沿着(22) 的导数 d V/ dt 为

  d V
dt (22)

= - AB(N ) + bA
I#I * ( I - I

*
)
2
+

    A
2C

#Bc(N)Nc- A( d + : )
C

#B(N ) (R - R
*
)
2
-

    d( N - N
*
) B(N ) (N - N

*
) - S

* B(N *
) - B(N ) # 

类似于定理 1. 6的证明,有

  d V
dt (22)

[ - AB(N ) ( I - I
*
)
2
+

A
2C

#Bc(N )#A -

    A( d + : )
C # B(N )N c ( R - R

*
)
2
- d( N - N

*
) @

    B(N ) (N - N
*
) - S

* B(N *
) - B(N ) # 

根据引理 1. 2, V( I , R, N ) 是正定的,而 dV/ dt | (22) 是负定的# 因此,当 A [ d + 2: 时,

系统(3) 的地方病平衡点 P
* 是全局渐近稳定的# 证毕# 
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Global Analysis of Some Epidemic Models With General

Contact Rate and Constant Immigration

LI Jian_quan1, 2,  ZHANG Juan1,  MA Zhi_en1

( 1. Depa rtm ent of Applied Mathem atics , Xi. an Jia oton g Un iver sity ,

Xi. an 710049, P . R . China ;

2. Telecomm unication Engineer ing In stitute , Air For ce Engineer in g Un iver sity ,

Xi. an 710077, P . R . China )

Abstract: An epidemic models of SIR type and SIRS type with general contact rate and constant im-

migration of each class were discussed by means of theory of limit system and suitable Liapunov func-

tions. In the absence of input of infectious individuals, the threshold of existence of endemic equilibr-i

um is found. For the disease_free equilibrium and the endemic equilibrium of corresponding SIR mod-

el, the sufficient and necessary conditions of global asymptotical stabilities are all obtained. For corre-

sponding SIRS model, the sufficient conditions of global asymptotical stabilitiese of the disease_free e-

quilibrium and the endemic equilibrium are obtained. In the existence of input of infectious individuals,

the models have no disease_free equilibrium. For corresponding SIR model, the endemic equilibrium is

globally asymptotically stable; for corresponding SIRS model, the sufficient conditions of global asymp-

totical stability of the endemic equilibrium are obtained.

Key words: epidemic models; equilibrium; global asymptotical stability; limit system
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