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摘要:  研究非线性离心力对刚_柔耦合系统的大范围姿态运动的影响# 首先从离心力势场的概念

出发,推导了刚_柔耦合系统的非线性模型; 然后通过近似计算分析了非线性离心力对系统姿态运

动的动态效应;最后, 在只有系统姿态与姿态速率测量值的条件下,基于能量范数选择 Liapunov 函

数,证明了采用 PD反馈控制律能够确保大角度姿态机动过程的稳定性# 
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引   言

刚_柔耦合系统的动力学与控制问题是国际学术界极为关注的前沿研究课题[ 1]# 1987年

Kane等研究表明[ 2] ,直接套用结构动力学对弹性变形假设的传统模型[ 3, 4]实际上忽略了因刚_柔

耦合引起的所谓/动力刚化0效应,因此从更严谨的角度研究刚柔耦合作用就显得尤其必要# 文

献[ 5]分析了考虑刚_柔耦合的非约束模态特性,但是在挠性附件运动方程中仅考虑了姿态运

动的切向惯性力耦合影响# MÊrgul进一步计及了姿态运动对柔性附件的非线性科氏力耦合影

响
[ 6]
,并设计出边界控制律# 但是 Bloch等学者指出

[ 7]
, 上述动力学模型在大角度快速机动期

间将会出现分叉现象,与实际工程不符,并认为其根本原因在于没有考虑姿态运动的非线性离

心力耦合效应# 文献[ 8]和文献[ 9]进一步分析了考虑离心力效应的非线性系统的动态特性,

特别是胡振东、洪嘉振基于离心力势能概念导出受刚体运动影响的弹性梁的拟线性方程[ 9] ,并

分析了大范围姿态运动为恒速时变形运动的模态及频率特性# 

从上述文献调研可以看出,目前大多数学者一般只考虑大范围运动对柔性运动的耦合作

用,并且假设大范围姿态角速度为恒定值# 然而航天器控制等实际工程往往更关心的是大范

围姿态运动的动、静态特性,鉴于未来航天器任务对姿态控制的要求将越来越高,从更精细的

角度来研究柔性多体结构的动力学与控制就显得尤其必要# 因此,本文将沿用文献[ 9]的离心
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力势场概念,首先推导平面型刚_柔耦合系统的非线性模型; 然后通过近似计算分析非线性离

心力对系统姿态运动的动态效应;最后, 在仅有系统姿态与姿态速率测量值的条件下, 基于函

数空间方法,研究大角度姿态机动控制的稳定性# 

1  非线性耦合模型

如图 1所示,设系统由中心刚体和柔性附件组成,柔性附件为变形之前长 L、横截面积 A、

质量密度 Q的等截面均匀梁, 根部同刚体固连,端部自由# 该系统可以相对于通过质心 O的

固定转轴转动# 以柔性梁未变形时中轴线与中心刚体转轴的交点 O为原点分别建立两个右

手直角坐标系:参考系N = ( O, e1, e2, e3) 和惯性主轴体坐标系B = ( O, b1, b2, b3)# 系 B的

b1轴同柔性梁未变形时的中轴线相重合, b3轴同系统转轴相重合# 设 IR = diag( I1, I2, I 3) 为

刚体部分的惯量矩阵, H为系B 相对于系N 的转角, 当 H= 0时系 B 与系N 相重合, 系 B 相对

于系 N 的角速度矢量为 X( t ) = ÛH( t ) b3# 

图 1 刚柔耦合系统示意图

对于单位长度的微元 dm ,设 l为拉格朗日空

间变量, 表示梁变形之前微元相对于梁根部的距

离,满足 0 [ l [ L# 记横向弯曲变形为 M, 则微

元绝对位置向量、速度向量和加速度向量在体系

的表示分别为

  r = ( R + l) b1+ M( l , t ) b2, ( 1)

  Ûr = - ÛHMb1 + [ ÛM+ ÛH( R + l) ] b2, ( 2)

  &r = [- &HM- 2ÛHÛM- ÛH2( R + l) ] b1+

    [ &M+ &H( R + l) - ÛH2M] b2# ( 3)

系统的动能为

  K =
1
2

I3ÛH2+
1
2
QAQ

L

0
Ûr # Ûrdl =

    1
2

I 3ÛH2+
1
2
QAQ

L

0
ÛH2M2+ [ ÛM+ ÛH( R + l) ]

2 dl# ( 4)

系统的势能包括弯曲应变能和变形体在离心力势场中所具有的势能

  U =
1
2

EJQ
L

0

52M
5 l
2

2

dl +
1
2
QAÛH2Q

L

0
R( L - l ) +

1
2

( L
2

- l
2
) M2ldl# ( 5)

控制力矩等外力矩所做功的变分为

  DW = TDH# ( 6)

于是应用Hamilton变分原理

  Q
t
2

t
1

(DK - DV + DW)dt = 0 ( 7)

及其边界条件

  
M(0, t ) =

5M
5l

(0, t ) = 0,

52M
5l
2 ( L , t ) =

53M
5 l

3( L , t ) = 0# 
( 8)

容易推导出考虑离心力效应的大范围姿态运动方程
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IS&H+ 2QAÛHQ

L

0
MÛMdl + QAQ

L

0
( R + l) &Mdl = T ,

IS = I 3+ QAQ
L

0
[ ( R + l )

2
+ M2] dl + QAQ

L

0
R( L - l) +

1
2

( L
2
- l

2
) M2ldl ,

( 9)

与柔性悬臂梁的弯曲振动方程

  QA&M+ EJMllll = - QA&H( R + l) + QAÛH2M+

         QAÛH2 55l
Ml R ( L - l) +

1
2

( L
2
- l

2
) # ( 10)

2  离心力对姿态运动的耦合影响计算

2. 1  近似计算方法
令

  N=
l
L

, y =
M
L

, B=
EJ

QAL
4 , a =

R
L

, C= QAL
3# 

对耦合方程组进行无量纲化处理, 并视 y , Ûy , &y 为小量,忽略小量的二次及二次以上项,方程

( 9)、( 10)化为

  I3 + C a
2

+ a +
1
3

&H+ CQ
1

0
( a + N) &ydN= T , ( 11)

  &y + B2yNNNN = - &H( a + N) + ÛH2y - ÛH2yN( a + N) +

        ÛH2yNN a(1 - N) +
1
2

(1 - N2) # ( 12)

采用假设振型法进行计算,考虑前两阶振型, 令

  y = <T ( N) q( t ) = ( <1( N) , <2( N) )
q 1( t )

q 2( t )
, ( 13)

其中   <1 = 6N2- 4N3+ N4, <2 = -
163
91
N2+

412
91
N3-

661
182

N4+ N5# 

将式( 13)代入姿态运动方程( 11) ,可得

  I3 + C a
2

+ a +
1
3 &H+ CQ

1

0
( a + N) <

T
dN&q = 0# ( 14)

同样,将式( 13)代入弯曲振动方程( 12) ,两边左乘 <, 并对空间积分可得

  Q
1

0
( a + N) <dN&H+ Q

1

0
< <TdN&q + K22q = 0# ( 15)

其中

  K22 = B2Q
1

0
< <TNNNNdN- B2 X2Q

1

0
< <TdN+

     B2 X2Q
1

0
< <TN( a + N)dN- B2X2Q

1

0
< <TNN a(1- N) +

1
2

(1- N2) dN# 

设 Z = ( H, q)
T
, 则有

  M&Z+ KZ = B0u , ( 16)

其中

  M =

I 3+ C a
2
+ a +

1
3

CQ
1

0
( a + N) <TdN

Q
1

0
( a + N) <dN Q

1

0
< <TdN

,
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  K =
0 0

0 K22
, u = T , B0 =

1

0
# 

进一步设 X = ( Z, ÛZ )
T
, 最后将方程( 16)化成如下的

  ÛX = AX + Bu, ( 17)

其中

  A =
0 0

- M
- 1
K 0

, B =
0

- M
- 1
B0

,

这样就可以利用 Runger_Kutta法进行仿真计算# 

2. 2  算例

算例 1  考虑柔性梁为板型的情况,梁的横截面为 1 m @ 0. 01 m,初始条件为 H= ÛH= 0,

q 1 = q2 = 0. 001, Ûq 1 = Ûq2 = 0. 001# 

1) 首先取 L = 10, 计算 20 s的动态响应,计算结果如图 2、图 3、图 4所示# 图2为大范围

姿态角响应曲线,图 3为姿态角速度响应曲线,图 4为柔性梁自由端位移响应曲线# 

( a) Timoshenko 梁; ( b) Euler 梁;       ( a) T imoshenko 梁; ( b) Euler梁;

( c) 离心力效应力 ( c) 离心力效应力

 图 2  姿态角响应 H/ (b)      图 3  姿态角速度响应 H/ (b)

( a) Timoshenko 梁; ( b) Euler 梁;       ( a) T imoshenko 梁; ( b) Euler梁;

( c) 离心力效应力 ( c) 离心力效应力

图 4  梁自由端位移响应M/m      图 5  梁长 L = 10 角速度响应

容易看出:

¹ 由于刚柔耦合作用,大范围姿态运动不可能保持严格的恒定角速度,因此目前大多数
文献以角速度为恒值作为基本假设并不科学;
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º 考虑离心力效应的梁模型,由于离心效应使得梁的刚度变大,从而振动频率变高与中

心刚体转动相耦合, 使其角速度变化频率变大# 图 2说明由于离心力效应, 姿态角的变化幅度

明显增大# 

2) 为了更全面地考察离心力对姿态运动的影响特性,图5、图6、图 7所示为长时间计算结

果# 其中图 5为梁长 L = 10时姿态角速度 600 s响应情况, 图 6为梁长 L = 3时姿态角速度

200 s响应情况,图 7为梁长 L = 1. 5时姿态角速度120 s响应情况# 经过对长时间的仿真计算

进行比较可以看出, 考虑离心力效应时角速度振动幅度有所衰减# 当梁的长度较小时,考虑离

心力效应的角速度振动幅度衰减变得十分明显# 

( a) Timoshenko 梁; ( b) Euler 梁;       ( a) T imoshenko 梁; ( b) Euler梁;

( c) 离心力效应力 ( c) 离心力效应力

 6 梁长 L = 3 角速度响应        图 7 梁长 L = 1. 5 角速度响应

( a) Timoshenko 梁; ( b) Euler 梁;       ( a) T imoshenko 梁; ( b) Euler梁;

( c) 离心力效应力 ( c) 离心力效应力

 图 8  梁长 L = 10 角速度响应(算例 2)     图 9 梁长 L = 1. 8 角速度响应(算例 2)

算例 2  考虑柔性梁为杆型的情况, 梁的横截面为 0. 1 m@ 0. 1m, 初始条件仍然为 H= ÛH
= 0, q1 = q2 = 0. 001, Ûq 1 = Ûq 2= 0. 001时, 改变梁的长度,比较不同模型对于中心刚体转动

的影响# 

图8为 L = 10时的计算结果, 图9为L = 1. 8时的计算结果# 可见,离心力对系统姿态运

动的效应与算例 1完全一致# 此外可以发现,当梁的长度缩短时, Timoshenko 梁模型姿态角速

度的衰减速度明显快于 Euler_Bernoulli梁模型时姿态角速度的衰减速度, 这是因为柔性梁为粗

短状的原因,这同工程力学经验相吻合# 
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3  大角度姿态机动稳定性分析

从前面的近似计算结果看出, 非线性离心力对大范围姿态运动的影响是明显的,因此在姿

态控制设计中考虑离心力的耦合作用是非常必要的# 下面便研究计及离心力效应时姿态控制

的稳定性问题# 

大角度机动的目标是, 对于由式( 9)、( 10)及( 8)所描述的非线性耦合系统, 给定机动角

Hm( Hm I (- P,P] ) , 要求由初始状态

  H(0) = ÛH(0) = M(0) = ÛM(0) ( 18)

出发,使姿态角机动到 Hm , 同时抑制弹性振动并最终消除它,即

  
lim
t y ]
H( t ) = Hm, lim

t y ]
ÛH( t ) = 0,

lim
t y ]
M( t ) = lim

t y ]
ÛM( t ) = 0,   P l I [ 0, L ]# 

( 19)

记 He = H( t ) - Hm , 可以证明, 采用常规 PD控制律

  T ( t ) = - k pHe- k dÛHe   ( kp > 0, kd > 0)# ( 20)

能够确保上述大角度姿态机动的目标得以实现# 为此引入如下的函数空间

  L
2
(0, L ) = f : [ 0, L ] y R | Q

L

0
f
2dl < ] ,

  H k
p (0, L ) = f I L

2
(0, L ) | f , f l , ,,

5
5 l

kf I L
2
(0, L ) , f (0) = f l (0) = 0 , k > 0,

  H0 = (M, w ) | MI H2
p (0, L ) , w I L

2
(0, L ) ,

  H= R
2 @ H0# 

令 Z = ( He , ÛHe , M, ÛM)
T
,则可将受扰运动方程转换成抽象空间中 H的非线性发展方程

  ÛZ + AZ+ B1( Z) + B2( Z) = 0, Z(0) = (- Hm, 0, 0, 0)T , ( 21)

式中 A为线性算子

  AZ = - ÛHe
k pHe + k dÛHe

I3
ÛM EJ

QA
Mllll -

( R + l ) ( kpHe + k dÛHe)
I 3

T

# ( 22)

其定义域为

  D ( A) = R
2 @ (M, w )

T
| MI H4

p (0, L ) , w I H2
p (0, L ) ,

B1( Z) , B2( Z) 为非线性算子

  B1( Z) = 0 f ( Z) 0 - ( R + l)f ( Z)
T
, ( 23)

  B2( Z) = 0 0 0 - H2e M+
5
5l

Ml R( L - l ) +
1
2

( L
2
- l

2
)

T

, ( 24)

而 f ( Z ) 为非线性函数

f ( Z ) =

  -

QAQ
L

0
[ ( R + l)

2
+ M2] dl + QAQ

L

0
( L - l ) +

1
2

( L
2

- l
2
) M2ldl ( k pHe + k dÛHe)

I 3Is
+

  
2QAÛHeQ

L

0
MÛMdl + QAQ

L

0
( R + l) &Mdl

I 3
# ( 25)

在 H中赋予能量内积
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  3Z i , Zj4H =
1
2

k paiaj + I3 bibj + QAQ
L

0
[ w i + bi ( R + l) ] [ w j + bj ( R + l ) ] dl +

       EJQ
L

0

5
5l
2Mi

5
5l
2Mi dl , ( 26)

其中 Zi ( ai , bi , Mi , w i )
T I H ( i = 1, 2) , H成为一个Hilbert空间, H中相应的能量范数为

  + Z +2
H =

1
2

k pa
2

+ I3 b
2
+ QAQ

L

0
[ w + b ( R + l) ]

2
dl + EJQ

L

0
M
2
dl # ( 27)

基于能量范数定义如下形式的 V 函数

  V =
1
2

k pH
2
e + K + U =

    + Z +2
H +

1
2
QAQ

L

0
( ÛHM) 2dl +

1
2
QAÛH2Q

L

0
R ( L - l) +

1
2

( L
2
- l

2
) M2ldl =

    1
2

k pH
2
e +

1
2

I 3ÛH2+
1
2
QAQ

L

0
(ÛHM) 2 + [ ÛM+ ÛH( R + l) ]

2 dl +

    1
2 EJQ

L

0
M
2
lldl +

1
2 QAÛH

2Q
L

0
R( L - l) +

1
2 ( L

2
- l

2
) M

2
ldl# ( 28)

引理 1  函数 V 沿着系统(21) 的经典解是关于时间 t 的非增函数# 

证明  将式( 28)微分

  ÛV = k pHeÛHe + I 3ÛHe&He + QAQ
L

0
ÛHeM( &HeM+ ÛHeÛM)dl +

    QAQ
L

0
[ ÛM+ ÛHe( R + l) ] [ &M+ &He( R + l) ] dl +

    EJQ
L

0
Mll ÛMlldl + QAÛHe&HeQ

L

0
R ( L - l) +

1
2

( L
2
- l

2
) M2ldl +

    QAÛH2eQ
L

0
R ( L - l) +

1
2

( L
2

- l
2
) Ml ÛMldl# ( 29)

将上式第 3、4、6项的被积函数展开,并按带因子 ÛHe的项进行整理可得

  ÛV = I s&He + 2QAÛHQ
L

0
MÛMdl + QAQ

L

0
( R + l) &Mdl + kdÛHe ÛHe +

     Q
L

0
ÛMQA [ &M+ &He( R + l) - MÛH2e] dl + EJQ

L

0
Mll ÛMlldl# ( 30)

注意到姿态运动方程( 9)和控制律式( 20)的形式,可将上式化为

  ÛV = - kdÛH2e + Q
L

0
ÛMQA[ &M+ &He( R + l) - MÛH2e] dl + EJQ

L

0
Mll ÛMlldl +

     QAÛH2eQ
L

0
R ( L - l) +

1
2

( L
2
- l

2
) Ml ÛMldl# ( 31)

对上式右侧最后一项运行分部积分,并利用边界条件( 8) ,得

  QAÛH2eQ
L

0
R( L - l) +

1
2

( L
2
- l

2
) Ml ÛMldl =

    QAÛH2eQ
L

0
R ( L - l) +

1
2

( L
2

- l
2
) MldÛM=

    QAÛH2eQ
L

0
R ( L - l) +

1
2

( L
2

- l
2
) Ml ÛMl

L

0
-

    QAÛH2eQ
L

0
ÛMd R ( L - l) +

1
2

( L
2
- l

2
) Ml =
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    - QAÛH2eQ
L

0
ÛM55l

R( L - l) +
1
2

( L
2
- l

2
) Ml dl , ( 32)

对第 3项运行两次分部积分,同样可得

  EJQ
L

0
Mll ÛMlldl = EJQ

L

0
MlldÛMl = EJMll ÛMl

L

0
- EJQ

L

0
ÛMldMll =

    0 - EJQ
L

0
ÛMlMllldl = - EJQ

L

0
MllldÛM=

    - EJMlllÛM
L

0
+ EJQ

L

0
ÛMdMlll = 0+ EJQ

L

0
Mllll ÛMdl =

    EJQ
L

0
ÛM#Mlllldl# ( 33)

将式( 32)与式( 33)均代入式( 31) ,并利用梁的弯曲振动方程( 10) ,最后得到

  ÛV = - kdÛH2e [ 0# ( 34)

可见函数 V沿着由式(9)、(10) 及(8) 构成的系统,也就是式(21) 的经典解是关于时间 t的非增

函数# 证毕# 

定义子空间

  H1 = Z I H1 | ÛV = 0 , ( 35)

基于上述引理, 可以证明如下定理[ 10]

定理 1  当 Z(0) = (- Hm, 0, 0, 0) T时,系统(21) 的经典解 Z( t ) 满足

  lim
t y ]

+Z( t ) +2
H
1
= 0# ( 36)

定理 1意味着 PD控制律( 20)能够保证大角度机动任务得以实现,相应的闭环系统是渐近

稳定的# 

4  结   论

考虑离心力效应对大范围姿态运动的影响,同传统混合坐标模型相比是更加精细的描述# 

本文的计算结果表明,离心力对姿态运动特性的影响是显著的, 它必将使姿态角速度发生变

化,而且变化频率比更简单的 Euler_Bernoulli梁模型要快;而当柔性附件的长度缩短时,姿态角

速度又会更快地衰减下来# 这些都是更接近工程实际的客观现实# 为了研究离心力效应对姿

态控制的影响, 本文选择能量函数形式的Liapunov 函数, 证明了 PD控制律能确保系统的姿态

稳定性,这是比边界控制律[ 6]更宽松的结果# 
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Model of Centrifugal Effect and Attitude Maneuver

Stability of a Coupled Rigid_Flexible System

LI Zhi_bin1, 2,  WANG Zhao_lin2,  WANG Tian_shu2,  LIU Ning2

( 1. Beijing In stitut e of Contr ol Engin eer in g , P . O . Box 2729,

Beijin g 100080, P . R . China ;

2. School of Aerospace , T sin ghua Un iver sity , Beijin g 100084, P . R . China )

Abstract: The influences of nonlinear centrifugal force to large overall attitude motion of coupled

rigid_flexible system was investigated. First the nonlinear model of the coupled rigid_flexible system

was deduced from the idea of / centrifugal potential field0, and then the dynamic effects of the nonlin-

ear centrifugal force to system attitude motion were analyzed by approximate calculation; At last, the

Liapunov function based on energy norm was selected, in the condition that only the measured values

of attitude and attitude speed are available, and it is proved that the PD feedback control law can en-

sure the attitude stability during large angle maneuver.

Key words: Coupled rigid_flexible system; nonlinear; rigid_body motion; elastic vibration; attitude

stability
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