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摘要:  在局部 G_凸空间内引入和研究了几类广义矢量拟平衡问题( GVQEP)# 包含了大多数广义

矢量平衡问题 ,广义矢量变分不等式问题, 拟平衡问题和拟变分不等式问题作为特殊情形# 首先

在局部G_凸空间内对一人对策证明了一个平衡存在性定理# 作为应用,在非紧局部 G_凸空间内对

GVQEP的解建立了某些新的存在定理# 这些结果和论证方法与最近文献中的结果和论证方法相

比较是新的和完全不同的# 
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引   言

设 X、Y 是两个拓扑空间和Z 是非空集# 设 F BX @ X y 2
Z
, A B X y 2

X
和C B X y 2

Z

是集值映象,其中 2Z 表Z 的一切子集的簇# 

( Ñ)型广义矢量拟平衡问题( GVQEP( Ñ) )是:求 x̂ I X 使得

  x̂ I A ( x̂ ) 和 F( x̂ , z ) ¾ C( x̂ ) ,   Pz I A( x̂ )# ( 1)

( Ò)型广义矢量拟平衡问题( GVQEP( Ò) )是:求 x̂ I X 使得

  x̂ I A ( x̂ ) 和 F( x̂ , z ) A C( x̂ ) ,   Pz I A( x̂ )# ( 2)

如果 Z是一拓扑矢量空间和P BX y 2Z是一集值映象使得对每一x I X , P ( x ) 是 Z内一

闭点凸锥且 intP ( x ) X ª, 对每一 x I X , 令 C( x ) = - intP ( x ) , 则 GVQEP( Ñ )化归下面( Ó)

型广义矢量拟平衡问题( GVQEP( Ó) ) :求 x̂ I X 使得

  x̂ I A ( x̂ ) 和 F( x̂ , z ) ¾ - intP( x ) ,   Pz I A( x̂ )# ( 3)

如果对每一 x I X , C ( x ) = Z \ (- intP( x ) ) , 则GVQEP( Ò)化归下面( Ô)型广义矢量拟

平衡问题(GVQEP( Ô) ) :求 x̂ I X 使得

  x̂ I A ( x̂ ) 和 z /I - intP( x ) ,   Pz I F ( x̂ , z ) 和 z I A( x̂ )# ( 4)

GVQEP( Ô)包含了由Lin等[ 1]引入和研究的( QEP)c作为特殊情形# 

如果 Z = �R, 对每一 x I X , C( x ) = (0, ] ] 和 F( x , z ) = U( x , z ) 是单值映象, 则 GVQEP

( Ñ)化归下面拟平衡问题(QEP) : 求 x̂ I X 使得

  x̂ I A ( x̂ ) 和 U( x̂ , z ) [ 0,   Pz I A ( x̂ )# ( 5)
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QEP( 5)和它的各种变型已被很多作者引入和研究, 例如见文献[ 1]至文献[ 9]# 

如果对每一 x I X , A ( x ) = X , 则 GVQEP( Ñ)化归下面广义矢量平衡问题( GVEP) : 求 x̂

I X 使得

  F( x̂ , z ) ¾ C( x̂ ) ,   Pz I X# ( 6)

GVEP( 6)和它的各种特殊情形已被很多作者引入和研究, 例如见文献[ 10]至文献[ 16]和

其中的参考文献# 

在本文中, 我们首先在局部G _凸空间内对一人对策证明了一个平衡存在定理# 应用此平

衡存在定理,对GVQEP(Ñ)和 GVQEP(Ò)的解在局部 G_凸空间内建立了一些新的存在性定理# 我

们的结果和论证方法与最近文献中的结果和论证方法相比较是新的和完全不同的# 

1  预 备知 识

对非空集 X ,我们将分别用2
X
和 F ( X ) 表X 的一切子集的簇和X 的一切非空有限子集的

簇# 对 A I F ( X ) , | A | 表 A 的基数# 令 $n 是具有顶点 e0, e1, ,, en 的标准n_维单形# 

如果 J 是 0, 1, ,, n 的非空子集, 用$J表顶点 ej B j I J 的凸包# 广义凸(或G_凸)空间和

局部 G_凸空间(或 LG_空间)概念由 Park[ 17~ 19]引入# 

G_凸空间 ( X , D; # ) 由一拓扑空间X ,一非空集D和一集值映象#BF ( D) y 2X \ ª 构
成使得对每一 A = a0, a1, ,, an I F (D) , | A | = n + 1,存在连续映象 UA B$n y #( A) 使

得 J A 0, 1, ,, n 蕴含UA ( $J ) A #( aj B j I J ) 其中 $J = co ej B j I J # 当 D = X 时,

记( X , X ; #) = (X , #)# 在 D A X 的情形,称( X , D; #) 的子集 C是 #_凸的如果对每一A I

F ( D) , A A C 蕴含 #( A) A C# 

称G_凸空间 ( X , D; #) 是LG_空间如果( X , U) 是一致空间使得 D是X 的稠子集且存在

一致结构 U的一基 VK KI I 使得对每一 K I I , 每当 C A X 是 #_凸的时, 集 x I X BC H

VK[ x ] X ª 是 #_凸的, 其中 VK[ x ] = y I X B ( x , y ) I VK # 

LG_空间概念是 LC_空间(Tarafdar
[ 20]
称为局部H_凸空间)的推广# LC_空间由 Horvath

[ 21]
引

入# G_凸空间包含了 H_空间(见 Horvath [ 21] )和很多具有抽象凸结构的拓扑空间作为特殊情

形,见文献[ 17]至文献[ 19]和其中的参考文献# 

设 ( X , D ; #) 是 G_凸空间和 Z 是非空集# 设 F BX @ X y 2
Z
和C BX y 2

Z
是集值映

象# 称 F( x , y ) 在 y 关于 C 是 G_ 拟凸的 (G_ 拟凹的 ) 如果对每一 x I X , 集

z I X BF ( x , z ) A C( x ) ( z I X B F ( x , z ) ¾ C( x ) ) 是 X 的 #_凸子集# 

设 X 和Y是拓扑空间# 称集值映象 G BX y 2
Y
是紧的如果G (X ) 被包含在 Y 的一紧子

集内# 称 G 在X 上是上半连续的( u. s. c. ) 如果对每一 x I X 和对 Y的包含G( x ) 的每一开

子集 U,集 x I X B G ( x ) A U 是x 在X 的一开邻域# 称G 在X 上是下半连续的( l. s. c. ) 如

果对每一 x I X 和对 Y 的每一开子集U, G ( x ) H U X ª,集 x I X B G ( x ) H U X ª 是 x

在 X 内的一开邻域# 

下面结果是 Park[ 17]的定理 2# 

引理 1. 1  令 ( X , D ; #) 是LG _空间和T BX y 2X是一紧u. s. c.集值映象具有非空闭 #_

凸值# 则 T 有一不动点 x 0 I X , 即 x 0 I T ( x 0)# 

下面结果是 Aliprantis等[ 22]的定理 14. 18# 
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引理 1. 2  令 X、Y 是拓扑空间和 UB X y 2Y是集值映象# 则下列陈述是等价的:

( � ) U在点x I X 是下半连续的;

( � ) 如果 xA y x , 则对每一 y I U( x ) , 存在指标集 A 的子网 AK KI + 和元素 yK I

U( xA
K
) , PK I + 使得 yK y y# 

下面结果是 Yuan[ 23. p. 301]的定理 4. 7. 3# 

引理 1. 3  令 X 和Y是拓扑空间和A 是X 的一闭(开) 子集# 设 F 1 BX y 2Y和F2 BA y

2
Y
都是 l. s. c. (u. s. c. ) 使得 F2( x ) A F1( x ) , Px I A# 则由下式定义的映象 F B X y 2

Y
:

  F( x ) =
F 2( x ) ,   如果 x I A,

F 1( x ) ,   如果 x /I A
也是 l. s. c. ( u. s. c. )# 

定理 1. 1  设 ( X , D ; #) 是 LG _空间和 A , P BX y 2X 是集值映象使得

( � ) A 是 u. s. c. 紧映象在 X 上具有在非空闭 #_凸值;

( � ) 集 E = x I X B A( x ) H P ( x ) X ª 在X 内是开的;

( � ) A H P B E A X y 2X 是 u. s. c.具有闭 #_凸值;

( � ) 对每一 x I X , x /I A ( x ) H P( x )# 

则存在 x̂ I X 使得

  x̂ I A ( x̂ ) 和 A ( x̂ ) H P( x̂ ) = ª# 

证明  定义一集值映象 T B X y 2X 如下:

  T ( x ) =
A ( x ) H P ( x ) ,   如果 x I E ,

A ( x ) ,       如果 x /I E# 

从条件( � ) ~ ( � )和引理 1. 3推得 T 是一 u. s. c. 紧映象具有非空闭 #_凸值# 由引理 1. 1,存

在一点 x̂ I X 使得x̂ I T( x̂ )# 如果 x̂ I E ,则有 x̂ I A (x̂ ) H P( x̂ ) , 这与条件( �)相矛盾# 

因此我们必有

  x̂ I A ( x̂ ) 和 A ( x̂ ) H P( x̂ ) = ª# 

2  GVQEP解的存在性

定理 2. 1  设 ( X , D; #) 是LG_空间和 Z 是非空集# 令 F BX @ X y 2Z, A BX y 2X和

C BX y 2
Z
是 3个集值映象使得

( � ) A 是 u. s. c. 紧映象具有非空闭 #_凸值;

( � ) 集 E = x I E B A( x ) H P ( x ) X ª 在X 内是开的,其中 P B X y 2X 由P ( x ) =

z I X B F( x , z ) A C ( x ) 定义;

( � ) 映象 A H P B E A X y 2X 是 u. s. c.具有闭 #_凸值;

( � ) 对每一 x I X , x /I A ( x ) H P( x )# 

则存在 x̂ I X 使得

  x̂ I A ( x̂ ) 和 F( x̂ , z ) ¾ C( x̂ ) ,   Pz I A( x̂ ) ,

即 x̂ 是GVQEP( Ñ)的解# 

证明  定义集值映象 P BX y 2X 如下:

  P( x ) = z I X B F ( x , z ) A C( x ) ,   Px I X# 

容易检验定理 1. 1的一切条件被满足# 由定理 1. 1,存在 x̂ I X 使得 x̂ I A( x̂ ) 和 A( x̂ ) H
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P ( x̂ ) = ª# 由此推得

  x̂ I A ( x̂ ) 和 F( x̂ , z ) ¾ C( x̂ ) ,   Pz I A( x̂ ) ,

即 x̂ 是GVQEP( Ñ)的解# 

定理 2. 2  设 ( X , D; #) 是 LG _空间和 Z 是一拓扑空间# 设 F BX @ X y 2Z, A BX y

2X 和C BX y 2Z 是 3个集值映象使得

( � ) A 是 u. s. c. 紧映象具有非空闭 #_凸值;

( � ) 集 E = x I X B A( x ) H P ( x ) X ª 在X 内是开的,其中 P B X y 2X 由P ( x ) =

z I X B F( x , z ) A C ( x ) 定义;

( � ) F( x , z ) 在 X @ X 上是 l. s. c. ;

( � ) 映象 C 有闭图;

( � ) F( x , z ) 在 z 关于C 是G_拟凸的;

( � ) 对每一 x I X , F ( x , x ) ¾ C ( x )# 

则存在 x̂ I X 使得

  x̂ I A ( x̂ ) 和 F( x̂ , z ) ¾ C( x̂ ) ,   Pz I A( x̂ ) ,

即 x̂ 是GVQEP( Ñ)的解# 

证明  定义映象 P BX y 2
X
如下:

  P( x ) = z I X B F ( x , z ) A C( x ) ,   Px I X# 

我们主张 P 有闭图Gr( P)# 的确,令 ( xA, zA) 是 Gr( P ) 内一网和( xA, zA) y ( x 0, z 0)# 则有

对每一 A, F ( xA, zA) A C ( xA)# 如果 F( x0, z 0) ¾ C( x 0)# 则存在 u0 I F ( x 0, z0) 使得

u0 /I C ( x 0)# 由条件( � ) 和引理1. 2,存在 A 的子网 AK KI + 和uA
K

I F ( xA
K
, zA

K
) 使得 uA

K
y

u0# 因为 uA
K

I F ( xA
K
, zA

K
) A C ( xA

K
) ,对每一 K I + 成立和C 有闭图,我们必有 u0 I C( x 0)

这与 u0 /I C( x 0) 矛盾# 因此有 F ( x 0, z0) A C( x 0)# 所以 P 有闭图# 由Aubin等[ 24]的定理

31118, A H P BE A X y 2X 是u. s. c.具有非空闭值# 由( � ) , P是 #_凸值的且因此,由方程

( 1) , ( A H P ) ( x ) = A( x ) H P( x ) , Px I E ,也是 #_凸的# 定理 2. 1的条件( � ) 被满足# 

由( � ) ,对每一 x I X , x /I P( x ) 且因此 x /I A( x ) H P( x ) , 定理 2. 1的条件( � )被满足# 定

理2. 2的结论由定理 2. 1推得# 

系 2. 1  设 ( X , D; #) 是LG _空间和 Z 是拓扑矢量空间# 令 F BX @ X y 2Z, A BX y

2X 和P BX y 2Z 是 3个集值映象使得对每一 x I X , P ( x ) 是 Z 内一闭点凸锥且 intP ( x ) X

ª# 假设下列条件成立:

( � ) A 是 u. s. c. 紧映象具有非空闭 #_凸值;

( � ) 集 E = x I X B A( x ) H P ( x ) X ª 在X 内是开的,其中 P B X y 2X 由P ( x ) =

z I X B F( x , z ) A Z \ (- intP ( x ) ) ,

( � ) F( x , z ) 在 X @ X 上是 l. s. c. ;

( � ) 由 W(x ) = Z \ (- intP ( x ) ) 定义的映象 W B X y 2Z 有闭图;

( � ) F( x , z ) 在 z 关于W是 G_拟凸的;

( � ) 对每一 x I X , F ( x , x ) ¾ W( x )# 

则存在 x̂ I X 使得

  x̂ I A ( x̂ ) 和 F( x̂ , z ) ¾ Z \ (- intP ( x̂ ) ) ,   Pz I A( x̂ )# 

证明  对每一 x I X ,令 C( x ) = Z \ (- intP ( x ) )# 易知定理 2. 2的一切条件被满足# 
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系2. 1的结论由定理 2. 2推得# 

系 2. 2  设 ( X , D ; #) 是LG _空间# 设A BX y 2
X
是集值映象和UBX @ X y �R是一函

数使得

( � ) A 是 u. s. c. 紧映象具有非空闭 #_凸值;

( � ) 集 E = x I X B A( x ) H P ( x ) X ª 在X 内是开的,其中 P B X y 2X 由P ( x ) =

z I X B U( x , z ) \ 0 定义;

( � ) U( x , z ) 在 X @ X 上是 l. s . c. ;

( � ) 对 x I X , 集 z I X B U( x , z ) \ 0 是 #_凸的;

( � ) 对每一 x I X , U( x , x ) < 0# 

则存在 x̂ I X 使得

  x̂ I A ( x̂ ) 和 U( x̂ , z ) < 0,   Pz I A ( x̂ )# 

证明  令 Z I �R, 对每一 x I X , C ( x ) = [ 0, ] ] , 和对一切 x , z I X , F ( x , z ) =

U( x , z ) # 容易验证定理2. 2的一切条件成立# 系 2. 2的结论由定理 2. 2推得# 

定理 2. 3  设 ( X , D; #) 是LG _空间和 Z 是拓扑空间# 设 F BX @ X y 2Z , A BX y 2X

和 C BX y 2Z 是 3个集值映象使得

( � ) A 是 u. s. c. 紧映象具有非空闭 #_凸值;

( � ) 集 E = x I X B A( x ) H P ( x ) X ª 在X 内是开的,其中 P B X y 2X 由P ( x ) =

z I X B F( x , z ) ¾ C ( x ) 定义;

( � ) F( x , z ) 是 u. s. c.紧映象具有闭值;

( � ) 映象 C 有开图;

( � ) F( x , z ) 在 z 关于C 是G_拟凹的;

( � ) 对每一 x I X , F ( x , x ) A C ( x )# 

则存在 x̂ I X 使得

  x̂ I A ( x̂ ) 和 F( x̂ , z ) A C( x̂ ) ,   P c I A ( x̂ )# 

即 x̂ 是GVQEP( Ò)的解# 

证明  定义集值映象 P ,H B X y 2
X
如下:

  P( x ) = z I X B F ( x , z ) ¾ C( x ) ,   Px I X ,

  H ( x ) = A ( x ) H P( x ) =

      z I A( x ) B F ( x , z ) H ( Z \ C ( x ) ) X ª ,   Px I X# 

因为 A 是一紧映象,故H 也是一紧映象# 我们主张H 有闭图# 的确,令 ( xA, zA) AI I是

Gr(H ) 内一网和 ( xA, zA) y ( x 0, z 0)# 则我们有对每一 A I I , zA I A ( xA) 和 F( xA, zA) H

( Z \ C( xA) ) X ª# 因此对每一 A I I ,存在 uA I F( xA, zA) 使得 uA I Z \ C( xA)# 由( � ) ,

不失一般性, 我们能假设 uA y u0且因此 u0 I F( x 0, z 0)# 由( � ) ,由 W( x ) = Z \ C( x ) 定义

的映象 WBX y 2Z有闭图# 由此推得 u0 I W(x 0) = Z \ C ( x 0) 和F ( x 0, z 0) H ( Z \ C( x 0) )

X ª# 由( � ) ,我们有 z 0 I A ( x 0)# 所以( x 0, u0) I Gr(H ) 和H 的图Gr(H ) 是闭的# 因此由

Aubin等[ 24]的定理 3. 1. 8, H = A H P B E y 2X 是 u. s. c.紧映象具有非空闭集# 由( � )和

( � ) , A H P有 #_凸值# 定理 1. 1的条件( � )被满足# 由( � ) , 对每一 x I X , x /I P ( x ) 且因

此 x /I A( x ) H P ( x ) ,定理 1. 1的条件( � ) 被满足# 由定理 1. 1,存在 x̂ I X 使得x̂ I A ( x̂ )

和 A( x̂ ) H P ( x̂ ) = ª# 由此推得
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  x̂ I A ( x̂ ) 和 F( x̂ , z ) A C( x̂ ) ,   Pz I A( x̂ )# 

即 x̂ 是GVQEP( Ò)的一解# 

系 2. 3  设 ( X , D; #) 是LG _空间和 Z 是拓扑矢量空间# 令 F BX @ X y 2
Z
, A BX y

2X 和P BX y 2Z是3个集值映象使得对每一 x I X , P( x ) 是 Z内一闭点凸锥具有 intP( x ) X

ª# 假设下列条件被满足:

( � ) A 是 u. s. c. 紧映象具有在非空闭 #_凸值;

( � ) 集 E = z I X B A( x ) H P ( x ) X ª 在X 内是开的,其中 P B X y 2
X
由P ( x ) =

z I X B F( x , z ) ¾ - intP ( x ) 定义;

( � ) F( x , z ) 是 u. s. c.紧映象具有闭值;

( � ) 由 C( x ) = - intP ( x ) 定义的映象 C B X y 2Z 有开图;

( � ) F( x , z ) 在 z 关于C 是G_拟凹的;

( � ) 对每一 x I X , F ( x , x ) A- intP ( x )# 

则存在 x̂ I X 使得

  x̂ I A ( x̂ ) 和 F( x̂ , z ) A- intP( x̂ ) ,   Pz I A( x̂ )# 

证明  对每一 x I X ,令 C ( x ) = - intP( x ) , 容易看出系 2. 3的结论由定理 2. 3推得# 

系 2. 4  设 ( X , D ; #) 是LG _空间# 设A BX y 2
X
是集值映象和UBX @ X y �R是函数

使得

( � ) A 是 u. s. c. 紧映象具有非空闭 #_凸值;

( � ) 集 E = x I X B A( x ) H P ( x ) X ª 是X 的开子集,其中 P B X y 2X 由P ( x ) =

z I X B U( x , z ) [ 0 定义;

( � ) U( x , z ) 是 u. s. c.有界函数;

( � ) 对每一 x I X ,集 z I X B U( x , z ) [ 0 是 #_凸的;

( � ) 对每一 x I X , U( x , x ) > 0# 

则存在 x̂ I X 使得

  x̂ I A ( x̂ ) 和 U( x̂ , z ) > 0,   Pz I A ( x̂ )# 

证明  令 Z I �R, 对每一 x I X , C ( x ) = (0, ] ] 和对每一 x , z I X , F( x , z ) =

U( x , z ) # 系 2. 4的结论由定理 2. 3推得# 

注 2. 1 定理 2. 1 至定理 2. 3 和系2. 1至系 2. 4是不同于文献[ 1]至文献[ 10]中相关结果的新结果且我们

的论证方法也是完全不同于文献[ 1]至文献[ 10]中的方法# 
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Generalized Vector Quasi_Equilibrium Problems

in Locally G_Convex Spaces

DING Xie_ping

( College of Mathema tics and Softw ar e Science , Sichuan Norm al Univer sity ,

Chen gdu 610066, P . R . China )

Abstract: Some classes of generalized vector quasi_equilibrium problems (in short, GVQEP) are intro-

duced and studied in locally G_convex spaces which includes most of generalized vector equilibrium

problems, generalized vector variational inequality problems, quasi_equilibrium problems and quasi_

variational inequality problems as special cases. First, an equilibrium existence theorem for one per-

son games is proved in locally G_convex spaces. As applications, some new existence theorems of so-

lutions for the GVQEP are established in noncompact locally G_convex spaces. These results and ar-

gument methods are new and completely different from that in recent literature.

Key words: generalized vector quasi_equilibrium problem; one person game; equilibrium; locally G_

convex space
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