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摘要:  从粘弹性材料的 Boltzmann 迭加原理和带空洞材料的线弹性本构关系出发, 提出了一种损

伤粘弹性材料具有广义力场的本构模型# 应用变积方法得到了以卷积形式表示的泛函, 并建立了

损伤粘弹性固体的广义变分原理和广义势能原理# 把它们应用于带损伤的粘弹性 Timoshenko梁,

得到了Timoshenko梁的统一的运动微分方程、初始条件和边界条件# 这些广义变分原理为近似求

解带损伤的粘弹性问题提供了一条途径# 
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引   言

粘弹性材料是自然界广泛存在的一类材料,例如聚合物、复合材料、岩石、混凝土等# 有些

材料尽管在室温下呈现弹性性质, 但在高温、高压力等特殊工作环境下, 也会呈现粘弹性性

质# 同时,工程中所用的材料,有的材料在自然状态下就是一种明显的多孔介质,如混凝土、木

材、石料和陶瓷等# 有的材料由于冷热加工过程、载荷与温度的变化、化学和射线的作用以及

其它多种环境的影响,使材料内部存在和产生微观的以至宏观的缺陷,造成材料力学性能的逐

步劣化,从而使结构强度明显削弱,寿命缩短# 因此,材料的损伤已引起许多研究者的重视# 

工程中的许多力学问题,一般都可简化为微分方程的初_边值问题# 在一定的条件下,这

些初_边值问题可以化为某个泛函的极值或驻值问题# 广义变分原理不但是进行理论研究和

求近似解的有力工具,而且是有限元方法的理论基础# 因此,国内外学者对广义变分原理的研

究十分重视,取得了不少成果# 钱[ 1, 2]对建立力学和物理学领域中的广义变分原理进行了开

创性的工作# 上世纪 60年代, Gurtin [ 3]利用卷积理论, 提出了能反映弹性动力学初_边值问题

基本特征的变分原理, 为求解弹性动力学初_边值问题的近似解奠定了可靠的基础# 之后,

罗[ 4~ 6]建立和发展了热弹性、粘弹性、热弹性动力学中的各种 Gurtin 型变分原理# 程等[ 7, 8]给

出了粘弹性Timoshenko梁和粘弹性薄板的 Gurtin型变分原理# 梁等[ 9]
于1985年提出了弹性力

学变分原理的一种反逆法,给出了求解变分法中逆问题的一种途径, 并将这种方法应用于线弹
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性动力学和粘性流体力学中, 建立了各自的变分原理和广义变分原理# 本文同时考虑材料的

粘弹性性质和它的损伤缺陷, 推导出考虑损伤的粘弹性材料的本构关系,应用变积法导出了卷

积型泛函, 建立了相应的广义变分原理和势能原理# 作为应用给出了带损伤粘弹性 Timo-

shenko 梁的广义变分原理,导出了相应的平衡微分方程和初始条件及边界条件# 这些广义变

分原理是弹性体和粘弹性体相应变分原理的推广# 

1  粘弹性损伤力学的广义变分原理

粘弹性损伤固体的初边值问题的基本方程为[ 10] :

运动微分方程

  Rij , j + f i - Q&u i = 0,   在 8 中, ( 1)

  - Qk&D = hi , i + g + l ,   在 8 中; ( 2)

几何方程

  Eij -
1
2
u i, j -

1
2
uj , i = 0,   在 8 中; ( 3)

本构方程[ 10]

  Rij = G
c
1 ª Eij + G

c
2 ª EkkDij - B(D - D

0
) Dij ,   在 8 中, ( 4)

  hi = - AD , i ,   在 8 中, ( 5)

  g = XÛD + N(D - D
0
) - BEkk ,   在 8 中# ( 6)

方程 ( 4) 中的 G
c
1 和 G

c
2 为粘弹性材料的性质函数, 定义为 G

c
1 = L

- 1 1/ ( s2
J
-

1) , G
c
2 =

L
- 1

( J
-

1- J
-

2) / ( s
2
J
-

1( J
-

1 + 2J
-

2) ) ,其中 J 1和 J 2为蠕变函数, (#)和 L
- 1分别表示Laplace变换

和逆变换, s 是变换参数# 符号 ª是 Boltzmann算子,定义为

  U1( t ) ª U2( t ) = U1(0+ ) U2( t ) + ÛU1( t )* U2( t ) =

    U1(0+ ) U2( t ) + Q
t

0
+ ÛU1( t - S) U2( S)dS# 

边界条件

  ui - u
*
i = 0,   在 21 @ [ 0, ] ) 上, ( 7)

  Rijnj - t
*
i = 0,   在 22 @ [ 0, ] ) 上, ( 8)

  n
-
#

-̈
D = 0,   在 2R @ [ 0, ] ) 上, ( 9a)

  D = D
R
,     在 2D @ [ 0, ] ) 上; ( 9b)

初始条件

  
u i ( x , 0) = u

0
i ( x ) , Ûu i ( x , 0) = Ûu0

i ( x ) ,

D( x , 0) = D
0
( x ) , ÛD ( x , 0) = ÛD 0

( x ) ,   t = 0# 
( 10)

在( 1) ~ ( 9)式中, f i为已知体积力, Q为参考构形的已知密度, k为已知平衡惯量, l是已知外在

平衡体积力,而未知量为应力分量 Rij , 位移分量 ui ,应变分量 Eij , 损伤量 D ,平衡应力矢量 h i

和内在平衡体积力g# t
*
i 为应力边界22上给定的表面力,而 u

*
i 为位移边界 21上给定的位移,

n
-
为边界 2的外法线方向# 根据Cowin的理论

[ 10]
,在损伤发展力的边界 2R上,必须满足损伤

发展力为零的条件, 即 n- # -̈ �D = 0# D
R
为损伤边界 2D 上给定的损伤, 并且有 2R + 2D =

2# A、X、N、B为物质的特征常数# u
0
i、Ûu 0

i 分别是初始位移和初速度, 而 D
0
、ÛD0
分别是初始损
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伤和初始损伤速度# 

将( 5)和( 6)式代入到( 2)式得

  Qk&D - AD , ii + XÛD + N(D - D
0
) - BEkk + l = 0# ( 2)c

上述基本方程和边界条件的Laplace变换为

  �Rij , j + �f i - Q( s2�u i - su
0
i - Ûu 0

i ) = 0, ( 11)

  - Qk( s2�D - sD
0
- ÛD0

) + A�D , ii - X( s�D - D
0
) -

    N �D -
D

0

s
+ B�Ekk - �l = 0, ( 12)

  �Eij - 1
2
( �u i, j + �uj , i ) = 0, ( 13)

  �Rij - s�Gc
1�Eij - s�Gc

2�EkkDij + B �D -
D

0

s
Dij = 0, ( 14)

  �ui - �u*
i = 0,   在 21 @ [ 0, ] ) 上, ( 15)

  �Rijnj - �t *
i = 0,   在 22 @ [ 0, ] ) 上, ( 16)

  n
-
#

-̈
�D = 0,   在 2R @ [ 0, ] ) 上, ( 17a)

  �D = D
R
/ s ,   在 2D @ [ 0, ] ) 上# ( 17b)

广义变分原理 1  在Laplace变换域中, 初_边值问题( 11) ~ ( 17)等价于泛函 �0 的驻值,即

D�0 = 0,其中泛函 �0 给定为

  �0 = QV
�Rij �Eij + �u i�Rij , j + �f i�ui -

1
2
QÛu
-

iÛu
-

i dV -

    QV

1
2
s�Gc

1�Eij �Eij +
1
2
s�Gc

2�E
2
kk + B

D
0

s
�Ekk dV +

    QV
- QkÛD

-

ÛD
-

+ A�D , ii�D - X
1
2
s�D - D

0 �D -

    N 1
2 �D -

D
0

s
�D + B�Ekk�D - �l �D dV + QV

A
2 �D , i�D , idV +

    Q2
2

(�t *
i - �Rijnj )�u idS - Q2

1

�u*
i �RijnjdS - Q2

A�D ( n
-

#
-̈
�D) dS -

    QV
Q (�u i | t = 0 - �u

0
i ) Ûu

-

i | t= T - Ûu
- 0

i�u i | t= T d V-

    QV
Qk (�D | t= 0- �D

0
) ÛD

-

| t= T - ÛD
-

0�D | t = T dV# ( 18)

证明  对 �0 进行变分, 并令 D�0 = 0, 得到

  D�0 = QV
�Rij , j + �f i - Q&u

-

i D�u idV + QV
�Eij -

1
2
(�ui , j + �uj , i ) D�Rijd V +

    QV
- Qk&D

-

+ A�D , ii - X( s�D - D
0
) - N �D -

D
0

s
+ B�Ekk - �l D�D dV +

    QV
�Rij - s�Gc

1�Eij - s�Gc
2�EkkDij + B �D -

D
0

s
Dij D�Eijd V+

    Q2
1

(�u i - �u
*
i )D�RijnjdS + Q2

2

(�t *
i - �Rijnj )D�u idS - Q2

R

A( n
-

#
-̈
�D )D�DdS -
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    QV
Qk (�D | t= 0- �D

0
)DÛD

-

| t = T + ( ÛD
-

| t= 0- ÛD
-

0
)D�D | t= T d V -

    QV
Q (�u i | t = 0 - �u

0
i ) DÛu

-

i | t = T + ( Ûu
-

i | t = 0- Ûu
-

0
i )D�u | t = T dV = 0# ( 19)

注意到D�ui、D�Eij、D�Rij、D�D、D�Rijnj | 2
1
、D�u i | 2

2
、D�D | 2

R
及DÛD

-

| t= T、D�D | t= T、DÛu
-

i | t= T和D�u | t = T

的任意性, 由变分法的基本预备定理和Titchmarsh定理可证明在Laplace变换域中, D�0 = 0相

应于方程和边界条件( 11) ~ ( 17)及初始条件( 10)# 

广义变分原理 2  以 ui、Eij、Dij 和D 为自变宗量的初_边值问题(1)、(2)c、(3)、(4)、(7) ~

(10) 等价于下列泛函 0 的驻值, 其中 0 定义为

  0 = QV
Rij* Eij + Rij, j* u i + f i* u i -

1
2 QÛu i* Ûu i -

1
2 QkÛD* ÛD + AD , ii* D -

    1
2
XDc( t )* D* D + XD0

D -
1
2
ND* D + ND0* D + BEkk * D - Dl +

    1
2
AD , i* D , i -

1
2
G

c
1 ª Eij* Eij -

1
2
G

c
2 ª Ekk* Ekk - BD0* Ekk dV +

    Q2
2

( t
*
i - Rijnj )* u idS - Q2

1

u
*
i * RijnjdS - Q2

AD * ( n
-

#
-̈
D) dS -

    QV
Q ( u i | t = 0 - u

0
i )* Ûu i | t = T - Ûu 0

i* ui | t= T d V -

    QV
Qk (D | t= 0- D

0
)* ÛD | t= T - ÛD 0* D | t= T dV, ( 20)

这里,符号* 表示卷积,定义为

  U1( t ) * U2( t ) = Q
+ ]

- ]
U1( S) U2( t - S) dS# 

证明  首先,对( 18)进行反演并利用广义函数 D( t ) 的性质可得到 0# 其次, 对 0进行变

分,并令D0 = 0, 得到

  D0 = QV
Eij -

1
2
ui , j -

1
2
uj , i * DRijdV +

    QV
Rij - G

c
1 ª Eij - G

c
2 ª EkkDij + B(D - D

0
) Dij * DEijd V+

    QV
( Rij , j + f i - Q&u i )* DuidV +

    QV
- Qk&D + AD , ii - XÛD - N( D - D

0
) + BEkk - l * DDd V+

    Q2
1

( u i - u
*
i )* DRijnjdS +

    Q2
2

( t
*
i - Rijnj )* DuidS - Q2

R

A( n
-

#
-̈
D)* DDdS -

    QV
Q ( u i | t = 0 - u

0
i )* DÛu i | t= T + (Ûu i | t= 0- Ûu0

i )* Du i | t = T dV -

    QV
Qk (D | t= 0- D

0
)* DÛD | t = T + ( ÛD | t = 0- ÛD 0

)* DD | t= T dV = 0# ( 21)

由DRij、DEij、Dui、DD、DRijnj | 2
1
、Dui | 2

2
、DD | 2

R
及DÛu i | t= T、Du i | t= T、DÛD | t = T和DD | t = T等

348 盛  冬  发    程  昌  钧    扶  名  福



的任意性, 并根据经典变分学中的基本预备定理和Titchmarsh定理, 可以证明D0 = 0等价于粘

弹性损伤材料的本构方程( 4)、应变和位移关系( 3)、运动微分方程( 1)和 ( 2)c以及初始条件

( 10)和边界条件( 7) ~ ( 9)# 

当用 ui 和D表示Rij 和Eij 时,则可得到关于 ui 和D 的运动微分方程

  1
2
G

c
1 ª ( ui , jj + uj , ji ) + G

c
2 ª uj, ji - B( D - D

0
) , i + f i - Q&u i = 0, ( 22a)

  - Qk&D + AD , ii - XÛD - N( D - D
0
) + Bui , i - l = 0# ( 22b)

广义势能原理  在一切可能位移和损伤变量中, 真实的位移和损伤使下面的泛函 01(暂

称为广义总势能) 取驻值,其中, 泛函 01定义为

01 = QV
G

c
1 ª 1

2
( ui , j + uj, i ) + G

c
2 ª uk , kDij -

  B(D - D
0
) Dij *

1
2 ( u i, j + uj, i )dV +

  QV
G

c
1 ª

1
2
( ui , jj + uj , ji ) + G

c
2 ª uj, ji - B( D - D

0
) , i * uid V -

  QV

1
2
G

c
1 ª 1

2
( u i, j + uj , i )* 1

2
( ui , j + uj , i ) + G

c
2 ª uk, k * uk , k dV +

  QV
f i* ui -

1
2
QÛui* Ûu +

1
2
AD , i* D , i dV +

  QV
-

1
2 QkÛD * ÛD + AD , ii* D -

1
2 XDc( t )* D* D + XD

0
D -

  1
2
ND * D + ND0* D + Bu i, i * D - lD d V+

  Q2
2

t
*
i - G

c
1 ª

1
2
( ui , j + uj , i ) + G

c
2 ª uk, kDij - B(D - D

0
) Dij nj * uidS -

  Q2
1

u
*
i * G

c
1 ª

1
2
( u i, j + uj, i ) + G

c
2 ª uk , kDij - B( D - D

0
) Dij nj dS -

  Q2
AD* ( n

-
#

-̈
D)dS - QV

Q ( ui | t= 0- u
0
i )* Ûu i | t = T - Ûu 0

i* ui | t = T d V-

  QV
Qk (D | t= 0- D

0
)* ÛD | t= T - ÛD 0* D | t= T dV# 

证明  对泛函 0 1进行变分,并令D01 = 0得到

D01 = QV

1
2
G

c
1 ª ( ui , jj + uj , ji ) + G

c
2 ª uj, ji - B( D - D

0
) , i + f i - Q&u i * Dui d V +

  QV
- Qk&D + AD , ii - XÛD - N( D - D

0
) + Bu i, i - l * DD dV +

  Q2
1

( u i - u
*
i )* D G

c
1 ª

1
2
( u i , j + uj , i ) + G

c
2 ª uk, k Dij - B( D - D

0
) Dij njdS +

  Q2
2

t
*
i - G

c
1 ª

1
2
( ui , j + uj , i ) + G

c
2 ª uj , j Dij - B( D - D

0
) Dij nj * Du idS -

  QV
Q ( u i | t = 0 - u

0
i )* DÛui | t= T + (Ûu i | t= 0- Ûu0

i )* Du i | t = T dV -
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  QV
Qk (D | t= 0- D

0
)* DÛD | t = T + ( ÛD | t = 0- ÛD 0

)* DD | t= T dV -

  Q2
R

Ag * ( n
-

#
-̈
D )* DDdS = 0# ( 23)

注意到区域内部 Dui、DD,边界上 DRijnj | 2
1
、Dui | 2

2
、DD | 2

R
及DÛu i | t = T、Du i | t = T、DÛD | t= T、

DD | t= T 等的任意性,由Titchmarsh定理和经典变分学中的基本预备定理,可以证明变分方程

D01 = 0等价于运动微分方程( 22)以及初始条件( 10)和边界条件( 7) ~ ( 9)# 

2  损伤粘弹性Timoshenko梁的变分原理

考虑承受任意横向载荷作用的梁的弯曲问题# 取 x 轴通过截面形心, y、z 轴为截面上正

交的主轴,如图 1所示# 设载荷平行于 yz 平面, 在 xy 和 xz 平面上的分量分别记为 q ( x )、

p ( x )# 

图 1  带损伤粘弹性 Timoshenko梁

假定梁的位移场为[ 11]

  u1 = u( x ) + yU( x ) + zW( x ) , u2 = v ( x ) , u3 = w ( x ) ; ( 24)

由小变形理论可得相应的应变分量

  
Ex =

5 u
5x + y

5 U
5x + z

5W
5x , Cxy =

5v
5x + U,

Cxz =
5w
5x + W, Ey = Ez = Cyz = 0;

( 25)

将( 25)代入( 4)式可得

  
Rx = G

c
3 ª 5 u

5x + y
5 U
5x + z

5W
5x - B�D ,

Sxy =
1
2
G

c
1 ª 5v

5 x + U , Sxz =
1
2
G

c
1 ª 5w

5x + W ,

( 26)

这里, �D = D - D
0为损伤增量, G

c
3 定义为

  G
c
3 = G

c
1+ G

c
2# ( 27)

这里,我们假定 �D ( x , y , z , t ) = D̂( x , t ) �D ( y , z ) , 并且选择 �D ( y , z ) 使得在梁的表面上满

足条件 �D , n = 0 (参看文[ 10]的式( 2. 9) ) ,同时令

  �A = QA
�D( y , z )dydz , �A 1 = QA

�D( y , z )�D( y , z )dydz# 

带损伤粘弹性 Timoshenko梁的变分原理  在一切可能的位移 u、v、w、U、W及损伤增量D̂

中,真实的位移和损伤增量使泛函 02取驻值,而 02 定义为

  02 = - Q
l

0

1
2
G

c
3 ª A

5 u
5 x*

5 u
5x + Iz

5 U
5x *

5U
5x + Iy

5W
5x *

5 W
5x dx -
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    Q
l

0

1
8 AG

c
1 ª 5v

5x + U *
5v
5x + U +

5w
5x + W *

5w
5x + W dx -

    Q
l

0

1
2
Q A( Ûu * Ûu + Ûv * Ûv + Ûw * Ûw ) + Iz ÛU* ÛU+ Iy ÛW* ÛW dx +

    Q
l

0
�A 1 -

1
2
QkD̂

#

* D̂
#

-
1
2
XDc( t )* D̂ * D̂ -

    
1
2
ND̂ * D̂ +

B�A
�A 1

5 u
5x * D̂ -

l�A
�A 1

* D̂ dx +

    Q
l

0
-

1
2
A�A 1

5D̂
5x *

5D̂
5x dx + Q

l

0
( q* v + p* w )dx -

    Q
l

0
A�A 1( D̂ * D̂ , x ) , xdx -

    Q
l

0
QA ( u | t= 0- u

0
)* Ûu | t= T - Ûu0

* u | t= T dx -

    Q
l

0
QIz ( U| t = 0- U0

)* ÛU | t= T - ÛU0* U| t = T dx -

    Q
l

0
QIy ( W| t= 0- W0

)* ÛW| t = T - ÛW0* W| t = T dx -

    Q
l

0
QA ( v | t= 0- v

0
) * Ûv | t = T - Ûv 0* v | t= T dx -

    Q
l

0
QA ( w | t = 0- w

0
)* Ûw | t= T - Ûw 0* w | t = T dx -

    Q
l

0
Qk�A 1 ( D̂ | t= 0- D̂

0
)* D̂

#

| t= T - D̂
#

0
* D̂ | t = T dx# ( 28)

证明  首先,将( 25) ~ ( 27)代入( 20)式,所得到的泛函即为 02# 其次,对 02进行变分,并

令D02 = 0得到

  D02 = Q
l

0
AG

c
3 ª

52
u

5x 2 - B�A
5D̂
5x - QA&u * Dudx +

     Q
l

0
IzG

c
3 ª 52U

5x 2 -
1
4 AG

c
1 ª 5 v

5x + U - QIz &U * DU dx +

     Q
l

0
IyG

c
3 ª

52W
5x2 -

1
4
AG

c
1 ª

5w
5x + W- QIy &W * DW dx +

     Q
l

0

1
4
AG

c
1 ª

52
v

5 x2 +
5 U
5x + q - QA&v * Dv dx +

     Q
l

0

1
4
AG

c
1 ª

52
w

5x 2 +
5 W
5x + p - QA &w * Dw dx +

     Q
l

0
�A 1 - QkD̂

&

+ AD̂ , ii - XD̂
#

- ND̂ +
B�A
�A 1

Ekk -
l�A
�A 1

* DD̂dx -

     AG
c
3 ª 5u

5x - B�AD̂ * Du |
l
0+ A�A 1

5D̂
5x * DD̂ |

l
0-

     G
c
3 ª Iz

5U
5x * DU |

l
0+ Iy

5W
5x * DW|

l
0 -

     1
4 AG

c
1 ª 5 v

5x + U * Dv |
l
0+

5w
5x + W * Dw |

l
0 -
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     Q
l

0
QA ( u | t = 0- u

0
)* DÛu | t= T + (Ûu | t = 0- Ûu0

)* Du | t= T dx -

     Q
l

0
QA ( v | t = 0- v

0
)* DÛv | t = T + (Ûv | t= 0- Ûv0

)* Dv | t= T dx -

     Q
l

0
QA (w | t = 0- w

0
)* DÛw | t = T + ( Ûw | t = 0- Ûw 0

)* Dw | t = T dx -

     Q
l

0
QIy ( W| t = 0 - W0

)* DÛW| t = T + ( ÛW| t = 0- ÛW0
)* DW| t = T dV -

     Q
l

0
QIz ( U | t = 0- U0

)* DÛU | t = T + ( ÛU | t = 0- ÛU0
) * DU | t= T d V -

     Q
l

0
Qk�A 1 ( D̂ | t = 0- D̂

0
)* DD̂

#

| t= T + ( D̂
#

| t = 0- D̂
#

0
) * DD̂ | t= T dx = 0# ( 29)

注意到区域积分中Du、Dv、Dw、DU、DW、DD̂ 的任意性, 初始条件中Du | t = T、DÛu | t= T、

Dv | t = T、DÛv | t = T、Dw | t = T、DÛw | t = T、DU| t= T、DÛU| t = T、DW| t = T、DÛW| t = T、DD̂ | t= T、DD̂
#

| t= T 的任

意性, 可得到带损伤粘弹性Timoshenko 梁的运动微分方程及初始条件# 将它们代入 D02 = 0,

可以得到Timoshenko 梁的边界变分方程,由此可得到相应的边界条件# 限于篇幅不再重复列

出这些方程和条件, 它们可直接由变分方程 D02 = 0给出# 该变分原理是粘弹性 Timoshenko

梁的变分原理
[ 7]
的推广# 
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Generalized Variational Principles of theViscoelastic

Body With Voids and Their Applications

SHENG Dong_fa1, 2,  CHENG Chang_jun1,  FU Ming_fu2

( 1. Shan gha i Institute of Appli ed Mathemati cs and Mechanics , Depar tment of Mechanics ,

Shan gha i Univer sity , Shanghai 200072, P . R . China ;

2. Graduate School of Engineer ing Mechan ics , In stitute of Civil Engineer in g ,

Nanchan g Univer sity , Nanchan g 330029, P . R . China )

Abstract: From the Boltzmann. s constitutive law of viscoelastic materials and the linear theory of e-

lastic materials with voids, a constitutive model of generalized force fields for viscoelastic solids with

voids was given. By using the variational integral method, the convolution_type functional was given

and the corresponding generalized variational principles and potential energy principle of viscoelastic

solids with voids were presented. It can be shown that the variational principles correspond to the dif-

ferential equations and the initial and boundary conditions of viscoelastic body with voids. As an appl-i

cation, a generalized variational principle of viscoelastic Timoshenko beams with damage was obtained

which corresponds to the differential equations of generalized motion and the initial and boundary con-

ditions of beams. The variational principles provide a way for solving problems of viscoelastic solids

with voids.

Key words: viscoelastic solid with void; variational integral method; generalized variational principle;

generalized potential energy principle; Timoshenko beam
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