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非线性发展方程的 Taylor展开方法
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(张鸿庆、许政范推荐)

摘要:  提出了积分非线性发展方程的新方法,即 Taylor 展开方法# 标准的 Galerkin 方法可以看作

0_阶Taylor展开方法 ,而非线性Galerkin方法可以看作 1_阶修正Taylor展开方法# 此外, 证明了数值

解的存在性及其收敛性# 结果表明,在关于严格解的一些正则性假设下,较高阶的 Taylor展开方法

具有较高阶的收敛速度# 最后, 给出了用 Taylor展开方法求解二维具有非滑移边界条件 Navier_

Stokes 方程的具体例子# 
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引   言

自然科学中许多重要物理问题都归结为非线性发展方程的研究, 这是一个极有趣的课

题[ 1, 2]# 非线性发展方程本身及其数值逼近研究在理论数学和计算数学领域都是非常重要

的,非线性发展方程逼近理论的一个有趣的特点就是泛函分析方法在数值逼近中的应用# 

本文应用文献[ 3~ 5]中提出的Taylor 展开方法去数值求解某些非线性发展方程# 标准

Galerkin方法可以看作 0_阶Taylor 展开方法; 修正非线性 Galerkin方法[ 6]可以看作 1_阶 Taylor

展开方法;而标准非线性 Galerkin方法[ 7~ 11]可以看作1_阶修正Taylor展开方法# 此外,我们也

证明了数值解 un 的收敛性# 结果表明, 在关于严格解的一些正则性假设下,较高阶的 Taylor

展开方法具有较高阶的收敛速度# 最后,我们给出了用 Taylor展开方法求解二维具有非滑移

边界条件Navier_Stokes方程的具体例子# 

1  非线性发展方程

给定一个具有内积( #,#)和范数| #| 的Hilbert空间H , 我们将研究下列的抽象非线性发展

方程:

  du
d t

+ MAu + R ( u) = f , ( 1)

及初始条件
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  u(0) = u0,   u0 I H , ( 2)

其中M> 0是粘性参数,算子A 是H 中定义域为 D(A) 且在H 中稠密的线性无界自共轭算子# 

我们假定A 是正闭的,其逆算子A
- 1在H 中是紧的# 则我们对任意 s I R可定义A 的幂次A s

;

当赋于范数 | A
s #| 时, D( A

s
) 是一Hilbert空间# 我们也设 V = D(A

1/ 2
) 具有范数 + # + =

| A
1/ 2 #| 并定义 Vc为 V 对偶空间# 

由于 A
- 1在H 中是紧的和自共轭,则 A 特征向量 wj 构成H 的标准正交基且满足

  Aw j = Kjw j ,   0 < K1 [ K2 [ ,, Kj y ] 当 j y ] , ( 3)

R(#, #, ,, #) 是由 D(A ) @ D(A ) @ , @ D( A) ( k 次, 2 [ k ) 到 H 上的非线性算子, f I

L
]
(R

+
; H )# 

下面,我们将提供非线性算子 R 的一些假设# 

假设 1. 1  假定对所有的 u, v I D( A) , 非线性算子 R 满足

  ( R( u ) , u) \ 0, ( 4)

  1
r !
D
r
R ( u) v

r
, u +

1
( r - 1) !

D
r- 1

R( u ) v
r- 1
, u \ 0   (1 [ r [ k) , ( 5)

  
+R ( u) +Vc [ c0 +u + | u |

k/ 2
| Au |

( k- 2) / 2
,

| R( u) | [ c0 +u + | u |
( k- 1) / 2

| Au |
( k- 1) / 2

,
( 6)

  

+DR ( u) v +Vc [ c0 | v |
1/ 2+v +1/ 2+ u +1/ 2

| u |
( k- 1) / 2

| Au |
( k- 2) / 2

,

+DR ( u) v + [ c0+v +| u | ( k- 1) / 2 | Au | ( k- 1) / 2+

  c0 | v |
1/ 2

| Av |
1/ 2 +u + | u |

( k- 2) / 2
| Au |

( k- 2) / 2
,

( 7)

  1
r !
D
r
R ( u) v

r

Vc
[ c0 +v + | v |

r / 2
| Au |

( r- 2) / 2
| u |

( k- r) / 2
| Au |

( k- r ) / 2

  (2 [ r [ k ) , ( 8)

  1
r !

| D
r
R( u ) v

r
| [ c0 +v +| v | ( r- 1) / 2 | Av | ( r- 1) / 2 | u | ( k- r ) / 2 | Au | ( k- r) / 2+

    c0 +u + | v |
r / 2

| Av |
r / 2
| u |

( k- r- 1) / 2
| Au |

( k- r- 1) / 2

  (1 [ r [ k - 1) , ( 9)

  +R ( u) - R( v) +Vc [ c0 | u - v | ( | u |
( k- 1) / 2

| Au |
( k- 1) / 2

+

    | v |
( k- 1) / 2

| Av |
( k- 1) / 2

) , ( 10)

其中 c0以及以后出现的 ci 都表示正常数# 

上述的抽象假设特别适合于 Navier_Stokes 方程, Kuramoto_Sivashinsky 方程等# 为了简单,

我们将检验假设式( 4) ~ ( 10)对于二维有界区域 8 上具有非滑移边界条件的 Navier_Stokes方

程问题成立# 我们考虑 L
2
( 8 ) 2空间的一个闭子空间H (见文献[ 12] ) ,

  H = v I L
2
( 8 )

2
; divv = 0, v#n | 5 8 = 0 ,

当赋予其 L
2
_内积(#, #) 和范数 | #| ,H 是一Hilbert空间# 另一有用的空间是 V,

  V = v I H
1
0( 8)

2
; divv = 0 ,

它是 H
1
0( 8)

2 的闭子空间,具有内积( (#, #) ) = ( #̈, #̈) 和范数 + # + = | #̈| # 我们设

P 是L
2
( 8) 2 到H 上的正交投影算子,则成立

  Au = - P$u,   P u I D(A ) = H
2
( 8 ) 2 H V

以及
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  R( u) = B( u , u) , B ( u, v) = P( u# )̈ v ,   P u, v I V# ( 11)

根据上述记号, 二维有界区域上具有非滑移边界条件的 Navier_Stokes 方程可以写为式

( 1)、( 2)的形式,其中, A 是H 中线性无界、自共轭正的闭算子, A 的逆A
- 1在H 中是紧的[ 1, 12]

,

因此,式(3) 对于Stokes算子A 是有效的# 其次,我们知道双线性算子B (#, #) 满足下列估计:

  ( B( u , v ) , w ) = - ( B( u , w ) , v) ,   Pu, v, w I V, ( 12)

  +B ( u, v) +Vc [ c1 +u +1/ 2
| u |

1/ 2 +v +1/ 2
| v |

1/ 2
,   P u, v I V, ( 13)

  | B ( u, v) | [ c1 +v + | u |
1/ 2

| Au |
1/ 2
,   Pu I D( A) , v I V, ( 14)

  +B ( u, u) - B ( v , v ) +Vc [ +B( u - v , u) +Vc + +B ( v, u - v) +Vc [

    | u - v | ( +u +L
]
( 8 )

2 + +v +L
]
( 8)

2) ,   P u, v I D(A ) , ( 15)

其中

  +u +L
]
( 8)

2 [ c1 | u |
1/ 2

| Au |
1/ 2
,   Pu I D( A)# ( 16)

根据式( 12) ~ ( 16) ,对所有 u, v I V

  DR ( u) v = B ( u, v) + B ( v , u) ,
1
2!
D2R ( u) v2 = B ( v , v ) ,

由此看来由式( 11)定义的 R (#) 是由D(A ) @ D (A) ( k = 2)到H 上的非线性算子且满足式( 4)

~ ( 10)# 

2  Taylor 展开方法

首先让我们回顾下列的Taylor展开公式[ 2, 3]# 

定理 2. 1  假定 R: D(A ) y H 是 k 次连续 Fr�chet可微的,则对任意 p , q I D(A ) , 下列

带有积分余项的 Taylor 展开公式成立:

  R( p + q) = R( p ) +
1
1!
DR ( p ) q + ,+

1
( r - 1) !

D
r- 1

R( p ) q
r- 1

+

    1
( r - 1) !Q

1

0
(1- t)

r- 1
D
r
R( p + tq ) q

r dt ,   1 [ r [ k# ( 17)

  1
k !
D
k
R ( p + tq ) q

k
= R ( q)# ( 18)

对每个 n > 0,设 Hn 是H 的一有限维子空间, Pn :H y H n是正交投影算子# 为了引入Taylor

展开方法,我们取 n足够大,且把式(1)、(2) 的解 u 写作

  u = p n+ qn, p n = Pnu I Hn, qn = ( I - Pn) u I H \ Hn ,

使得 pn 表示流动的大涡分量, qn表示其小涡分量, 即当 n y ] 时, | qn | y 0(见文献[ 1, 2] )# 

因此我们分别应用 Pn 和Qn = I - Pn 作用于式( 1)得

  
dpn
dt

+ MAp n+ PnR ( p n + qn ) = Pnf , ( 19)

  
dqn
dt

+ MAqn+ QnR( pn + qn) = Qnf # ( 20)

在本文中,我们始终假定 R ( u) 在 D(A) 上是 k_次连续Fr�chet可微的# 我们也假定如果

u0 I D( A) 以及 f I L
]
( R

+
; V) , 则式( 1)、( 2)允许有一个唯一解

  u I L
]
( R

+
; D( A ) ) H L

2
(0, T ; D( A 3/ 2) ) ,   PT > 0,

使得

  | Au ( t ) | [ M
2
, MQ

t

0
+Au( s ) +2ds [ M

2 1 +Q
t

0
+f ( s) +2ds ,   P t \ 0, ( 21)
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其中常数 M > 0仅仅依赖于数据 8 , u0和 f ] = sup t \0 | f ( t ) | # 由式( 3)和( 21) , 我们得

  | qn( t ) | [ K
- 1
n+ 1 | Aqn( t ) | [ K

- 1
n+ 1 | Au ( t ) | [ K

- 1
n+ 1M,   P t \ 0# ( 22)

因此,式( 3)和( 22)表明对任意 t \ 0,

  | qn( t ) | y 0,   当 n y ] # ( 23)

由于式( 23) ,对于 1 [ r [ k 的Taylor 展开公式( 17)可以由下列格式逼近:

r_阶格式:

  R( pn + qn ) ~ R ( p n) + DR( p n) qn + ,+
1
k!
D
r
R( pn ) q

r
n   ( r = 0, 1, ,, k )# 

注意方程( 20)关于 qn是H \ Hn 中的无穷维动力系统# 因此,从计算的观点,我们必须选

择充分大的N 分别用HN \ Hn和Q
N
n = PN - Pn去逼近H \ H n和Qn# 在第3节我们将给出Tay-

lor展开方法的收敛性分析并提供 N = N ( n) 依赖于 n 的关系式# 于是我们将用 r_阶格式去

逼近式(19) 的非线性项以及用用 r - 1_阶格式去逼近式(20) 的非线性项(如果 r \ 1)# 则我

们得到下列的Taylor展开方法:

0_阶Taylor展开方法:找 un = yn I Hn 使得

  
dyn
dt

+ MAy n+ PnR ( yn) = Pnf ; ( 24)

r_阶Taylor展开方法 (1 [ r [ k ) :找 un = y n+ z n I HN , yn I Hn, zn I HN \ Hn, 使得

  
dyn
dt

+ MAy n+ Pn R ( yn) + DR( yn ) z n+ ,+
1
r!
D
r
R( yn ) z

r
n = Pnf , ( 25)

  
dzn
dt

+ MAzn + Q
N
n R( yn ) + DR ( y n) zn + ,+

1
( r - 1) !

D
r- 1
R ( yn ) z

r- 1
n = Q

N
n f ; ( 26)

    , ,,

其中 y n 和z n 分别是p 和 q 的逼近,以及

  y n(0) = Pnu0, zn(0) = Q
N
nu0# ( 27)

特别, 我们注意到 0_阶Taylor展开方法事实上是标准 Galerkin方法, 而 1_阶 Taylor 展开方

法事实上是修正非线性Galerkin方法# 其次, 文献[ 7~ 10]中叙述到 dzn/ dt 对于大的时间 t 是

小的,我们在式( 26)中可忽略这一项,于是得到标准非线性 Galerkin方法[ 7~ 11]# 此外, 如果我

们在式( 26)中取 r = 0, 在式(27) 中取 r = 1,并当 t 充分大时忽略小项 dz n/ dt , 我们则得到后

处理 Galerkin方法[ 13]# 

最后,我们通过回顾 Hm和Pm( m = n, N ) 的一些性质[ 1, 2, 6~ 10]结束这一节的讨论:

  

PmA = APm , QmA = AQm , K1 | u |
2 [ +u +2

,   P u I V,

Km+ 1 | q |
2 [ + q +2

, Pq I V \ Hm , +p +2 [ Km | p |
2
,

  Pp I H m ,

| A
s
p |

2
+ | A

s
q |

2
= | A

s
( p + q ) |

2
,   Pp I Hm , q I D(A

s
) \ Hm ,

( 28)

其中 s = 0, 1/ 2, 1, 3/ 2# 

3  收敛性分析

在这一节, 我们目的在于建立对应于 r_阶Taylor展开方法的数值解 un 的收敛速度# 我

们也假定对于 u0 I V, un 满足象(21) 中 u 所满足的正则性# 

定理 3. 1  由 r_阶Taylor展开方法得到的数值解 un 满足下列的收敛速度:对于 r = 0,
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  | u( t ) - un( t ) |
2
+ MQ

t

0
+ u( s) - un( s) +2ds [

    2M2 2+ Q
t

0
+f ( s) +2d s (1 + G( t ) K

- 1
n+ 1) K

- 2
n+ 1,   P t \ 0; ( 29)

对于 1 [ r [ k 和 t \0

  | u( t ) - un( t ) |
2
+ MQ

t

0
+ u( s) - un( s) +2ds [

    2M2 2+ Q
t

0
+f ( s) +2d s ( ( 1+ G ( t ) K- 1N+ 1) K

- 2
N+ 1+ crG ( t) K

- ( r+ 2)
n+ 1 ) , ( 30)

其中 cr = (1 + 2k- r ) Kr- 11 ,

  G( t) = 16M
2
c
2
0K

- ( k- 1)
1 M

2( k- 1)
exp

16
M
c
2
0K

- ( k- 1)
1 M

2( k- 1)
t # ( 31)

证明  在 r = 0时,证明是简单的,可以被省略# 在 r > 0时,我们设 en = Pnu - yn , En =

Q
N
nu - z n 以及En = en + En# 根据Taylor 展开式( 17) , 我们由式( 1)、( 25)、( 26)得到

  
dEn

dt
+ MAEn + PN [ R( u ) - R ( un) ] +

1
r !
Q
N
nD

r
R ( y n) z

r
n +

    1
r !Q

1

0
(1 - s )

r
PND

r+ 1
R( yn + szn) z

r+ 1
n ds = 0, ( 32)

其中 z n = Q
N
nun# 取(32) 和 E 在H 中的内积并利用( 4)、( 5) ,我们得到

1
2
d
dt

| En |
2
+ M+En +2

+ ( R ( u) - R( PNu) , En ) + ( R( PNu) - R ( un ) , En) +

  1
r !
( D

r
R( yn) z

r
n , En) +

1
r !Q

1

0
(1- s)

r
( D

r+ 1
( yn + sz n) z

r+ 1
n , En )ds = 0# ( 33)

由式( 6) ~ ( 10) ,我们发现

| ( R ( u) - R( PNu ) , En ) | [ +R( u ) - R( PNu) +Vc +En + [

  M
8

+En +2
+

4
M
c
2
0 | u - PNu |

2
( | u |

k- 1
| Au |

k- 1
+ | PNu |

k- 1
| PNAu |

k- 1
) [

  M
8

+En +2
+

8
M
c
2
0K

- ( k- 1)
1 | u - PNu |

2
| Au |

2( k- 1)
, ( 34)

| ( R (PNu) - R( un) , En) | [

  M
8

+En +2
+

4
M
c
2
0K

- ( k- 1)
1 ( | Au |

2( k- 1)
+ | Aun |

2( k- 1)
) | En |

2
, ( 35)

1
r !
( D

r
R ( y n) z

r
n , En [ K

- 1/ 2
n+ 1

1
r !
D
r
R ( y n) z

r
n +En + [

  M
8

+E
2
n + +

8
M
c
2
0K

- ( r+ 2)
n+ 1 K- ( k- r )1 +Azn +2

| Azn |
2(r- 1)

| Ay n |
2( k- r) [

  M
8 +En +2

+
8
Mc

2
0K

- ( k- r)
1 K

- (r+ 2)
n+ 1 +Aun +2

| Aun |
2( k- 1)

, ( 36)

1
r!Q

1

0
(1- s)

r
( D

r+ 1
R( yn + sz n) z

r+ 1
n , En )ds = 0   ( r = k ) , ( 37)

1
r!Q

1

0
(1- s)

r
( D

r+ 1
R( yn + sz n) z

r+ 1
n , En )ds [

  M
8

+En +2
+

2
M
c
2
0K

- ( k- r)
1 K- (r+ 2)n+ 1 +Az n +2

| Az n |
2r
( | Ayn | + | Az n | )

2( k- r- 1) [

  M
8

+En +2
+
2k- r

M
c
2
0K

- ( k- r)
1 K

- ( r+ 2)
n+ 1 +Aun +2

| Aun |
2( k- 1)# ( 38)
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由正则性假设式( 21)和对 un 相似的假设, 我们导出

  

| Au |
2 [ M

2
, | Aun |

2 [ M
2
,

Mmax Q
t

0
+Au ( s) +2

ds , Q
t

0
+Aun( s ) +2

ds [ M
2 1+ Q

t

0
+f ( s ) +2

ds ,

| ( u - PNu |
2 [ K- 2N+ 1 | QNAu |

2 [ K- 2N+ 1 | Au |
2
,

+ u - PNu +2 [ K- 2N+ 1+Au +2# 

( 39)

将式( 33)和( 34) ~ ( 39)结合产生

  d
dt

| En |
2
+ M+En +2 [ 16

M
c
2
0K

- ( k- 1)
1 M

2( k- 1)
| En |

2
+

    ( 16 + 2k- r+ 1)M- 1 c20M
2( k- 1) K- ( k- r)

1 K- ( r+ 2)n+ 1 +Aun +2
+

    16
Mc

2
0M

2( k- 1)
K
- ( k- 1)
1 K

- 2
N+ 1+Au +2# ( 40)

积分式( 40)且利用式( 39) , 我们得到

  | En ( t ) |
2
+ MQ

t

0
+En( s ) +2ds [

    16c20Kk- 11 M- 2M2k 1+ Q
t

0
+f ( s ) +2ds exp

16
M
c
2
0K

- ( k- 1)
1 M

2( k- 1)
t @

    ( K- 3N+ 1+ (1+ 2k- r ) Kr- 11 K- ( r+ 2)n+ 1 )# ( 41)

此外,我们由式( 39)得到

  | u( t ) - PNu( t ) |
2
+ MQ

t

0
+u( s ) - PNu( s ) +2ds [

    M
2
K
- 2
N+ 1 2+ Q

t

0
+f ( s) +2d s # ( 42)

因此,通过利用三角不等式和式( 41)、( 42) ,我们得到式( 30)# 

注 3. 1 如果对于 r_阶 Taylor展开方法选择 N 使得

  KN+ 1 = O( K1+ r/ 2
n+ 1 ) , ( 43)

则

  | u( t ) - un( t ) |
2+ MQ

t

0
+u( s) - un ( s ) + 2ds [ C( t ) K- ( r+ 2)n+ 1 ,   P t \ 0, ( 44)

其中 C ( t) 是依赖于数据和时间 t的一般性正常数# 

注3. 2  对于 r = 1, 2, Taylor 展开方法在于在低维空间 H n解一非线性子问题,在高维空间 HN \ H n 解一

线性子问题,然而和标准 Galerkin 方法比较, r_阶 Taylor展开方法 ( r = 1, 2) 以解一线性子问题的额外花费获

得高的收敛速度# 

4  例   子

在这一节, 我们将说明 Taylor 展开方法对于二维有界区域上具有非滑移边界条件的

Navier_Stokes方程的应用情形# 这时, Taylor展开方法如下所述:

0_阶Taylor展开方法:找 un = yn I Hn 使得

  d
dt

yn + MAyn + PnB( yn , y n) = Pn f ; ( 45)

1_阶Taylor展开方法:找 un = yn + zn I HN , y n I H n, zn I HN \ H n, 使得

  d
dt
y n + MAy n+ Pn ( B( yn, yn ) + B( yn, zn ) + B( zn, yn ) ) = Pn f , ( 46)
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  d
dt
z n+ MAzn + Q

N
nB( yn , y n) = Q

N
n f ; ( 47)

2_阶Taylor展开方法: 找 un = yn + zn I HN , yn I Hn , z n I HN \ Hn , 使得

  d
dt
y n + MAy n+ PnB ( yn + zn, yn + z n) = Pn f , ( 48)

  d
dt
z n+ MAzn + Q

N
n ( B ( yn , y n) + B ( y n, z n) + B ( zn , y n) ) = Q

N
n f ; ( 49)

其中初始条件为

  y n(0) = Pnu0, zn(0) = Q
N
nu0# 

回顾文献[ 1, 12] ,对于 u0 I D( A) 和 f I L
]
(R

+
; V ) , u 满足正则性假设(21)# 相似地,

我们可以证明对于 u0 I D (A) , f I L
]
( R

+
; V) , un 也满足估计式( 21) # 因此,我们由定理

311和注 3. 1得出:对于0_阶Taylor展开方法

  | u( t ) - un( t ) |
2
+ MQ

t

0
+ u( s) - un( s) +2ds [ C ( t) K- 2n+ 1,   P t \ 0; ( 50)

对于 1_阶Taylor 展开方法,如果选择 N 满足

  KN+ 1 = O( K3/ 2n+ 1) , ( 51)

则

  | u( t ) - un( t ) |
2
+ MQ

t

0
+ u( s) - un( s) +2ds [ C ( t) K- 3n+ 1,   P t \ 0; ( 52)

对于 2_阶Taylor 展开方法,如果选择 N 满足

  KN+ 1 = O( K
2
n+ 1) , ( 53)

则

  | u( t ) - un( t ) |
2
+ MQ

t

0
+ u( s) - un( s) +2ds [ C ( t) K- 4n+ 1,   P t \ 0# ( 54)
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Taylor Expansion Method for the Nonlinear

Evolution Equations

HE Yin_nian

( Faculty of Scien ce , Xi. an Jiaotong Un iver sity ,

Xi. an 710049, P . R . China )

Abstract: A new numerical method of integrating the nonlinear evolution equations, namely the Tay-

lor expansion method, was presented. The standard Galerkin method can be viewed as the 0_th order

Taylor expansion method; while the nonlinear Galerkin method can be viewed as the 1_st order mod-i

fied Taylor expansion method. Moreover, the existence of the numerical solution and its convergence

rate were proven. Finally, a concrete example, namely the two_dimensional Navier_Stokes equations

with a non slip boundary condition, was provided. The result is that the higher order Taylor expansion

method is of the higher convergence rate under some assumptions about the regularity of the solution.

Key words: nonlinear evolution equation; Navier_Stokes equation; Taylor expansion method; conver-

gence rate
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