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摘要:  由 Leontovich定义的鞍点量和分界线量是判断同宿轨道分支出极限环的数目及同宿环稳

定性的主要判据# 利用Tkachev 对多重极限环稳定性判定的方法, 对给定的系统,得到了同宿环分

支的第三阶分界线量的公式,并对高阶分界线量做了猜测# 
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中图分类号:  O175. 14    文献标识码:  A

引   言

设 VK( x ) , x I R
2
, K I R

k
是一族C

]
(或解析) 向量场,设当 K= K0时,在相平面中,原点

(0, 0) 是一个双曲鞍点,并且有一个同宿环(或分界线环) #0同宿到原点# 轨线 #0在原点处的

特征值之比是 r ( K) = - K1/ K2, 其中 K1 < 0< K2是线性化系统在原点处的两个特征值# 通常

情况下,当 KX K0,并且 | K- K0 | 充分小时,轨线 #0附近将会出现极限环# 这就是被许多作

者[ 1~ 3]研究过的同宿分支# 注意到

  VK= P ( x , y , K)
5
5x + Q( x , y , K)

5
5y ,

我们考虑系统

  dx
dt

= P( x , y , K) ,
dy
dt

= Q( x , y , K)# ( 1)

1951年, E.A. Leontovich [ 4]指出决定同宿环分支出极限环的个数取决于两个量:

� ) 所谓的/鞍点量0,它和焦点量类似,可以运用一些已知的, 依赖于( 1)式右边的参数的

公式计算出来;

� ) 所谓的/分界线量0, 它和在 #0附近的极限环的后继函数的系数类似,可由(1) 式右边

的值及它们在 #0上的偏导数决定# 

然而, 在文献[ 4]中并不能找到任何证明和关于鞍点量及分界线量计算的信息# 1986年 Rous-

sarie[ 5]首先对于同宿分支的鞍点量存在性和极限环分支的数目给予了证明,它运用 Dulac 规范
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型

  Ûx = x , Ûy = - y 1+ 6
N

i= 1

Ai ( K) ( xy )
i

来研究 PoincarU映射(它是一个复合映射 P = f . $,其中 f 是轨线#0的奇异区域的一个微分同

胚, $是轨线 #0的正规区域的一个传递映射)# 由此得到了一个PoincarU映射的 C
k
_渐进的展

开式[ 5~ 7]
:如果 r ( K0) = 1, 那么当 | K- K0 | X 0时,

  PK( x ) - x = A1( K) [ x X+ ,] + B1( K) [ x + ,] + A2( K) [ x
2X+ ,] + ,+

    Bk( K) [ x
k
+ ,] + Ak+ 1( K) [ x

k+ 1 X+ ,] + Wk ( x , K) , ( 2)

当 K= K0 时,

  P0( x ) - x = A1(0) x lnx + B1(0) x + ,+ Bk(0) x
k
+ Ak+ 1(0) x

k+ 1lnx + ,, ( 3)

其中 X( x , A1) = ( x
- A

1- 1) / A1,当 A1 X 0时 X= - lnx ,当 A1 = 0时 A1( K) = r ( K) - 1;此外

Wk是一个关于x = 0的, k_平面的C
k函数# X被称做向量场VK的Leontovich_Ecalle_Roussarie补

偿子# 

众所周知,一阶非零的 Ak (0) 或 Bk(0) 的正负号,是判断同宿环 #0内在稳定性的准则# A1(0)

= ( Px ( x , y , K0) + Qy ( x , y , K0) ) | (0, 0) 被称做粗鞍点量 # 对任意阶 k 应用公式 (3) , 如果

P0( x ) 非平坦,那么

( � ) 存在一个自然数 k, 使得

  P( x ) = x + Bkx
k
+ o( x

k
) ,   Bk X 0, ( 4)

当 k = 1,时 B1 > - 1;

( � ) 存在自然数 k \ 2, 使得

  P( x ) = x + Akx
k lnx + o( x

k lnx ) ,   Ak X 0; ( 5)

基于此, Roussarie
[ 5]
证明了

定理 A  对以上的 C
] 光滑向量场 VK,存在同宿环 #0的一邻域 U和 K0的一邻域 U1, 使

得

( � ) 若 P ( x ) 有形式(4) , 那么对 U1中的 K, VK在 U内至少有 2k 个极限环;

( � ) 若 P ( x ) 有形式(5) , 那么对 U1中的 K, VK在 U内至少有 2k - 1个极限环# 

在Leontovich的文献[ 4]中, ( 5)式中的非零的 Ak ,当 k > 1时被称为 k - 1阶鞍点量; (4) 式

中非零的 Bk ,当 k > 1时被称为 k 阶分界线量# Liu和 Li[ 8] , Joyal[ 3] , Cai和 Zhang[ 9]等都对鞍点

量的计算和性质做了深入的研究# 事实上, 通过变换 y 1= x+ h1( x , y ) , y 2= y + h2( x , y ) , 系

统( 1)可以变成 Poincar�规范型(参见 Amelikin等的文献[ 10]和李伟固的文献[ 11] , 等)# 

  
dy 1
dt

= y 1 1+ 6
]

m= 1

am( y 1y 2)
m

,
dy 2
dt

= - y2 1 + 6
]

m= 1

bm( y 1y 2)
m # 

设当 m \1时 Am+ 1 = am - bm , 那么数 Am+ 1恰好就是 m 阶鞍点量# 对于第一个非零的 Ak+ 1,

鞍点(原点) 被称做 k 阶细鞍点# 和焦点量的计算类似,可以通过给定的系统( 1)得到鞍点量# 

对任意的 k I Z
+
怎样来计算分界线量?当 P和Q都是实多项式时

[ 12~ 16]
,这是一个非常有

趣的和Hilbert第16问题有关的问题# 自然地,当极限环的周期趋向于无穷大时,在 #0附近多

重极限环的后继函数的值的极限值就是相应的分界线值# 在此基础上,冯贝叶和钱敏
[ 2]
证明

了当 A1(0) = 0时
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  B1(0) = Q#
0

( Px( x , y , K0) + Qy( x , y , K0) )dt# ( 6)

2001年,胡锐和冯贝叶[ 17]证明了当 A1(0) = A2(0) = 0及 B1(0) = 0时

  

B2(0) = Q
+ ]

- ]
exp Q

t

0
( Px + Qy) | #

0
dS W1 | #

0
dt ,

W1 =
1

( P
2
+ Q

2
)
2[ (3PxQx + PxPy + QxQy + 3PyQy) (Q

2
- P

2
) +

  2PQ( P
2
y - Q

2
x + 2P 2

x - 2Q2
y ) ] +

1

P
2
+ Q

2 [- Q(2Pxx +

  Qxy + Pyy ) + P( Pxy + Qxx + 2Qyy ) ] ,

( 7)

上式中 P , Q及它们的高阶偏导数取参数 K= K0 时在轨线 #0的值# 这篇文章将证明

定理 1  如果

  A1(0) = A2(0) = A3(0) = 0, B1(0) = B2(0) = 0,

那么

  B3(0) = Q
+ ]

- ]
exp 2Q

t

0
( Px + Qy ) | #

0
dS W2 | #

0
dt , ( 8)

  W2 =
1

24( P2
+ Q

2
)
2[ (4Q

2
- P

2
) Pxxx + (4P 2

- Q
2
) Qyyy + 3P 2

Pxyy +

    3Q2
Qxxy - 9PQ( Pxxy + Qxyy ) - PQ(Pyyy + Qxxx ) ] +

    
W1( t ) [ ( Q

2
- P

2
) ( Qx + Py) + 2PQ( Px - Qy ) ]

8( P
2
+ Q

2
)
2 +

( Qx - Py ) W1( t )

12( P
2
+ Q

2
)

+

    
( Qx - Py) ( Px + Qy) [ (Q

2
- P

2
) ( Qx + Py ) + 2PQ( Px - Qy) ]

12( P2
+ Q

2
)
3 +

    1

24( P
2
+ Q

2
)
3 Px [ P( P

2
- 15Q2

) Pxx + 20P2
QPxy + P ( Q

2
- 3P2

) Pyy -

    2Q(P
2
+ 3Q2

)Qxx - 4PQ2
Qxy + 2Q(3P2

- Q
2
) Qyy ] +

    Qy [ 2P (3Q2
- P

2
) Pxx - 4P 2

QPxy - 2P ( Q
2
+ 3P 2

) Pyy +

    Q( P
2
- 3Q

2
) Qxx + 20PQ

2
Qxy + Q(Q

2
- 15P

2
) Qyy ] +

    Qx [ 2Q(6P2
- Q

2
) Pxx + 2P (3Q2

- 5P2
) Pxy +

    2Q3
Pyy + P (3Q2

+ P
2
) Qxx + 2Q(3P2

- Q
2
) Qxy +

    P (3Q
2
- 7P

2
) Qyy ] + Py [ Q(3P

2
- 7Q

2
) Pxx +

    2P(3Q2
- P

2
) Pxy + Q( 3P2

+ Q
2
) Pyy + 2P 3

Qxx +

    2Q(3P 2
- 5Q2

) Qxy + 2P (6Q2
- P

2
) Qyy ] , ( 9)

上式中 P , Q及它们的高阶偏导数取参数 K= K0 时在轨线 #0上的值# 

1  �¼±É¶³判断多重极限环稳定性的判定法则

1962年�. �. �¼±É¶³在文献[ 18]中考虑解析系统

  dx
dt

= P( x , y ) ,
dy
dt

= Q( x , y )# ( 10)

假设系统( 10)有一个周期为 T 的极限环 #, 在 # 的一个充分小的邻域中,我们运用曲线坐标

( s, n) , s 代表轨线 # 的弧长# 设点 C 是 # 上一点, 其弧长 s = 0, n 是穿过点C 的法线长,向
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外为正,设以时间 t为参数时 # 的方程为

  x = x ( t ) , y = y ( t )# 

以弧长 s, 0 [ s [ l为参数时 # 的方程为

  x = <( s) , y = W( s)# 

又设点 A( x , y ) 是 #的充分小邻域内的一点,并设它位于 #上点B ( <( s) , W( s ) ) 的法线上,于

是 A 的直角坐标( x , y ) 和曲线坐标( s, n ) 的关系式为

  x = <( s) - nWc( s) , y = W( s) + n<c( s ) , ( 11)

上式中

  <c( s ) = P

P
2
+ Q

2
B

, Wc( s) = P

P
2
+ Q

2
B

# 

把( 11)式代入( 10)式, 有

  dy
dx

=
Wc( s) + <c( s) dn/ ds + n<d( s)
<c( s) - Wc( s)dn/ ds - nWd( s ) =

Q( <( s) - nWc( s) , W( s ) + n<c( s) )
P ( <( s) - nWc( s) , W( s ) + n<c( s ) )# 

( 12)

从( 12)式可得

  d n
ds

=
Q<c- PWc- n( P<d+ QWd)

P<c+ QWc = F ( s, n )# 

在 n = 0附近,上式又可以写成

  d n
ds

= nF
c
n ( s , 0) +

n
2

2!
F

d
n( s, 0) +

n
3

3!
F

Ê
n ( s , 0) + ,

假设闭轨线 #的弧长为 l , 定义后继函数为

  7 ( n0) = n( l , 0) - n0 = Q
l

0
F ( s, n( s, n0) )ds# ( 13)

�¼±É¶³ [ 18]在 1962年证明了, 如果

  

7 c
n
0
( n0) | n

0
= 0 = 7 d

n
0
( n0) | n

0
= 0 = 7Ê

n
0
( n0) | n

0
= 0 = ,

  = 7 ( k- 1)
n
0

( n0) | n
0
= 0 = 0,

7 ( k)
n
0
( n0) | n

0
= 0 < 0 ( > 0) ,

( 14)

则当 k 是奇数时,极限环 # 是稳定的(不稳定的) ;

如果

  

7 c
n
0
( n0) | n

0
= 0 = 7 d

n
0
( n0) | n

0
= 0 = 7 Ê

n
0
( n0) | n

0
= 0 = ,

  = 7 ( k- 1)
n
0

( n0) | n
0
= 0 = 0,

7 ( k)
n
0
( n0) | n

0
= 0 X 0,

( 15)

则当 k 是偶数时,极限环 # 是半稳定的# 

注意到

  7 c
n
0
( n0) = Q

l

0
F

c
n
0
( s, n( s, n0) )ds = Q

l

0
F

c
n ( s , n( s , n0) ) n

c
n
0
( s , n0) ds,

  n
c
n
0
( s, n0) = 1 + Q

s

0
F

c
n ( s, n ) n

c
n
0
( s , n0) ds

以及

  n
c
n
0
( s, n0) = exp Q

s

0
F

c
n( t , n)dt ,
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那么

  7c
n
0
( n0) | n

0
= 0 = exp Q

l

0
F

c
n( s , n) | n= 0ds - 1,

并且

  h1 = Q
l

0
F

c
n ( s , n) | n= 0ds# 

当 7
c
n
0
( n0) | n

0
= 0 = 0时,

  h2 = 7
d
n
0
( n0) | n

0
= 0 = Q

l

0
F

d
n ( s , n) exp Q

s

0
F

c
n ( s1, n) | n= 0ds1

n= 0
ds ;

当 7 c
n
0
( n0) | n

0
= 0 = 7 d

n
0
( n0) | n

0
= 0 = 0时,

  h3 = 7 Ê
n
0
( n0) | n

0
= 0 = Q

l

0
F

Ê
n ( s , n) exp 2Q

s

0
F

c
n ( s1, n) | n= 0ds1

n= 0
ds ;

当 7 c
n
0
( n0) | n

0
= 0 = 7 d

n
0
( n0) | n

0
= 0 = 7 Ê

n
0
( n0) | n

0
= 0 = 0时,

  h4 = 7 (4)
n
0
( n0) | n

0
= 0 = Q

l

0
F

(4)
n ( s, n) exp 3Q

s

0
F

c
n ( s1, n) | n= 0ds 1

n= 0
ds;

  ,,
一般情况下,当 7 c

n
0
( n0) | n

0
= 0 = 7 d

n
0
( n0) | n

0
= ,= 7 ( k )

n
0
( n0) | n

0
= 0 = 0时,

  hk+ 1 = 7 ( k+ 1)
n
0

( n0) | n
0
= 0 = Q

l

0
F

c
n ( s, n) n

c
n
0
ds

( k)

n
0 n

0
= 0

=

     Q
l

0
F

( k+ 1)
n ( s, n) exp kQ

s

0
F

c
n( s 1, n) | n= 0ds1

n= 0
ds# ( 16)

把弧长参数 s 改为时间参数 t , 则

  h1( T) = Q
T / 2

- T/ 2
( Px + Qy) | #dt , ( 17)

  h2( T) =
1
2

P
2
+ Q

2
| t = 0Q

T/ 2

- T / 2
exp Q

t

0
( Px + Qy ) | #dS W1( t ) | #dt , ( 18)

这里的 W1( t ) 是式(7) 中的 W1( t ) (参见胡锐和冯贝叶的文献[ 17] ) ; 以及这篇文章的结果

  h3( T) = 6( P2
+ Q

2
) | t= 0Q

T / 2

- T / 2
exp 2Q

t

0
( Px + Qy ) | #dS W2( t ) | #dt , ( 19)

这里的 W2( t ) 是(9) 式中的 W2( t )# 

当 k \ 4时, hk 的计算将会非常的复杂,但是它具有以下形式

  hk ( T) = A (P
2
, Q

2
) | t = 0Q

T / 2

- T / 2
exp ( k - 1)Q

t

0
( Px + Qy) | #dS Wk- 1( t ) | #dt , ( 20)

其中 A (P
2
, Q

2
) 是关于( P

2
, Q

2
) 的某一函数, Wk- 1( t ) 依赖与 P、Q以及它们在 # 上的高阶偏

导数# 

2  当 T y ] 时 h3( T ) 的收敛性

在本文中, 假设系统( 1)当 K= K0时, 在双曲鞍点(0, 0) 处有一个同宿环 #0穿过它# 由

(3) 式定义的 #0附近的 PoincarU映射,设

  A1(0) = B1(0) = A2(0) = B2(0) = A3(0) = 0# 

则在 #0的一个充分小的邻域中,运用和第1节中同样的曲线坐标( s, n) , 便得到了由( 13)式所

定义的后继函数 7 ( n0)# 
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运用文献[ 17]中的结果可知当 A1(0) = B1(0) = 0时,

  lim
n
0

y 0
7c( n0) = exp Q

]

- ]
( Px + Qy ) | #

0
dt - 1 = 0;

当 A1(0) = A2(0) = B1(0) = 0时,

  lim
n
0

y 0
7d( n0) =

1
2

P
2
+ Q

2
| t= 0B2(0) =

    1
2 P

2
+ Q

2
| t = 0Q

]

- ]
exp Q

t

0
( Px + Qy) | #

0
dS W1( t ) | #

0
dt# 

和文献[ 17]中的证明类似,可以证明当 A1(0) = B1(0) = A2(0) = B2(0) = A3(0) = 0时,

  lim
n
0

y 0
7 Ê ( n0) = 6( P2

+ Q
2
) | t= 0B3(0) =

    6( P
2
+ Q

2
) | t= 0Q

]

- ]
exp 2Q

t

0
( Px + Qy ) | #

0
dS W2( t ) | #

0
dt# ( 21)

为了得到( 21)式, 我们需要证明

  B3(0) = lim
T y ]

h3( T )

6( P
2
+ Q

2
) | t = 0

= Q
]

- ]
exp 2Q

t

0
( Px + Qy) | #

0
dS W2( t ) | #

0
dt ( 22)

的极限存在# 

基于此目的,设 B (0, r ) 是鞍点(0, 0) 的以 r 为半径的一个小环形邻域, M 1和M 2是 #0上

位于邻域B (0, r) 内的两个点,它们相对应的时间参数分别为- T / 2和T / 2, 21和 22分别是穿

过点 M 1和 M2 的横截垂线,轨线 #0内的轨线 # 在邻域B(0, r ) 内和 21和 22分别相交于 N1

和N 2,在曲线坐标( s , n) 下只考虑 7Ê ( s , n0) 在奇异区域的极限# 

引理 1  在原点( 0, 0)的小邻域 B (0, r ) 内存在一个 C
r
_坐标变换T 1: u = x + h1( x , y ) , v

= y + h2( x , y ) , ( r \ 3) , 使得系统( 1)具有以下的 PoincarU规范型

  
Ûu = - Ku + a1u

2
v + a2u

3
v
2
+ u

4
v
3
R 1( u , v ) = �P ( u, v) ,

Ûv = Kv + b1uv
2
+ b2u

2
v
3
+ u

3
v
4
R2( u, v) = �Q( u, v)# 

( 23)

把由上式所定义的函数 �P 和�Q 代入到(9) 式中的 W2,则当 A2(0) = - ( a1+ b 1) = 0时,得到

  W2( u , v ) =
K6( a2+ b2) ( u

8
+ v

8
+ 4u4v4- 5u2v2( u4+ v

4
) ) + uvG1( u, v)

K8( u2+ v
2
)
4
+ uvG 2( u , v )

,

上式中的 G1( u, v) 和 G2( u , v ) 是关于 u
m
v
n
( m + n > 8) 的多项式# 于是

  Q
]

- ]
exp 2Q

t

0
(�P u+ �Q v ) | #

0
dS W2( t ) | #

0
dt = I 1+ I 2+ I 3+ I 4 S

    Q
0

- T / 2
+ Q

T / 2

0
+ Q

- T / 2

- ]
+ Q

]

T / 2
exp 2Q

t

0
(�Pu + �Qv ) | #

0
dS W2( t ) | #

0
dt# ( 24)

易见, ( 24)式中的第一部分和第二部分的积分是有限的,考虑( 24)式中的第四部分的积分

  I 4 = Q
]

T / 2
exp 2Q

t

0
(�Pu + �Qv ) | #

0
dS W2( t ) | #

0
dt# 

注意到

  B1(0) = Q
]

- ]
(�Pu + �Qv ) | #

0
dt = 0,

于是当 A3(0) = - ( a2+ b 2) = 0时

  I 4 [ AQ
0

u(T / 2)

uvG1( u, v)

K8( u2+ v
2
)
4
+ uvG2( u, v)

@
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    du

- Ku + a1u
2
v + a2u

3
v
2
+ u

4
v
3
R 1( u , v )

, ( 25)

上式中 A 是一个常数# 又注意到当 u y 0时, 沿着 #0的稳定流形有 v y 0# 易见(25) 式右

面的极限是有限的# 用类似的方法, (24) 式中第三部分的积分也是有限的,因此 B3(0) 的极

限存在,定理 1得证# 

3  当 k > 3时对 Bk( 0) 的猜想

从上面的讨论可以猜测, 如果

  A1(0) = B1(0) = A2(0) = ,= Bk- 1(0) = Ak (0) = 0,

那么

  lim
n
0

y 0
7 ( k )

( n0) = BÛBk(0) ,

上式中 7 ( n0) 是由(13) 式定义的沿着轨线 #0的后继函数, B 是常数# 于是

  Bk(0) =
1
B

lim
n
0

y 0
7 ( k )

( n0)# 

因为 Wk- 1的计算太冗长, 对于 k > 3的 Bk(0) ,它的公式很难计算,但我们知道 Bk(0) 是依赖于

(1) 式中右边的值以及它们在 #0 上的高阶偏导数# 
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What Are the Separatrix Values Named by Leontovich

on Homoclinic Bifurcation

LUO Hai_ying
1, 2, 3

,  LI Ji_bin
2

( 1. LASG , In stitute of Atm ospher ic Physics , Chin ese Academ y of Science ,

Beijing 100029, P . R . China ;

2. School of Science , Kunm ing Univer sity of Scien ce and Techn ology ,

Kunmin g 650093, P . R . China ;

3. Graduate School of the Chinese Academ y of Sci ences , Beijin g 100039, P . R . China )

Abstract: For a given system, by using the Tkachev method which concerned with the proof of the

stability of a multiple limit cycle, the exact computation formula of the third separatrix values named

by Leontovich for the multiple limit cycle bifurcation was given, which was one of the main criterions

for the number of limit cycles bifurcated from a homoclinic orbit and the stability of the homoclinic

loop, and a computation formula for higher separatrix values was conjectured.

Key words: homoclinic bifurcation; separatrix value; saddle value; limit cycle
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