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摘要:  利用 Liapunov 泛函方法, 结合矩阵不等式技巧, 分析了时滞细胞神经网络( DCNNs)的平衡

点存在的唯一性和全局渐近稳定性,保证 DCNNs 的全局稳定性的一个新的充分判据被得到# 所得

判据提供了一些参数来适当地弥补了反馈矩阵与时滞反馈矩阵之间所需要的平衡关系# 这些判

据可以容易被使用来设计和检验全局稳定的网络# 此外, 所得判据是与时滞参数无关, 且比已有

文献具有更少的限制# 
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1  引言及问题提出

近几年来, 细胞神经网络( CNNs)和时滞细胞神经网络( DCNNs)的稳定性研究已经吸引了

许多研究者,并且得到了许多重要的结果,但多数作者考虑的是适合图像处理应用的完全稳定

的CNNs和 DCNNs# 细胞神经网络已被广泛用于图像处理, 而动态图像的处理却需要引入时

滞,但时滞可能导致网络振荡甚至于不稳定[ 1]# 由此, DCNNs的稳定性得到了广泛研究[ 1~ 17]# 

在文献[ 2]至文献[ 4]中, 通过使用比较方法, Liapunov 方法, M_矩阵和准对角占优技术, DC-

NNs的几个稳定性条件被得到# 在文献[ 5]至文献[ 8]中, 通过构造适当的 Liapunov 泛函且引

入一些参数,以及结合不等式技巧,几个有用的结果被得到# 在文献[ 9]至[ 11]中, 一些稳定性

的判据是依赖于时滞反馈矩阵# 在已有文献中, 我们重点参考了文献[ 2]至[ 12] ,我们的结果

基本上改善和扩展了文献[ 2]至[ 11]的结果# 时滞细胞神经网络的数学模型由如下的状态方

程来描述

  Ûx( t ) = - Cx( t ) + Af ( x( t ) ) + Bf ( x( t - S) ) + u ( 1)

或者

  Ûx i ( t ) = - cix i ( t ) + 6
n

j= 1

aij f j ( xj ( t ) ) + 6
n

j= 1

bij f j ( xj ( t - S) ) + ui
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  ( i = 1, 2, ,, n) , ( 2)

式中 x( t ) = [ x 1( t ) , x 2( t ) , ,, x n( t ) ]
T I R

n
是与神经元有关的状态向量, C = diag{ ci >

0} (正定对角矩阵) , A = ( aij ) n@ n 和B = ( bij ) n@ n分别是反馈矩阵和时滞反馈矩阵, u = [ u1,

u2, ,, un]
T I R

n 是常数输入向量, S是时滞参数且为非负常数, f ( x( t ) ) = [ f 1( x 1( t ) ) ,

f 2( x 2( t ) ) , ,, f n( xn ( t ) ) ]
T I R

n
, f ( x( t - S) ) = [ f 1( x 1( t- S) ) , f 2( x 2( t- S) ) , ,, f n ( x n( t -

S) ) ] T I R
n# 激活函数 f j (#) ( j = 1, 2, ,, n) 由下式给出

  f j ( xj ) =
1
2
( | xj + 1 | - | xj - 1 | )   ( j = 1, 2, ,, n)# 

我们假定系统( 1)对于给定的 u有一个平衡点x
*
= ( x

*
1 , x

*
2 , ,, x

*
n )

T# 为了简化我们

的证明, 我们将式(1) 的平衡点 x
* 转移到原点# 使用如下变换

  y ( t ) = x ( t ) - x
*
, y ( t - S) = x( t - S) - x

*
,

系统( 1)可以被变换成如下形式

  Ûy ( t ) = - Cy ( t ) + A<( y ( t ) ) + B<( y ( t - S) ) ( 3)

即

  Ûy i ( t ) = - ciy i ( t ) + 6
n

j= 1
aij<j ( yj ( t ) ) + 6

n

j= 1
bij<j ( yj ( t - S) )   ( i = 1, 2, ,, n) ,

式中 y ( t ) = [ y1( t ) , ,, yn( t ) ]
T I R

n是变换以后的状态向量, C = diag{ c i > 0} (正定对角矩

阵) , <( y ( t ) ) = [ <1( y 1( t ) ) , ,, <n( yn ( t ) ) ]
T I R

n具有<i ( yi ( t ) ) = f i ( yi ( t ) + x
*
i ) - f i ( x

*
i )

和 <(0) = 0# 

2  全局渐近稳定性分析

在这一节里, 我们将得出系统( 1)的平衡点的全局渐近稳定性的新的充分条件. 其证明

是基于Liapunov方法以及结合矩阵不等式技巧# 

引理 1  对任意向量 X , Y I R
n
, 存在正定矩阵 P I R

n@ n 使得如下矩阵不等式成立

  2XT Y [ X
T
PX + Y

T
P
- 1
Y# 

证明  对于任意向量 A= ( A1, A2, ,, An)
T
, B= ( B1, B2, ,, Bn )

T
, 我们有

  6
n

i= 1

2AiBi [ 6
n

i= 1

( A2i + B2i ) , ( 4)

不等式( 4)可以写成如下的向量_矩阵形式

  2AT B [ AT A+ BT B, ( 5)

由于矩阵 P 是正定的,因而存在一个非奇异的对称阵 P1使得 P = P
T
1P1# 

假定 X = P
- 1
1 A, Y = P1B, 利用( 5)式,我们得

  2( P1X)
T
( P

- 1
1 Y) [ ( P1X)

T
P1X + ( P

- 1
1 Y)

T
( P

- 1
1 Y)

即

  2XT Y [ X
T
PX + Y

T
P
- 1
Y# 

证毕# 

引理 2  对于函数 f (#) , f ( x i ( t ) ) = 0. 5( | xi ( t ) + 1 | - | x i ( t ) - 1 | ) ( x , y I R) , 有如下

不等式成立

( � ) ( x - y ) (f ( x ) - f ( y ) ) \ ( f ( x ) - f ( y ) )
2
,

( � ) | f ( x ) - f ( y ) ) | [ | x - y | ,
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( � )Q
x

y
(f ( s ) - f ( y ) )ds \ 1

2
(f ( x ) - f ( y ) )

2# 

引理 2的证明可以参考文献[ 12]# 

根据引理 2,显然函数 <i (#) 满足:
  y i<i ( y i ) \ 0   ( Pyi I R,  i = 1, 2, ,, n)

和

  <2i ( yi ) [ y i<i ( yi )   ( Pyi I R,  i = 1, 2, ,, n)# ( 6)

于是,我们有

  l im
| y

i
| y+ ]Q

y
i

0
<i ( H)dH= + ] # ( 7)

定理 1  如果存在正定对角矩阵 P 和D 使得如下条件成立

  2PC - ( D+ PA + A
T
P + PBD

- 1
B
T
P) > 0,

则系统( 1)的平衡点是唯一的和全局渐近稳定的且与时滞无关# 

证明  我们证明该定理分两步进行# 首先, 我们证明平衡点的唯一性;然后,证明其全局

渐近稳定性# 
第1步  我们采用反证法来证明平衡点的唯一性# 考虑( 3)式的平衡态方程

  Cy
*
- A<( y * ) - B<( y * ) = 0# ( 8)

如果 <( y * ) = 0, 则 y
*
= 0,结论为真# 现让 <( y * ) X 0# 用 2<T ( y * ) P 乘( 8)式的两

边,得

  2<T ( y * ) PCy * - 2 <T ( y * ) PA<( y* ) - 2<T ( y * ) PB<( y * ) = 0# ( 9)

我们重写( 9)为如下形式

  2<T ( y * ) PCy * - <T( y * ) PA<( y* ) - <T ( y* ) AT P<( y * ) =

    2 <T ( y* ) PB<( y * )# ( 10)

根据引理 2,我们可以写出如下的不等式

  <T ( y ( t ) ) PCy ( t ) = 6
n

i= 1

<i ( y i ( t ) ) piciyi ( t ) \ 6
n

i = 1

p ici<
2
i ( yi ( t ) ) =

    <T ( y ( t ) ) PC<( y ( t ) ) , ( 11)

式中 P = diag pi , 其中 p i > 0 ( i = 1, 2, ,, n)# 

利用( 11)式, 结合( 10)式和引理 1, 有

  2<T ( y * ) PC<( y * ) - <T( y * ) PA<( y * ) - <T ( y * ) AT P<( y * ) [

    2 <T ( y* ) PB<( y * ) [ <
T
( y

*
) D<( y

*
) + <

T
( y

*
) PBD

- 1
B
T
P<( y

*
) ,

式中, D 为正定对角矩阵# 
于是我们可得出如下的不等式

  <
T
( y

*
) [ 2PC - ( D + PA + A

T
P+ PBD

- 1
B
T
P) ] <( y

*
) [ 0# ( 12)

  又因为矩阵 2PC - ( D + PA + A
T
P+ PBD

- 1
B
T
P) 是正定的,所以我们又有

  <
T
( y

*
) [ 2PC - ( D + PA + A

T
P+ PBD

- 1
B
T
P) ] <( y

*
) > 0

  ( P <( y * ) X 0)# ( 13)

显然, ( 13)式与( 12)式矛盾, 这个矛盾就暗示着在平衡点有 <( y
*
) = 0,即有 y

*
= 0# 由

此, 我们得出, 对于(8) 式, 系统(3) 的原点是唯一的解,因此,系统(1) 对于给定的 u 有唯一的

平衡点 x
* # 

第2步  考虑Liapunov泛函
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  V( y ( t ) ) = 2 6
n

i = 1

p iQ
y
i
( t)

0
<i ( s )ds + 6

n

i= 1

d iQ
t

t- S
<2i ( y i ( H) )dH, ( 14)

式中 p i > 0, di > 0 ( i = 1, 2, ,, n)# 

让我们定义一个函数 G( y )

  G( y ) = 2 6
n

i= 1

p iQ
y
i

0
<i ( H)dH# ( 15)

由引理2可知,我们可以得

  G( y ) \ 6
n

i= 1

pi<
2
i ( yi )# ( 16)

由于( 7)式和( 15)式, 它有 G(0) = 0; 对所有 y X 0, 又有 G( y ) > 0, 且当 | y | y+ ] ,

G( y ) y+ ] # 由(16) 式可知, 易检验 V( y ( t ) ) 是有界的,即

  G( y ) [ V( y ( t ) )# ( 17)

现沿着( 3)式的解来计算 V的变化率,得

  ÛV( y ( t ) ) | (3)式 = 2<T( y ( t ) ) PÛy ( t ) + <T( y ( t ) ) D<( y ( t ) ) -

    <
T
( y ( t - S) ) D<( y ( t - S) ) =

    - 2 <
T
( y ( t ) ) PCy ( t ) + 2<

T
( y ( t ) ) PA<( y ( t ) ) +

    2 <T ( y ( t ) ) PB<( y ( t - S) ) + <T ( y ( t ) ) D<( y ( t ) -

    <T ( y ( t - S) D<( y ( t - S) =

    - 2 <T ( y ( t ) PCy ( t ) + <T( y ( t ) PA<( y ( t ) +

    <T ( y ( t ) ATP<( y ( t ) + 2 <T ( y( t ) PB<( y ( t - S) ) +

    <
T
( y ( t ) D<( y( t ) - <

T
( y ( t - S) D<( y ( t - S)# 

根据引理 1,有

  2<T ( y ( t ) PB<( y ( t - S) [ <T ( y ( t - S) D<( y ( t - S) +

    <
T
( y ( t ) PBD

- 1
B
T
P<( y ( t )# ( 18)

利用( 11)式和( 18)式, 我们得

  ÛV( y ( t ) ) | (3)式 [ - 2<
T
( y ( t ) ) PC<( y ( t ) ) + <

T
( y( t ) ) PA<( y ( t ) ) +

    <T ( y ( t ) ) AT P<( y ( t ) ) + <T( y ( t ) ) D<( y ( t ) ) +

    <T ( y ( t ) ) PBD- 1
B
T
P<( y ( t ) ) =

    - <T ( y ( t ) ) [ 2PC - ( D + PA + A
T
P+ PBD

- 1
B
T
P) ] <( y ( t ) ) =

    - <T ( y ( t ) ) H<( y( t ) ) , ( 19)

式中 H = 2PC- ( D+ PA+ A
T
P+ PBD

- 1
B
T
P) 是正定的# 因此,对任意的 <( y ( t ) ) X 0有

ÛV( y ( t ) ) < 0,它也暗示着有 V( y ( t ) ) 总是有界# 于是(3) 式的轨迹也总是有界# 由LaSalle

不变定理可知, 该轨迹总会逼近集合 M = { y : ÛV( y ( t ) ) = 0} ,准确地为集合 M = {0}# 因此

系统(3) 的原点是全局渐近稳定的, 同样系统(1) 的平衡点 x
* 也是全局渐近稳定的# 证毕# 

对于系统( 1) ,如果 c i S 1 ( i = 1, 2, ,, n ) ,且激活函数 f i ( x ) ( i = 1, 2, ,, n) 由分段线

性函数 f i ( x ) = 0. 5( | x + 1 | - | x - 1 | ) 来描述, 则系统( 1)变为如下系统# 

  Ûx( t ) = - x( t ) + Af ( x ( t ) ) + Bf ( x ( t - S) ) + u# ( 20)

对于系统( 20) ,我们有如下推论:

推论  如果系统( 20)的激活函数由分段线性函数 f i ( x ) = 0. 5( | x + 1 | - | x - 1 | ) 来描

述,且存在正定对角矩阵 P 和D 使得如下条件成立

  2P- ( D + PA + A
T
P+ PBD

- 1
B
T
P) > 0,

344 周  冬  明    曹  进  德    张  立  明



则系统( 20)的平衡点是唯一的和全局渐近稳定的且与时滞无关# 

在此我们将给出几个例子来说明我们的结果. 为了与已有文献比较方便, 我们重述文献

[ 2]、[ 4]和文献[ 9]至文献[ 11]的结论# 

定理 2[ 2]  如果� ) 矩阵 A中的非对角元素有非负的, � ) 矩阵 B有非负元素, � ) 矩阵
- ( A + B) 是行和优势矩阵,则系统( 20)有一个全局渐近稳定的平衡点# 

定理 3[ 4]  让

  Sij =
1- aii - | bii |    ( i = j ) ,

- ( | a ij | + | bij | )   ( i X j ) ,

且 6
n

j= 1
| bij | X 0对于每个 i# 如果 S = { sij } 是一个非奇异的 M_矩阵(即, S的每个特征值的

实部是正实数) ,则系统(20) 有一个全局渐近稳定的平衡点# 

定理 4
[ 9]  如果存在正定对角矩阵 P 和K , 使得如下条件成立# 

� ) PA+ A
T
P+ K是负定# 

� ) - 2P- K+ I + PBB
T
P 是半负定# 

则系统(20) 的平衡点是唯一的且是全局渐近稳定的# 

定理 5[ 10]  如果存在一个正实数 B> 0, 使得如下条件成立# 

� ) A+ A
T+ BI 是负定# 

� ) +B +2 [ 1+ B# 
则系统(20) 的平衡点是唯一的且是全局渐近稳定的# 

定理 6[ 11]  如果存在一个正实数 B> 0, 使得如下条件成立# 

� ) A+ A
T+ BI 是负定;

� ) +B +2 [ 1+ B+ A,式中+B+2 [ Kmax( B
T
B) , A= Kmin[ - ( A+ A

T+ BI ) ] > 0,

则系统(20) 的平衡点是唯一的且是全局渐近稳定的# 

例 1  取

  A=

0. 6 - 1. 1 1

1. 1 0. 6 - 1. 2

- 1 1. 2 0. 5

, B=

0. 1 0. 1 0. 01

0. 05 0. 2 0. 1

0. 1 0. 02 0. 3

,

  P=

2 0 0

0 2 0

0 0 2

, D=

1 0 0

0 1 0

0 0 1

# 

根据推论,我们可得 2P- ( D+ PA+ A
T
P+ PBD

- 1
B
T
P) 是正定的,即:

  2P- ( I + PA+ A
T
P+ PBB

T
P=

0. 519 6 - 0. 104 - 0. 1

- 0. 104 0. 39 - 0. 176

- 0. 1 - 0. 176 0. 478 4

,

系统(20) 的平衡点 x
* 是全局渐近稳定的# 

矩阵 ( A + A
T
) 为

  ( A + A
T
) =

1. 2 0 0

0 1. 2 0

0 0 1

# 

显然地,矩阵 ( A + A
T
) 不是负定的# 于是,文献[ 9]至[ 11]的条件不成立# 
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最近文献[ 5]、[ 7]和[ 8]分别得出了系统(20)的稳定性条件

  6
n

j= 1
( | aij | + | bij | + | aji | + | bji | ) < 2   ( i = 1, ,, 2, n) ,

  6
n

j= 1

( | aij |
2G

*

j + | bij |
2G

j + | aji |
2N

*

j + | bji |
2N

j ) < 2   ( i = 1, ,, 2, n) ,

式中 G*j 、N
*
j 、Gj、Nj ( j = 1, 2, ,, n) 是满足 G*j + N*j = 1, Gj + Nj = 1任意的实常数# 

  6
n

j= 1

| aij |
2G

*

ij + | bij |
2G

ij +
wj
w i
( | aji |

2N
*

ji + | bji |
2N

j i) < 2   ( i = 1, ,, 2, n) ,

式中 w i > 0, G*ij 、N
*
ij 、Gij、Nij ( i , j = 1, 2, ,, n) 是满足 G*ij + N*ij = 1, Gij + Nij = 1任意的实常数# 

对于例题 1,我们也可以看出

  6
3

j = 1

( | aij | + | bij | + | aji | + | bji | ) > 2   ( i = 1, 2, 3) ,

因此,文献[ 5]、[ 7]和[ 8]的条件此时不能应用# 然而,我们的结果是满足的# 

例 2  考虑如下矩阵:

  A = A
T
=

- 3 0

0 - 3
, B = B

T
=

2. 5 0

0 2. 5
# 

取 P = D = C = I ,得到矩阵 2PC - ( D+ PA + A
T
P + PBD

- 1
B
T
P) 为

  I - ( A + A
T
+ BB

T
) =

0. 75 0

0 0. 75
> 0,

根据定理 1,我们的定理中的条件是满足的# 因此系统( 1)有一个唯一的且全局渐近稳定的平

衡点# 
如果用文献[ 10]中的方法进行讨论,很难作出稳定性判断,我们试了几个 B参数, 都不能

使文献[ 10] 中的定理条件满足,比如 B= 5, 得到矩阵- ( A + A
T
+ BI) 为

  - ( A + A
T
+ BI) =

1 0

0 1
,

+B +2 = 2. 5# 显然, +B+2 = 2. 5 > 1+ B# 因此,我们的结果扩展和改善了文献[ 10]的

结果# 
例 3  考虑如下的矩阵:

  A =
- c - 1

0 - d
, A

T
=

- c 0

- 1 - d
, B = B

T
=

1
2

2 2

2 2
# 

取 P = D = C = I ,得到矩阵 2PC - ( D+ PA + A
T
P + PBD

- 1
B
T
P) 为

  I - ( A + A
T
+ BB

T
) =

2c 0

0 2d
,

式中 c, d 是两个正数# 我们可以检验 I - ( A + A
T
+ BB

T
) 是正定的对所有的 c > 0, d > 0# 

在文献[ 4]中,矩阵 S 为

  S =
1 + c - 2/ 2 - (1+ 2/ 2)

- 2/ 2 1 + d - 2/ 2
,

对满足2cd + (2- 2) ( c + d) < 3 2 - 2的 c 和d, S 不是一个非奇异的M_矩阵# 

我们也注意到, 如果用文献[ 9]至[ 11]中的方法进行讨论,很难作出稳定性判断, 例如

  ( A + A
T
+ I) =

1 - 2c - 1

- 1 1- 2d
# 
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显然,对满足 4cd - 2c - 2d [ 0的 c > 0和 d > 0,矩阵( A + A
T
+ I) 不是负定的# 在

另一方面,我们又有

  - ( A+ B) =
c- 2/ 2 1- 2/ 2

- 2/ 2 d- 2/ 2
,

对所有的 c> 1, 0< d < 2, 如上矩阵不是一个行和优势矩阵(即,在矩阵的每一行中,非对角线

上的元素的绝对值之和要小于相应的对角线上元素的值) ,而且矩阵 S 既不是行和优势矩阵

也不是一个非奇的M_矩阵# 定义一个集合 Bcd :

  Bcd = { ( c, d ) | c > 1, 0 < d < 2, 2cd + (2- 2) ( c + d) < 3 2 - 2}# 

易知 Bcd X ª且当( c, d ) I Bcd ,文献[ 2] 和[ 4] 的结果不成立# 因此,我们的结果扩展和改善

了文献[ 2]、[ 4]、[ 9] 至[ 11] 的结果# 进行计算机仿真,系统(20) 的反馈矩阵 A和B采用例题

3中给出的,取 c = 1. 1和 d = 0. 5,输入为 u = [ 0. 3  0. 5] T , 时滞 S= 0. 2且初始条件为 x0

= [ 0. 2  0. 3]T# 此时系统(20) 有唯一的且全局渐近稳定的平衡点 x
*
= (0.069 7  0.692 8)T# 

3  结   论

我们通过 Liapunov泛函方法, 结合矩阵不等式技巧,得到时滞细胞神经网络的平衡点的唯

一性和全局渐近稳定性的新的充分判据# 我们的条件提供了一些参数来适当地弥补了反馈矩

阵和时滞反馈矩阵之间所需要的平衡关系# 这些判据可以容易被使用来设计和检验全局稳定

的网络# 而且,本文所得的稳定性条件不会受到时滞参数的影响,比已有文献具有更少的限制# 

文中所举例子也表明了我们提出的结果的有效性# 
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Global Asymptotic Stability Conditions of

Delayed Neural Networks

ZHOU Dong_ming1, 3,  CAO Jin_de2,  ZHANG Li_ming1
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Shan ghai 200433, P . R . China ;
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Abstract: Utilizing the Liapunov functional method and combining the inequality of matrices technique

to analyze the existence of a unique equilibrium point and the global asymptotic stability for delayed

cellular neural networks (DCNNs) , a new sufficient criterion ensuring the global stability of DCNNs is

obtained. Our criteria provide some parameters to appropriately compensate for the tradeoff between

the matrix definite condition on feedback matrix and delayed feedback matrix. The criteria can easily

be used to design and verify globally stable networks. Furthermore, the condition presented here is in-

dependent of the delay parameter and is less restrictive than that given in the references.

Key words: cellular neural network; global stability; inequality of matrix; delay
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