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摘要 :  利用插值小波理论构造了拟 Shannon 区间小波,并结合外推法给出了一种求解非线性常微

分方程组的时间步长自适应精细积分法,在此基础上构造了求解非线性偏微分方程的区间小波自

适应精细积分法( AIWPIM) # 数值结果表明, 该方法在计算精度上优于将小波和四阶 Runge_Kutta

法组合得到的偏微分方程的数值求解方法, 而计算量则相差不大# 该文方法通过 Burgers 方程给

出,但适用于一般情形# 
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引   言

精细积分法( PIM, 即 precise integration method) [ 1]是为解决结构动力学计算问题而提出的# 

该算法简单且计算精度很高,对于线性定常系统达到了计算机字长范围内几乎精确的数值解# 

采用精细积分法求解偏微分方程, 需要首先对求解区域进行空间离散,形成关于时间的常微分

方程组,然后采用精细积分法求解# 常用的离散方法有差分法和有限元法等# 近年来,采用小

波方法对空间进行离散越来越受到人们的重视,尤其是区间小波的使用,可有效遏制边界效应# 

在众多的小波中,拟Shannon小波
[ 2]
不但具有解析表达式,且同时具有紧支撑性、插值性和无限

次可导连续性等优良数值特性,因此, 采用拟 Shannon小波配点法进行空间离散具有精度高,

方法简单等优点,而且可以按照构造区间上插值小波的方法方便地构造区间上的拟 Shannon

小波# 

对非线性抛物型偏微分方程来说, 非线性项通常要做分段线性化处理,即假定在足够小的

时间步长内是线性的# 一般根据精度要求采用迭代法去自适应选取时间步长,计算工作量很

大,影响了精细积分法在偏微分方程数值求解中的使用# 本文借鉴 Romberg 积分的思想方法,
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给出了一种时间步长的新的自适应选取方法,在整个迭代过程中,指数函数 e( H#$t ) 只需计算

一次,而且迭代次数相对于其他方法也明显减少# 

1  区间上的拟 Shannon小波

1. 1  拟 Shannon小波

拟尺度函数定义如下
[ 2]

:

  w ( x ) =
sin(Px )
Px

e- x
2
/ (2R

2
)
,   R> 0,

其中 R是窗口大小参数# 

考虑一维函数 f ( x ) , x I [ a, b]# 则变量 x 的离散点定义为:

  x n = a +
b - a

2j
#n ,   j I Z, n = 0, 1, 2, ,, 2j# ( 1)

由此可得到拟尺度函数 w ( x ) 的离散形式

  w j ( x - x n) =
sin(2

j
P/ ( b- a) ) ( x - x n)

(2
j
P/ ( b - a) ) ( x - x n)

exp -
(2

2
j
- 1
( x - x n)

2

r
2
( b- a)

2 , ( 2)

其中 r = 2jR/ ( b - a)# 

1. 2  区间上的拟 Shannon小波

由于一般插值滤波器可以表示为基于多项式插值的Deslariers_Dubuc插值滤波器的线性组

合,因此我们可以对小波基函数 wj , k( x ) 做如下改造
[ 3]

引入拉格朗日多项式 l
1
j , k 和 l

2
j, k :

  l
1
j , k = 7

L

i= 0
i X k

x - xj, i
xj, k - xj, i

, l
2
j , k = 7

2
j

i= 2
j
- L

i X k

x - xj , i
xj , k - xj , i

, ( 3)

然后定义以下两个外插权重系数:

  ank = l
1
jk( xjn) , bnk = l

2
jk( xjn) , ( 4)

则区间上的插值基函数可表示为以下形式:

  

Xj , k( x ) = wj , k( x ) + 6
- 1

n= - N+ 1
ankw j, n ( x ) ,   k = 0, ,, L ,

Xj , k( x ) = wj , k( x ) ,   k = L + 1, ,, 2j - L - 1,

Xj , k( x ) = wj , k( x ) + 6
2
j
+ N- 1

n= 2
j
+ 1

bnkw j , n( x ) ,   k = 2j - L , ,, 2j ,

( 5)

其中 L 是被逼近信号函数的HÊ lder连续指数, N 是小波函数的支撑区间,即 supp( w ) = [- N ,

N ]# 

不难看出,拟 Shannon区间尺度函数 Xj , k( x ) 是拟Shannon尺度函数 w j , k( x ) 的线性组合# 

因此,拟 Shannon区间尺度函数 Xj, k ( x ) 具有拟 Shannon尺度函数 w j , k( x ) 的所有性质# 

2  非线性偏微分方程的区间拟 Shannon小波空间离散

下面对非线性偏微分方程用区间小波配点法进行空间离散化# 为使问题简化, 下面以

Burgers方程为例进行讨论# Burgers方程由下式给出[ 4]

  5 u
5 t + u

5u
5x =

1
Re

52
u

5x 2,   x I [ 0, 2] , t \ 0, ( 6)
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初始条件和边界条件分别为

  u( x , 0) = sin(Px ) , u(0, t ) = u(2, t ) = 0, ( 7)

这里 t 是时间, Re 是雷诺数# 

根据配置法的基本思想, u( x , t ) 可近似表示为

  u( x , t ) U uj ( x , t ) = 6
2
j

n= 0

u( xn, t ) Xj ( x - xn)# ( 8)

将( 8)式代入方程( 6) ,按照小波配点法原理,可以得到以下非线性常微分方程组:

  6
2
j

n= 0
uj ( x n, t )

1
Re
Xd( x k - x n) - uj ( xk , t ) Xc( xk - xn) =

duj ( xk , t )

dt
, ( 9)

其中 k = 0, 1, 2, ,, 2j# 记

  Vj = ( uj ( x 0, t ) , uj ( x1, t ) , ,, uj ( x 2
j , t ) )

T
, ( 10)

  U = diag( Vj ) , ( 11)

  W1 = [ Xc( xi - xj ) ] I R
2
j @ 2

j

, ( 12)

  W2 = [ Xd( xi - xj ) ] I R
2
j @ 2

j

, ( 13)

  M0 =
1
Re
W2, ( 14)

  M1 = - UW1, ( 15)

于是方程组( 9)可简记为以下矩阵形式:

  d
dt
Vj = M0Vj + M1( Vj ) Vj# ( 16)

3  非线性常微分方程组的自适应精细时程积分法求解

由( 14)式可知, M0是常数矩阵, M1( Vj ) Vj 是方程(16) 中的非线性项# 对非线性项,我们

可以通过泰勒级数的一次展开式作分段线性化处理, 即认为非线性项在每个时间步长( tk ,

t k+ 1) 内是线性的, 于是方程组( 16)可写为

  d
dt
Vj = M0Vj + r0+ r1( t - tk) , ( 17)

其中

  r0 = M1Vj , r1 =
d(M1Vj )

dt
=

dM1

dt
Vj + M1

dVj
dt

# ( 18)

记    M2 =
dM1

dt
= - diag

d Vj
dt

W1

并结合( 16)式,可最终求得 r1 的表达式为

  r1 = M2Vj + M1( (M0+ M1) Vj )# ( 19)

线性化微分方程组( 17)的解的迭代式为

  V
k+ 1
j = T @ [ V

k
j + M

- 1
0 ( r0+ M

- 1
0 r1) ] - M

- 1
0 ( r0+ M

- 1
0 r1+ r1S) , ( 20)

其中

  T = exp(M0#S)   ( S是时间步长) ,

这样,问题就归结为 T 阵的计算# 

在式( 20)中,指数矩阵 T 可用精细积分法求得, 计算精度非常高且对时间步长不敏感# 

但非线性项M1( Vj ) Vj 的分段线性化处理方法导致递推公式(20) 中的M
- 1
0 ( r0+ M

- 1
0 r1) 计算
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精度和时间步长密切相关,即计算精度随时间步长的增大而下降# 文献[ 6] 采用简单迭代法

对计算结果进行了修正, 在相同时间步长下求解非线性动力学方程时,修正后计算结果的精度

有了较大提高, 但每一步迭代都需要重新计算指数矩阵 T ,计算量较大# 因此,本节建立了基

于外推法的非线性偏微分方程的精细积分求解的自适应算法, 同时给出了多种时间步长指数

矩阵的 T的简单计算方法# 

3. 1  基于精细积分的非线性项积分的加速技术

方程组( 16)的通解可表示为

  Vj ( t ) = eM0
( t- t

k
)
Vj ( t k) + eM0

tQ
t

t
k

e- M
0
t
M1 Vj ( t )dt , ( 21)

记

  I( g) = Q
t
k+ 1

t
k

g ( Vj , t ) dt = Q
t
k+ 1

t
k

e
M

0
( t

k+ 1
- t)

M1Vj ( t )dt , ( 22)

如果时间步长 h = ( tk+ 1- tk) / n 足够小,上式可以通过复化梯形求积公式近似求得, 即

  I( g) U G( h) = h
g
( k)

+ g
( k+ 1)

2
+ 6

n- 1

i= 1

g
( k, i )

, ( 23)

其中

  g
( k )

= g( V
k
j , tk) , ( 24)

  g
( k , i)

= g( V
( k, i )
j , tk + ih) = e

M
0
h
[ M

- 1
0 ( r

( k , i- 1)
0 + M

- 1
0 r

( k, i- 1)
1 ) ] -

      M- 1
0 ( r

( k, i- 1)
0 + M

- 1
0 r

( k, i- 1)
1 + hr

( k , i- 1)
1 ,   i = 1, 2, ,, n# ( 25)

  g
( k+ 1)

= g
( k, n)

, ( 26)

r
( k , i )
0 , r

( k, i )
1 和 V

( k , i)
j 分别表示向量r0, r1和 Vj 在时刻( tk + ih) 处的值# 为提高计算精度,式

( 23)可通过外推方法求得,即

  

G0( h) = G( h) ,

Gi ( h) =
2

2i
Gi- 1( h/ 2) - Gi- 1( h)

22i
- 1

,
( 27)

为了在计算机上计算方便,引入记号 T ( h) = eM 0
h和G

s
i , G

s
0 = G0( ( tk+ 1- t k) / 2

s
) , s 表示把区

间[ tk , tk+ 1] 分成 2s 等份,代入式( 21)得

  V
k+ 1
j = T( t k+ 1- tk) V

k
j + G( h)# ( 28)

这样,基于外推法的常微分方程组的自适应精细积分算法步骤可归结如下:

1) 计算 T(2
i
h) , h = ( tk+ 1- t k) / 2

s
, i = 0, 1, 2, ,, s;

2) 使用外推法公式( 27)求解 G( h ) ;

3) 利用迭代式( 28)求不同时刻 tk 下的向量值 V
k# 

上述外推方法迭代终止条件是 G( h ) 的计算精度,当所求问题的非线性程度较大时,迭代

次数自动加大# 

3. 2  指数矩阵 T ( ih) 的快速计算

文献[ 1]给出的 T( S) (其中 S= t k+ 1 - tk ) 的计算方法如下:首先将 T( S) 表示为

  T( S) = exp(M0#S) = [ exp(M0#S/ 2N ) ] 2N

, ( 29)

令 $t = S/ 2N ,这里N为正整数, 一般N = 20,则 $t = S/ 1 048 576,由于 S本来就是不大的时

间区间,因此 $t 将是一个非常小的值, 在时间区间 $t 内 exp(M0$t ) 的Taylor级数表达式为
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  exp(M0#$t ) = I + Ta = I + M0$t +

         (M0$t )
2
[ I + (M0$t ) / 3+ (M0$t )

2
/ 12] / 2, ( 30)

为精确计算矩阵 T,可将矩阵 T 可进一步表示为

  T( S) = [ exp( (M0 # $t ) ) ] 2
N

= ( I + Ta)
2
( N- 1)

( I + Ta )
2
(N- 1)

, ( 31)

上式构成 T 的分解计算表达式,这样的分解一直做 N 次,便可得到 T的高精度值# 

外推法中最常用的网格参数加密法是取 Si = 2- iS, S = t k+ 1 - tk , 因此, 在用外推法求解

G( h) ( h = S/ 2s )时,需要求解指数矩阵 T( Si ) , i = 0, 1, ,, s# 从(29) ~ (31) 式可以看出,指

数矩阵精细计算算法是一种 2N 类的算法, 因此, 如果取 T( S) = [ exp(M0#$t ) ] 2
N

, 则

  T( Si ) = [ exp(M0#$t ) ] 2
N- 1

] , ( 32)

需要指出的是, 尽管采用该方法计算 T( Si ) 时,循环次数小于N ,但由于对应的时间区间 Si 也

相应减小,所以计算精度不会下降# 

采用基于精细积分的迭代法求解非线性方程时,需要计算不同时间步长下的指数矩阵,而

本节给出的指数矩阵计算方法可一次计算出所有时间步长下的指数矩阵# 

4  数值结果及讨论

Burgers方程( 6)有以下形式的解析解[ 5]

  u( x , t ) =
4P
Re

6
]

n= 1
nexp

- n
2
P

2
t

Re
In

Re
2P sin( nPx )

2 6
]

n= 1

exp
- n

2P2
t

Re
In

Re
2P

cos( nPx ) + I0
Re
2P

,

其中 In ( x ) 为第一类 n阶修正 Bessel函数# 图1是 Re = 100时解析解 u( x , t ) 的图形,其中

t分别为0. 0, 0. 2, 0. 4和0. 6# 从图中不难看出, Burgers方程的解在 x = 1附近演变成一激波,

随着 Re 值的增加,该激波的梯度值也越来越大,因此常用来检测数值求解方法的优劣# 

 图 1 在不同时刻 Burgers 方程的解析解

本节分析自适应区间小波精细积分法( AIWPIM)

对 Burgers方程( 6)的计算结果# 在计算中,取雷诺数

Re = 100,尺度参数 j = 7, 时间步长 S = 0. 1# 

首先通过 Burgers 方程的数值计算结果比较拟

Shannon小波和拟Shannon 区间小波的数值性能# 图

2( a)给出了自适应拟 Shannon 小波精细积分法的计

算误差, 从图中可以看出, 最大误差出现在边界附

近,这是小波变换中零延拓产生的边界效应,而自适

应拟 Shannon区间小波精细积分法则有效遏制了边

界效应, 如图2( b)所示# 出现在 x = 1附近的计算误

差是由 Burgers方程在此处产生的激波造成的# 
文[ 6]给出了一种非线性动力学方程的精细积分算法# 在该方法中,时间步长通过迭代

方法自适应选取# 设时间步长分别为 $t和 $t / 2时得到的Burgers方程在时刻 t时的数值解之

间的最大误差为 E,停止迭代的条件是 | E| < 1 @ 10- 6# 显然该方法也可以应用于Burgers方程

的求解# 表1是文[ 6]方法和本文方法迭代次数的比较,采用本文方法的迭代次数显然较少# 
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  ( a) 拟 Shannon 小波精细积分法       ( b) 拟 Shannon 区间小波精细积分法

图 2  拟 shannon小波精细积分法和拟 shannon区间小波精细积分法的计算误差 E( t = 0. 4)

表 1 Burgers 方程在不同时间段下进行积分的迭代次数(次/ 0. 01 s)

时间段( s) 0~ 0. 13 0. 13~ 0. 22 0. 22~ 0. 31 0. 31~ 0. 39 0. 39~ 0. 4

本文方法 3 4 4 5 4

文[ 6]方法 2 2 3 3 3

  小波和 Runge_Kutta方法组合也是求解非线性偏微分方程的常用方法, 为说明小波精细积

分方法求解非线性常微分方程的有效性, 下面对小波自适应精细积分法和小波自适应四阶

Runge_Kutta方法的数值结果进行对比# 

   ( a)精细积分法             ( b) Runge_Kutta法

图 3  精细积分法和 Runge_Kutta法的计算误差 E 对比 ( t = 0. 4)

表 2  Burgers方程数值结果的最大误差

t / s 精细积分法 Runge_Kutta法 Adams_Bashforth_Moulton法

0. 4 8. 094 9@ 10- 5 9. 179 5 @ 10- 5 6. 862 6 @ 10- 5

0. 8 1. 788 4@ 10- 4 1. 842 5 @ 10- 4 1. 489 0 @ 10- 4

1. 2 8. 406 1@ 10- 6 1. 191 7 @ 10- 5 3. 900 4 @ 10- 5

1. 6 1. 653 9@ 10- 6 6. 215 7 @ 10- 6 3. 448 6 @ 10- 5

2. 0 3. 239 3@ 10- 7 9. 678 6 @ 10- 6 9. 591 2 @ 10- 6

图3( a)和图 3( b)分别是这两种方法的计算误差曲线# 从图中不难看出,采用小波精细积分法

求解,误差只出现在解的梯度较大的 x = 1附近, 其它位置的误差几乎为 0,而 Runge_Kutta法

的误差在其它位置也比较明显,尤其在边界附近比较明显# 另外我们注意到,即使采用精度较

高的多步法,如 Adams_Bashforth_Moulton方法,在边界附近产生的误差也非常明显(图 4) # 表 2

给出了这 3种方法的数值结果在不同时刻的最大误差,从中可以看出, 小波精细积分方法的计

算精度优于另外两种方法# 
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  图 4 Adams_Bashforth_Moulton

方法计算误差 E ( t = 0. 4)

假定常微分方程组( 21)的维数为 n, 当采用

精细积分法求解时, 每计算一次递推公式(25) 需

要进行 9n2
+ n 次乘法运算; 而采用四阶 Runge-

Kutta 法时,每次递推需要进行 8n
2
次乘法运算# 

经统计,在时间区间[ 0, 2] 内, 精细积分方法将该

区间划分成了大小不等的 882个时间段, 整个计

算过程需要进行 882 @ (9n2
+ n) 次乘法运算;而

四阶 Runge_Kutta 方法则划分成了 965个时间段,

整个计算过程需要进行 965 @ 8n
2
次乘法运算# 

因此,二者的计算量相差不大# 

5  结 束语

采用区间上的拟 Shannon小波方法求解 Burg-

ers方程可有效抑制边界处的误差, 提高数值解的精度# 精细时程积分法求解定常动力学问题

时,在积分点处数值上逼近于精确解的数值结果, 也就是说,该方法对时间步长不敏感# 因此,

当时间历程较长时, 可适当加大时间步长# 但将该方法推广应用于非线性动力学方程时,该方

法对时间步长的敏感程度则随非线性程度的增强而加大, 所以时间步长需用迭代法由计算精

度来确定# 本文提出的自适应精细积分法则是将外推法引入基于精细积分的迭代法中, 并给

出了快速算法, 从而使该方法更加实用# 数值结果表明,将区间小波法和精细积分法相结合求

解偏微分方程, 在计算精度上优于将区间小波法和 Runge_Kutta法组合得到的结果, 而计算量

则相差不大# 如果采用由区间上的小波构造自适应多层小波配置法对空间进行离散, 可有效

减小离散方程组的规模,更有利于采用精细积分法# 尽管本文方法是针对 Burgers方程的,但

同样适用于其他非线性偏微分方程以及非线性动力学方程# 
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Abstract: The quasi_shannon interval wavelet is constructed based on the interpolation wavelet theo-

ry, and an adaptive precise integration method, which is based on extrapolation method is presented

for nonlinear ODEs. And then, an adaptive interval wavelet precise integration method ( AIWPIM) for

nonlinear PDEs is proposed. The numerical results show that the computational precision of AIWPIM

is higher than that of the method constructed by combining the wavelet and the 4th Runge_Kutta

method, and the computational amounts of these two methods are almost equal. For convenience,

the Burgers equation is taken as an example in introducing this method, which is also valid for more

general cases.

Key words: precise integration method; extrapolation method; Burgers equation; interval wavelet
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