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摘要:  基于经典(矩阵型)投入产出分析, 引入了一类非线性(连续型 )条件 Leontief 模型、投入产

出方程及相关的三个基本问题,即可解性、连续性和满射性, 进而非线性分析的一些不动点与满射

性方法被用于处理这些问题# 作为结果, 得到了三个重要定理, 这些定理给出了用企业的消耗算

子的边界性质描述的解答如上问题的一些充分性准则# 

关  键  词:  投入产出方程;  可解性;  连续性;  满射性;  不动点;  上半连续;  上 h 连

续;  非线性分析
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引   言

本文记 R
n
为赋于范数 + # +的 n 维空间, x = ( x 1, ,, xn ) 为其元素, R

n*
= ( R

n
, + #

+)
*
为其对偶空间,并记 R

n
+ 为 R

n
中由所有非负向量所成的闭凸锥# 

定义  设 F < R
n
+ 是企业的总产出向量集, A是从F 到R

n
+ 的一非负映射称作企业的消耗

算子, I 是从R
n 到自身的恒等映射# 设 c I R

n
+ 是一固定元称作市场配置给企业的(预期)最

终需求(向量) , 则分别称

  ( A, I ; F) ( 1)

与

  
x I F,

s. t . ( I - A) x = c,
( 2)

为条件Leontief模型与条件投入产出方程(简记为条件 IO方程)# 

( 2)的经济意义是明确的, 即是否能找到一合适的产出 x I F ,使之与对应消耗 Ax的差恰

好是最终需求 c# 若回答肯定,则称 c 是可解的最终需求# 

注1  若 A = ( aij ) n @n 是一非负矩阵且 F = Rn
+ , 则 ( 1)与 ( 2)分别是著名的经典 Leontief 模型与 IO 方

程[1, 2]# 
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对于一般的条件 IO方程( 2) , 我们提出本文将处理的三个基本问题:

问题 1(可解性)  对何种 c I R
n
+ , 它必是可解的最终需求?

问题 2(连续性)  方程( 2)对应于可解最终需求 c 的相关解集,随着 c 的小扰动是否有任

何种类的连续性质?

问题 3(满射性)  是否 F 中的每个元素都能以统一的形式可被近似地取为可解的最终需

求?

注 2 引入问题 3据于一经济事实# 若企业经营高效,这意味着对所有的 x I F ,消耗 Ax 的范数整体很

小,那么无论 IO方程(2) 可解与否,企业总是倾向于将最终需求 c 取作为预期的产出x# 至少就我们所知, 除

了经典 IO方程的可解性问题被研究过外,至今未见有文献对如上方程作出系统的研究# 处理经典 IO方程的

传统方法是估计矩阵 A的最大特征值�K,且当�K< 1 时,有 x = ( I - A )- 1 c = 6
]

i= 0

Aic[ 1]# 沿着这一途径, 除

了熟知的圆盘定理外,文[ 3, 4] 中的结果也对该类方程有用# 然而, 从经济学的角度来看, 经典模型有如下两

个缺陷; 1) 由于企业的产出集一般是 Rn
+ 中的有界集,故将 Rn

+ 取作产出 F 是不恰当的; 2) 因为企业的对应消

耗很难以线性形式刻划,故将矩阵( aij ) n@ n取作消耗A也是不恰当的# 基于如上理由, 为了以相对合理的方式

对条件 IO方程作一初步的研究,我们提出两个基本假设如下:

基本假设 1 F 是Rn
+ 的凸紧子集并具有非空内部(即 IntF X ª ) ;

基本假设 2 消耗 A = (A 1 , ,, An ) : F y Rn
+ 是连续的, 即对每个 i = 1, ,, n, A i: F y R+ 是连续的# 

对于基本假设 1有一些特例如下:

a) F = F
n

i= 1

[ ai , bi ] 其中 0 < ai < bi < + ] , i = 1, ,, n, a i和 bi可分别假设为市场对第 i 种产品的最小

和最大需求,或分别理解为对第 i 种产品,为维持企业生存的最低生产量或基于企业生产能力的最高生产量

# 

b) F = x I Rn
+ | c1 [ 2

n

i= 1
qixi [ c2 , 其中 qi ( i = 1, 2, ,, n) 是第 i种产品的单位花费, 0< c1< c2 < +

] ,且[ c1, c2 ] 是企业总花费的允许区间# 

c) F = x I F
n

i= 1

[ a i, bi ] | c1 [ 2
n

i= 1
qixi [ c2 满足 IntF X ª , 这是情形 a)与 b)的混合# 

显然,只要 F X Rn
+ 或 A 不是矩阵,则基于最大特征值的经典方法就不再适合用于一般的条件 IO 方程# 

以下,我们将在基本假设 1 与 2下, 用非线性分析方法对问题 1~ 3 作初步的探索# 

1  主要结果及其经济意义

111  主要定理

在如下的定理中, 我们总设条件 Leontief 模型 ( 1)满足基本假设 1 与 2, 并总记 5F =

F \ IntF 为F 的边界# 诸如上半连续( u. s. c) ,上 h 半连续( u. h. c) , 连续,闭与剩余( residual )

等术语均可参阅文[ 5]# 

定理 1  设 R
n 赋于由内积(#, #) 导出的欧氏范数 + # +( = + # +2)# 又设 x0 I IntF

及 c0 I R
n
+ 满足以下诸边界条件之一:

1) (Rothe)  +Ax + c0 - x0 + [ +x - x0 +, x I 5F ;

2) ( Krasnoselskii)  ( Ax + c0 - x0, x - x0) [ +x - x0 +2
, x I 5F ;

3) ( Petryshen)  +Ax + c0- x + \ + Ax + c0- x0 + , x I 5F ;

4) (Altman)  + Ax + c0- x +2 \ + Ax + c0- x0 +2
- +x - x0 +2

, x I 5F# 

那么下列陈述成立:
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( � ) IO方程( 2)对 c = c0有解;

( � )令

  FA ¦ c I R
n
+ | +Ax + c - x +2 \ + Ax + c- x0+2

- +x - x0 +2
, x I 5F ,

GA: FA y 2
F
: c Åy GA ( c) ¦ x I F | ( I - A) x = c # 

( 3)

则 a) 作为集值映射, 在文[ 5]的意义下, GA是严格上半连续与上h半连续的,且使GA连续的点

的集合是剩余的# 

b) 若 A 是一压缩映射,则 GA 是单值连续映射# 

定理 2  设 R
n 上赋于最大模范数 + # +( = + # +0) , F = F

n

i= 1
[ a i , bi ] 满足0 [ a i < bi

< + ] , i = 1, ,, n# 设 c0 I R
n
+ 满足如下两个条件之一:

1) (Rothe)  ai [ A ix + c0i [ bi , 1 [ i [ n, x I 5F ;

2) ( Petryshen)  max
1[ i [ n

| A ix + c0i - x i |

bi - a i
\ max

1 [ i [ n

| Aix + c0i - ( a i + bi ) / 2 |

bi - a i
, x I 5F# 

则下列2个陈述成立:

( � )对 c = c0, 方程( 2)可解;

( � )令

  
FR ¦ c I R

n
+ | a i [ A ix + ci [ bi , 1 [ i [ n, x I 5F ,

GR : FR y 2F : c Åy GR ( c ) ¦ x I F | ( I - A) x = c
( 4)

及

  

FP ¦ c I R
n
+ | max

1 [ i [ n

| A ix + ci - xi |

bi - ai
\

  max
1 [ i [ n

| A ix + ci - ( a i + bi ) / 2 |

bi - a i
, x I 5F ,

GP : FP y 2F : c Åy GP ( c ) ¦ x I F | ( I - A) x = c # 

( 5)

则 a)当 FR(或 FP ) 非空时,在文[ 5] 的意义下, GR(或 GP ) 是严格,上半连续与上 h 半连续的,

且其连续点集是剩余的# 

b) 进而, 若 A是一压缩映射,则 GR (或 GP) 是严格的单值连续映射# 

定理 3  设 R
n 赋于欧氏范数 + # +( = + # +2) , 且 F < IntRn

+ # 定义

  L0 = sup
x I 5F

+Ax +# ( 6)

并令

  

G: F Åy 2F: c Å y G ( c) ,

G( c) = x I F | v $c I R
n
,

    s. t . ( I - A) x = c + $c, + $c + [ L0 # 

( 7)

则: ( � ) G 是严格的, 即对任意 c I F, 存在 x I F 及 $c I R
n 使得

  
( I - A) x = c + $c ,

+ $c + [ L0# 
( 8)

( � ) 同样在文[ 5]的意义下, G 是上半连续与上h半连续的, 且其连续点集是剩余的# 
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注11 1 值得提及的是产生上述主要结果的思想# a) 可解性部分(即定理 1( � )与定理 2( � ) )分别归功

于文[ 6]与[ 7]# b)连续性部分(即从定理 1 到 3的( � ) )主要源自于文献[ 5, 8, 9]# c) 满射性部分(即定理 3

( � ) )则得益于文[ 10] , 所有证明在最后一节给出# 

注 112 设 A 是一凸算子,即对 i = 1, ,, n, A i : F y R+ 是凸函数, 且设 Fc是任一具有非空内部的凸紧

集,且满足 Fc < IntF ,则文[ 5, 8, 9, 11] 表明所有如上的定理(在定理2情形,我们应设 F = F
n

i= 1

[ ai , bi] 及 Fc =

F
n

i= 1

[ aic, bic]# ) 对如下新的 IO方程成立:

  
x I Fc,

s. t. ( I - A) x = c# 

112  一些经济意义
1) 定理 1( � )实际上为我们提供了一个用消耗算子 A在F 上的边界性质来判断是否R

n
+

中的元素能作为可解的最终需求的充分条件# 这里我们根据Rothe条件来展示这一事实# 

设 x0 是 F 的中心, L0 = sup
x I 5F

+Ax +及 E0 = inf
x I 5F

+x - x0 +并满足 L0 < E0# 令

  O( x0, E0- L0) ¦ x I R
n
| +x - x0 + < E0- L0 ,

则 O( x0, E0- L0) H R
n
+ 中的每一个元素满足 Rothe条件# 这表明,只要 Ax的范数在5F 上

一致很小, 则可解最终需求必存在且可从靠近 F 的中心的点中去寻找,此情当企业经营高效

时是可能的# 

2)定理 1( � )表明对于可解的最终需求 c, 方程(2) 的解集随着 c的小扰动是上半连续,上

h 半连续且几乎连续的# 

与定理1相同,定理 2揭示同样的经济意义,这儿细节从略# 

3)定理 3 表明, 对于每个 c I F, 总存在对 c 的一个扰动 $c 满足 +$c + [ L0 =

sup
x I 5F

+Ax +, 并使扰动后的向量 c+ $c使方程(2) 可解,且由(7) 定义的对应近似解集G ( c )也

随 c在F 中的扰动是上半连续,上 h 半连续且几乎连续的# 更进一步, 若企业经营良好使 L0

足够小, 则F H [ L0, + ] )
n
中的每个元必是近似的可解最终需求且近似解集也有相同的连续

性质# 

2  主要定理的证明

211  定理 1的证明:

( � ) 令 F = x0+ F0,则 F0 也是具有非空内部的凸紧集, 进而还有

  
0 I IntF0; IntF 0 = F0,

x I 5F Z x - x0 I 5F0# 
( 9)

定义映射 T : F 0 y R
n 为

  Tz = A( x0+ z) + c0- x0   ( z I F0) , ( 10)

则 T 是连续的,且由( 9)与( 10)知, 条件( 1) ~ ( 4)分别导出:

1) (Rothe)  +Tz + [ +z + , z I 5F0;

2) (Krasnoselskii)  ( Tz , z ) [ +z +2
, z I 5F0;

3) ( Petryshen)  +z - Tz + \ +Tz +, z I 5F 0;

4) (Altman)  + z - Tz +2 \ +Tz +2
- +z +2

, z I 5F0# 

故由文[ 6] (定理 41217)知 T 有一个不动点z* # 令 x* = x0+ z* , 得 x* I F且( I - A ) x* =

326 刘   颖   范    陈   晓   红



c0, 这表明方程(2) 对 c = c0 是可解的# 

( � ) 因为Altman条件是该定理中所有从( 1)到( 4)条件中最弱的一个[ 6] ,故由 c0 I FA 可

知 FA 非空,且由证明的( i) 部分还可知对所有 c I FA, GA( c ) 也是非空的# 进而,易验证 FA

是一闭子集且GA是一具有闭图的严格集值映射# 于是由文[ 5] (推论31119;定理311110及性

质31212) 及 R
n
上的范数拓扑与弱拓扑一致

[ 12, 13]
, 可得 GA: FA y 2

F
是上半连续与上h半连续

的,且使 GA 连续的点集是剩余的# 

定理的其余部分是明显的,证毕# 

212  定理 2的证明:

( � ) 引入 R
n 上的乘法* 如下:

  x* y = ( x 1y 1, ,, xny n) , x, y I R
n
,

则 ( R
n
, * , + # +) (其中 + # + = + # +0) 是一 Banach代数# 

设 x0 =
a1+ b1

2 , ,,
an + bn

2
, F

n

i = 1
[- 1, 1] = [- 1, 1] n

, 则

  

F = x0+
b1 - a1

2
, ,,

bn - an
2

* [- 1, 1]
n
,

z I 5( [- 1, 1] n
) Z x =

  x0+
b 1- a1

2
, ,,

bn - an
2

* z I 5F# 

( 11)

定义映射 B: [- 1, 1] n y R
n 为

  Bu =
2

b1- a1
, ,,

2
bn- an

* A[ x0 +
b1- a1

2 , ,,
bn - an

2
* u ] +

     c0- x0 , u I [- 1, 1] n # ( 12)

明显, B 是连续的# 

a) 先设 1) ( Rothe)条件对 c = c0成立, 则由(11) 知对每个 u I 5( [- 1, 1] n
) ,存在唯一的

x I 5F , 使得

  x = x0+
b1- a1

2
, ,,

bn - an

2
* u# 

于是 Rothe 条件导出

  -
bi - ai

2
[ A i x0+

b 1- a1

2
, ,,

bn - an

2
* u +

    c0i - x0i [
bi - ai

2
, ( i = 1, ,, n)# 

结合( 12)可得:

  - 1 [ Biu =
2

bi - ai
A i x0+

b1- a1

2
, ,,

bn - an
2

* u +

    c0i - x0i [ 1, ( i = 1, ,, n)# 

因此,对所有 u I 5( [- 1, 1]
n
) 有 +Bu + [ +u +,且由文[ 7] (推论51314) 可得 B存在一个

不动点 u* I [- 1, 1]
n# 取

  x* = x0+
b 1- a1

2
, ,,

bn - an
2

* u* ,

则有 x* I F, 且( I - A) x* = c0# 

327关于连续型条件投入产出方程的一些结果 ) ) ) 不动点与满射性方法



b) 现设 2) ( Petryshen)条件对 c = c0成立# 如同上证,可知对每个 u I 5( [- 1, 1] n ) ,存

在唯一的 x I 5F, 使

  u =
2

b1- a1
, ,,

2
bn - an

* ( x - x0)# 

于是

  
Bu - u =

2
b 1- a1

, ,,
2

bn - an
* ( Ax + c0- x ) ,

Bu =
2

b1- a1
, ,,

2
bn - an

* ( Ax + c0- x0)# 

且2) (Petryshen)条件隐含对每个 u I 5( [- 1, 1] n
) , 有 + Bu- u + \ + Bu +, 故同样由[ 7]可

知 c0必是可解的最终需求向量# 
( � )定理的其余部分可用定理 1同样的方法证明# 证毕# 

213  定理 3的证明  我们用四步进行证明# 
第一步:先证明下述引理# 

引理 1  设 Y是R
n中具有非空内部的凸紧集,5 Y 是其边界,设 B是从Y到R

n的连续映射

满足 B | 5 Y = 0,则( I - B) Y = Y# 

由Rogalski_Cornet定理( [ 10] , 定理151114) ,只须证明对任意 p I R
n*

= R
n及y I 5( Y, p )

= y I Y | 3p, y4 = min
z I Y

3p, z4 , 有

  3p, y4 \3p, ( I - B) y4i. e.3p, By4 \ 0# ( 13)

(对于欧氏空间 ( R
n
, + # +) (其中 +# += +# +2) , 对偶积3#, #4与内积( #, #)一致)# 事实

上,

若 p = 0, (13) 立即成立# 若 p X 0, 则由 Int Y非空及3p , y4= min
z I Y

3p, z4可知, y I 5( Y, p )

导出 y I 5 Y,故 By = 0, 且( 13)成立# 

第二步:令 E0 = dist ( F , 5Rn
+ ) = inf

x I F, y I 5Rn
+

+x - y +, 则 E0 > 0(这因为 F 紧, 5Rn
+ 闭且 F

< IntRn
+ )# 对每个 E I (0, E0) ,定义 FE= x I R

n
| dist ( x, F) [ E , 则有:

  a) FE也是R
n
的凸紧子集,

b) F < FE < IntRn
+ 且 F < IntFE# 

我们将证存在一个从 FE到R
n
的映射AE满足:

  

a) AE是非负连续的,

b) AE | F = A, i. e. , Px I F, Ax = AEx ,

c) AE | 5 F
E
= 0, i. e. , P x I 5FE, AEx = 0# 

( 14)

设 P是从FE到F上的最佳逼近算子,即对每个 x I FE, Px I F满足 +x- Px + = inf
z I F

+ x

- z +[ 14]
, 则立得:

  
a) P是连续的,

b) P | F = I# 
( 15)

又由方程的截断技巧
[ 15, 16]

,可找到一函数 g I Cc ( R
n
) 使得

  

a) 0 [ g( x) [ 1, x I R
n
,

b) g | F = 1,

c) supp g < intFE, 由此 g | 5 F
E
= 0# 

( 16)
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限制 g 在FE上仍记之为g ,定义一从 FE到R
n 的映射AE为

  AEx = g ( x) A( Px) , x I FE,

则( 15)与( 16)立即表明 AE即为( 14)所求# 

第三步:我们来证,对每个 c I F 及E I (0, E0) ,存在 xE I F 及 $cE I R
n
使得

  
xE- AxE = c + $cE,

+$cE+ [ E+ L0# 
( 17)

设 AE是如上满足( 14)的映射,则由引理1得

  ( I - AE) FE = FE = F# 

因为 c I F, 故可找到 x̂E I FE使

  x̂E- Ax̂E = c# ( 18)

取

  
xE = Px̂E( I F ) ,

$cE = xE- AxE- c, i. e. xE- AxE = c + $cE# 
( 19)

若 x̂E I F, 则由( 14) , ( 15) , ( 18)与( 19) ,有

  
xE- AxE = c,

$cE = 0# 

若 x̂E I FE \ F ,则由(18) , (19) 及 P 与AE的定义可知

  

xE I 5F, xE- AxE= c+ $cE,

+ xE- x̂E+ [ E,

$cE = ( xE- x̂E) + ( g( x̂E) - 1) AxE# 

结合( 16)并利用 L0的定义,可得

  
xE- AxE = c + $cE,

+$cE+ [ E+ L0# 

第四步:最后证明定理 3成立# 

( � ) 设 c I F 被固定# 由第三步知,对 k = 1, 2, ,,存在 xk I F 及 $ck I R
n
, 使得

  

xk - Axk = c+ $ck ,

+$ck + [ 1
k
+ L0# ( 20)

因为 F 紧及 $ck
]
k= 1有界,可设 xk y x I F , $ck y $c I R

n
( k y ] )# 

令 k y+ ] , 则从( 20)立得

  
x - Ax = c + $c,

+$c + [ L0# 

( � ) 易知由( 7)定义的 G 是闭的,故由文[ 5]知定理 3( � )成立# 

这就完成了证明# 
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Some Results on Continuous Type Conditional

Input_Output Equation )
Fixed Point and Surjectivity Methods

LIU Ying_fan1, 2,  CHEN Xiao_hong1

( 1. Depar tm en t of Ma them atics , Nanjing Un iver sity of Aeronaut ics an d Astr onautics ,

Nanjing 210016, P . R . China ;

2. Depa rtm ent of Mathem atics , Nanjing Univer sity of Post and Telecomm un ica tions ,

Nanjing 210003, P . R . China )

Abstract: Based on the classical( matrix type) input_output analysis, a type of nonlinear( continuous

type) conditional Leontief model, input_output equation were introduced, as well as three correspond-

ing questions, namely, solvability, continuity and surjectivity, and some fixed point and surjectivity

methods in nonlinear analysis were used to deal with these questions. As a result, the main theorems

are obtained, which provide some sufficient criterions to solve above questions described by the

boundary properties of the enterpriseÄs consuming operator.

Key words: input_output equation; solvability; continuity; surjectivity; fixed point, upper semi_contin-

uous; upper hemi_continuous; nonlinear analysis
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