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张量封闭模型与三维取向分布
对纤维悬浮槽流稳定性的影响
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摘要: 应用 3 种不同的纤维方向张量封闭模型,数值模拟了纤维悬浮槽流的流动稳定性问题, 从

而研究封闭模型和纤维的三维取向分布对稳定性分析的影响 结果发现, 采用 3种不同封闭模型

所得到的流动稳定特性与纤维参数之间的关系是相同的, 但采用三维混合封闭模型时, 由于纤维

的取向与流向的偏差程度较大,所以纤维对流动的不稳定性具有最强的抑制作用 而采用二维混

合封闭模型时,由于纤维在平面取向条件下, 其轴线整体上趋于呈流向排列, 使得对流体的作用削

弱,导致纤维对流动不稳定性抑制的作用最弱
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引 言

含有悬浮纤维的流动在工业领域中十分常见 在许多类型的流场中, 纤维添加剂对于流

动减阻起了重要作用[ 1~ 3] 纤维的存在导致悬浮流的一些特征发生改变, 其中之一就是流动

稳定性

涉及纤维对剪切流稳定性影响的研究成果非常少 Pilipenko 等[ 4]分析了共轴圆柱间纤维

悬浮 Couette流的线性稳定性 Azaiez[ 5]给出高 Re 数条件下纤维自由剪切流的线性稳定性分

析结果,并总结了纤维对流动时间不稳定性的影响 Azaiez[ 6]进一步考虑了纤维取向分布模型

及空间分布状态对分析结果的影响 Lin和 You
[ 7]
研究了平面纤维悬浮槽流场的线性稳定性,

发现纤维抑制流动不稳定性的现象并给出解释 You和 Lin [ 8]分析了纤维悬浮圆管流动的线

性稳定性, 揭示了纤维增强流动稳定性的规律 Lin和 You[ 9]采用空间增长模式分析了纤维悬

浮槽流的稳定性,结果表明,悬浮纤维使得扰动不稳定的区域整体缩小,且长波扰动所受的影

响更为显著

然而,纤维的三维取向分布对槽流稳定性的影响尚没有结论 因此,本文应用 3种不同的
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纤维方向张量模型进行稳定性分析,即在纤维平面取向条件下分别采用自然封闭模型和二维

混合封闭模型; 而在三维取向状态下采用三维混合封闭模型 以此给出模型种类与稳定性分

析结果之间的关系以及纤维的三维取向分布对流场稳定性的影响

1 计 算模 型

1. 1 问题描述

本文研究图 1所示的平面槽流场,建立直角坐标系, 其中 x 轴位于槽道中心线, y 轴与之

垂直 基本流动为层流,流向与垂向的速度分量分别为 U0、V0, U0最大值 U在x 轴上,槽宽为

d

定义 Re数为: Re = U( d / 2) / ,其中 , 分别为流体的密度与动力粘度 流场的控制方

程和边界条件为:

u = 0,
u
t

+ u u = - p + , u | y= 1 = 0, ( 1)

图 1 平面槽流场

式中 u 为速度矢量, p 为压力, 为表观应力张量,它

包含牛顿流体和纤维两部分的贡献,可以表示成:

= s + f , ( 2)

其中第1项代表牛顿流体的贡献:

s =
1

Re
, ( 3)

式中应变率张量 = u+ u
T
第2项 f代表纤

维的贡献,取决于纤维的取向状态

1. 2 本构方程

假设纤维是刚性的轴对称圆柱体, 用轴向单位矢量 p 描述单根纤维的取向 定义概率分

布函数 (p ) ,则 (p )dp表示纤维分布于p同( p+ dp) 之间的概率 于是纤维取向的二阶与

四阶方向张量( a2 和 a4) 定义为
[ 10] :

aij = p i pj ( p) dp , a ijkl = pi pj p k pl ( p)dp , ( 4)

式中积分遍历 p 的所有值 二阶张量 a2的变化率为:

Da2

D t
= -

1
2

( a2 - a2 ) -
2

( a2 + a2 - 2 a4) +

2Dr ( I - ma2) , ( 5)

式中 是涡度张量, = ( r
2
- 1) / ( r

2
+ 1) , r为长径比 I是单位张量, m 为空间维数 取向

扩散张量Dr来源于纤维间的水动力相互作用
[ 11] Folgar和Tucker [ 12]提出将 Dr表示为 CI | | I ,

相互作用系数 CI 取 0. 01

纤维取向的二阶方向张量 a2 的方程中含有未知的四阶方向张量 a4, 为使方程封闭就必

须建立这两个张量之间的关系 本文研究 3种类型的近似封闭模型: 第 1 种是 Verieye 和

Dupret
[ 13]
提出的自然封闭模型,该模型在纤维平面取向的条件下具有简单形式并且适用于多

种流场,其分量形式为:

aijkl =
1
6
det( aij ) ( ij kl + ik jl + il jk ) +

1
3

( aij akl + aikajl + ailajk ) , ( 6)

式中 det ( aij ) 代表二阶张量的行列式 然而, 这种模型对于三维取向分布的情况没有显式解
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析式[ 14] 第 2和第 3种是混合封闭模型,分别对应于纤维的二维和三维取向分布状态,前者

定义为:

aijkl = f aij akl + (1 - f )
1
6

( a ij kl + aik jl + ail jk + akl ij + ajl ik + aj k il ) -

1
24

( ij kl + ik jl + il jk ) , ( 7)

其中 f = 1- 4det( a ij ) 后者定义为:

aijkl = f aij akl + (1 - f )
1
7

( a ij kl + aik jl + ail jk + akl ij + ajl ik + aj k il ) -

1
35

( ij kl + ik jl + il jk) , ( 8)

其中 f = 1- 27det( aij ) 混合封闭模型是线性封闭模型( f = 0) 与二次封闭模型(f = 1 )的组

合,前者可以精确模拟纤维的随机取向分布,而后者适用于纤维的完全规则排列状态[ 15] 对

于一般的流场, 混合封闭模型比线性或二次封闭模型更加优越, 但不如自然封闭模型精度高

根据方程( 5)以及任一种封闭模型,可以完全确定流场中纤维的取向分布状态 描述纤维应力

与取向分布关系的本构方程为[ 16, 17] :

f =
A
Re

a4 -
1
3
Ia2 : , ( 9)

式中 是纤维的体积分数 在半稀相情况下, Batchelor 得到:

A =
r
2

3ln( 2 / )
( 10)

方程( 9)的右端第 2项很小,与其余项相比可以忽略 为简便起见,定义, H = A / Re, F

= a4: 纤维的应力可写为 f = HF

1. 3 线性稳定性方程

将纤维应力表达式及方程( 2)、( 3)代入动量方程( 1) ,得到:

u
t

+ u u = - p +
1

Re
2
u + ( HF) , ( 11)

采用线性稳定性分析,在基本流之上叠加二维无限小扰动来预测流动转捩过程的初期阶

段 基本流取为:

U0( y ) = 1- y
2
, V 0( y ) = 0, 0( y ) = 2y , 0( y ) = y -

y
3

3 , ( 12)

其中 U0( y )、V0( y ) 是基本流速度的两个分量, 0( y )、 0( y ) 分别为基本流的涡量和流函数

由此可得张量 a02( y )和 F0( y ) 的各个分量 将扰动项叠加到基本流之上并作Fourier展开得:

( x , y , t ) = 0( y ) + ( y ) ei (x- ct)
, ( 13)

式中 波数为实数, c = c r + ic i为复数, cr 表示扰动相速度,扰动增长率 i = c i 其它流动

变量均可作类似展开,将展开式代入方程( 11)并忽略高阶小量后可得纤维悬浮流的线性稳定

性方程:

i [ ( U0 - c) (D2
-

2
) - D2

U0] -
1

Re
(D2

-
2
)
2

=

H [ (D2
+

2
) F12 + i D( F11 - F22) ] ( 14)

式中 D = d/ dy ,流函数扰动幅值 的边界条件是:

( 1) = 0, D ( 1) = 0 ( 15)
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对于牛顿流 (H = 0) , 方程( 14)退化为标准的Orr_Sommerfeld方程

2 结果及讨论

稳定性方程( 14)由边界条件( 15)采用有限差分法求解[ 7] 对于每一组给定的参数 Re,

和H ,求出复特征值 c 使得系数矩阵的行列式为零 对应的特征向量 以及其它流动变量随

之确定

( a) 自然封闭模型 ( b) 二维混合封闭模型 ( c) 三维混合封闭模型

图 2 扰动增长率与波数关系曲线 ( Re = 10 000)

图 3 纤维二阶方向张量分布规律

2. 1 扰动增长率

不同参数H 条件下, 三类封闭模型得到的扰

动增长率 i同扰动波数 的关系曲线如图 2所

示, 可见不同模型得到的线性扰动增长率及不稳

定扰动的波数范围均随H 值的增加而减小, 但是

减小的程度却不相同 当纤维为平面取向分布

时,在相同参数条件下,用自然封闭模型比用二维

混合封闭模型得到的扰动增长率更低, 流动更不

易失稳 若取消纤维平面取向的限制, 则用三维

混合封闭模型所得到的扰动增长率显著降低,而且

H 值的增加对不稳定性的抑制作用更为明显

2. 2 纤维取向分布

图 3为不同封闭模型和参数H 条件下,纤维方向张量的分量 a11与坐标 y 的关系 a11的

值反映了纤维取向偏离流向的程度 由图可见, 基于三维混合封闭模型得到的取向偏离程度

最高,自然封闭模型居中,二维混合封闭模型的结果偏离程度最低 a11 的峰值在远离近壁区

以后逐渐衰减, 到流场中心区接近于零, 三维混合封闭模型的结果波动范围最大, 而另外两类

模型波动范围较小 此外,三类封闭模型均表明 a11的峰值随H 值的增大而增大,但三维混合

封闭模型的结果受值的影响最明显
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3 结 论

本文采用 3种不同的纤维取向张量封闭模型, 对纤维悬浮槽流作了线性稳定性分析, 得到

了稳定性分析的结果与封闭模型的关系 采用 3种封闭模型得到的结果都说明纤维参数的增

加可提高流动的稳定性, 所不同的是,采用三维混合封闭模型得到的不稳定扰动增长率最小,

二维混合封闭模型的增长率则最大 造成这种差别的主要原因为:当假设纤维为平面取向时,

纤维趋向于沿流向排列, 于是对不稳定性的抑制作用就较弱; 而如果纤维为三维取向分布,则

会导致纤维取向偏离流向的程度较大, 从而增强了流动稳定性
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Effects of Tensor Closure Models and 3_D

Orientation on the Stability of Fiber

Suspensions in a Channel Flow

YOU Zhen_jiang, LIN Jian_zhong

( Depa rtm ent of Mechan ics , Sta te Key Labor ator y of Fluid Power T ransm ission and Contr ol ,

Zhejian g Univer sity , Han gzhou 310027, P . R . China )

Abstract: Three different kinds of closure model of fiber orientation tensors were applied to simulate

numerically the hydrodynamic stability of fiber suspensions in a channel flow. The effects of closure

models and three_dimensional ( 3_D) orientation distribution of fibers on the results of stability analysis

were examined. It is found that the relationship of the behavior in hydrodynamic stability and the pa-

rameter of the fiber given by all the three models are the same. However, the attenuation of flow in-

stability is most distinct using 3_D hybrid model because the orientation of the fiber departures from

the flow direction, and least apparent using its 2_D counterpart for that the fibers show a tendency to-

wards alignment with the flow direction in this case.

Key words: fiber suspension; hydrodynamic stability; channel flow; closure model; fiber orientation
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