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摘要 :  研究了一类具时滞的二维神经网络模型# 通过对该模型的特征方程根的分布分析, 在适

当的参数平面上给出了分支图# 得到了 pitchfork 分支曲线是一条直线, 进而研究了每个平衡点的

稳定性和Hopf分支的存在性# 最后, 利用规范性方法和中心流形理论,得到了Hopf分支的分支方

向和分支周期界的稳定性# 
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引   言

人们为了更好地理解人工神经网络的动力学性质,研究了最简单的具时滞的无自连接(自

反馈)的二维神经网络模型

  
Ûu1( t ) = - L1u1( t ) + aF ( u2( t - S2) ) ,

Ûu2( t ) = - L2u2( t ) + bG( u1( t - S1) )
( 1)

的稳定性与分支问题# 例如,文献[ 1]利用离散的 Liapunov 函数的方法研究了( 1)的缓慢振动

周期解的大范围存在性问题;文献[ 2]以时滞 S = S1+ S2为参数, 在 F = G 的假设下,研究了

( 1)的局部Hopf分支的存在性及分支周期解的性质;文献[ 3]在 L1= L2及 F = G的假设下也

研究了( 1)的 Hopf分支的性质# 最近,文献[ 4]经过对特征方程的仔细分析,得到了( 1)的分支

图,并且利用文献[ 5]的关于泛函微分方程的全局Hopf分支理论, 以 abFc( 0) Gc(0) 为参数研

究了( 1)的全局Hopf分支# 文献[ 4]得到的分支图如图 1所示# 

在( 0, 0)是( 1)的平衡解的假设下, 当 ( L1L2, abFc(0) Gc(0) ) I D1时,对所有的 S \0, (1)

的零解是渐近稳定的;当( L1 L2, abFc(0) Gc(0) ) I D2时,对所有的 S \0, (1) 的零解是不稳定

的;当( L1 L2, abFc(0) Gc(0) ) I D3时,存在 Ŝ0 < Ŝ1 < Ŝ2 < ,使 S I [ 0, Ŝ0) 时, ( 1) 的零解

渐近稳定,而 S> Ŝ0时, (1) 的零解不稳定,且 Ŝj ( j = 0, 1, ,) 是( 1)的Hopf分支值# 当( L1L2,

abFc(0) Gc(0) ) I D2 时,除了(1) 的零解不稳定这一性质外,其还有哪些动力学性质, 据我们

193

 应用数学和力学,第 26 卷 第 2期( 2005年 2 月)

  Applied Mathemat ics and Mechanics
           应用数学和力学编委会编重 庆 出 版 社 出 版  

X 收稿日期:  2003_05_20; 修订日期:  2004_09_24

基金项目:  国家自然科学基金资助项目( 19831030)

作者简介:  魏俊杰( 1954) ) ,男, 吉林人,教授, 博士,主要研究方向为泛函微分方程的理论及应用(联

系人 .Tel: + 86_451_86417440; E_mail: Weijj@ hit. edu. cn)# 



图 1 文献[ 4]得到的分支图

    ( D1 是绝对稳定 D2 是不稳定

区域, D3 是条件稳定区域)

所知,目前尚无人研究# 本文将证明直线 L1L2

= abFc(0) Gc(0) 是一条 pitchfork分支曲线,即当

参数 ( L1 L2, abFc(0) Gc(0) ) 穿过该曲线, ( 1)的平

衡解的个数发生了变化# 更精确地说, 当 ( L1 L2,

abFc(0) Gc(0) ) 从 D1 穿过直线 abFc(0) Gc(0) =

L1L2而进入 D2时, ( 1)的平衡点由 1个变成3个,

并且新产生的平衡解是渐近稳定的# 另外, 我们

还用中心流形理论和规范型方法给出了以 v =

abFc(0) Gc(0) 为参数的 Hopf分支性质的计算公

式,关于 ( 1)的相关研究工作可参考 J. Wu 的专

著[ 6]# 

2  Pitchfork分支

对方程( 1) , 引入如下变换:

  x 1( t ) = u1( t - S1) , x 2( t ) = u2( t ) ,

则( 1)化为等价系统

  
Ûx 1( t ) = - L1x 1( t ) + aF ( x 2( t - S) ) ,

Ûx 2( t ) = - L2x 2( t ) + bG( x 1( t ) ) ,
( 2)

其中   S = S1+ S2# 

关于( 2) ,我们作如下的假设:

(H1) a , b和L1 > 0, L2 > 0都是常数, F( x ) 和 G ( x ) 是二次连续可微递增函数,且当 x X

0时, xF( x ) > 0, xG ( x ) > 0# 

(H2) 当 x X 0时, xF d( x ) < 0, xG d( x ) < 0,且存在L > 0,使对 x I R有 | F( x ) | [ L ,

| G ( x ) | [ L# 

注 1 关于 F 和G 的上述假设对人们构造的神经网络模型是合理的, 如取 F( x ) = G( x ) = tanhx , 满足

(H1) 和( H2) ,函数 f ( x ) = ( 1- e- x) / ( 1+ e- x) 也满足( H1 )和( H2 ) , 参见文献[ 7]# 

定理 2. 1  在(H1)和( H2)成立的条件下, 直线 abFc(0) Gc(0) = L1L2是方程( 2)的pitchfork

分支曲线# 

证明  显然,由( H1)知 F(0) = G(0) = 0,即(0, 0) 是(2) 的常值解# 由 F( x ) 和 G( x ) 都

是增函数知 Fc( x ) \ 0和 Gc( x ) \0# 由(H2) 中的当 x X 0时 xF d( x ) < 0, xG d( x ) < 0知

  Fc(0) = max
x I R

Fc( x ) , Gc(0) = max
x I R

Gc( x )# ( 3)

( x
*
1 , x

*
2 ) 是方程(2) 的平衡解当且仅当( x

*
1 , x

*
2 ) 满足方程

  
L1x1 - aF ( x 2) = 0,

L2x2 - bG ( x 1) = 0,
( 4)

即 x
*
1 要满足方程

  x -
a
L1
F

b
L2
G ( x ) = 0# ( 5)

令  h( x ) = x -
a
L1
F

b
L2
G ( x ) # 
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首先考虑

  abFc(0) Gc(0) < L1 L2 ( 6)

的情形# 

由 h ( x ) 的定义有

  hc( x ) = 1-
ab
L1L2

Fc
b
L2
G( x ) Gc( x ) , ( 7)

从而由( 6)知 hc(0) = 1- ( ab / ( L1 L2) ) Fc(0) Gc(0) > 0# 

当 ab [ 0时,知 hc( x ) \ 1,当 ab > 0时,由( 3)及( 7)有

  hc( x ) \ 1-
ab
L1L2

Fc(0) Gc( 0) > 0# 

总之得

  hc( x ) > 0# ( 8)

已知( 0, 0)是( 2)的平衡解, 故 h (0) = 0# 从而由(8) 知只有 x = 0使 h(0) = 0# 故在不

等式( 6)下, ( 2)有唯一的平衡解( 0, 0) # 下面考虑

  abFc(0) Gc(0) > L1 L2 ( 9)

的情形,此时

  hc(0) = 1 -
ab
L1 L2

Fc(0) Gc(0) < 0# ( 10)

于是存在 x = 0的一个邻域N (0) 使当 x I N(0) 时 hc( x ) < 0# 由于 h(0) = 0, 故 x I N(0)

且 x > 0时 h( x ) < 0# 

另一方面, 由 | F ( x ) | < L 有

  lim
x y+ ]

h( x ) = lim
x y+ ]

x -
a
L1
F

b
L2
G ( x ) = + ] ,

从而知存在 x
0
1 > 0使 h( x

0
1) = 0,而 x I (0, x

0
1) 时 h( x ) < 0# 于是有

  hc( x 01) \ 0# ( 11)

由( H2) 知 x > 0 时 Gc( x ) 和 Fc( x ) 都是递减的, 故当 b \ 0 时由 G( x ) 递增知

Fc( ( b/ L1) G ( x ) ) 也是递减的,所以当 x > x
0
1 时

  hc( x ) = 1-
ab
L1L2

Fc
b
L1
G( x ) Gc( x ) > hc( x 01) \ 0# ( 12)

当 b < 0时,由(H2) 知 x < 0时 Fc( x ) 递增,从而由 G( x ) 的递增性知 Fc( ( b/ L1) G( x ) ) 关

于 x > 0是递减的# 即当 b < 0时(12) 仍成立# (12) 式表明再没有 x > x
0
1使 h( x ) = 0# 

令 x
0
2 = ( b / L2) G( x

0
1) ,从而( x

0
1, x

0
2) 是(2) 的平衡点# 并且再无另外满足 x

*
1 > 0的平衡

解( x *1 , x
*
2 )# 

同理可证明存在 x
1
1 < 0使( x 11, x

1
2) 是(2) 的平衡解,其中 x

1
2 = ( b/ L2) G( x

1
1)# 而且也无

另外的满足 x
*
1 < 0的平衡解( x

*
1 , x

*
2 )# 用( x 11, x 12) 和( x 21, x 22) 表示( 2)的两个非零常值解# 

定理证毕# 

推论 2. 2  在假设(H1)和(H2)下,有

  ab
L1L2

Fc( x 12) Gc( x 11) < 1 ( 13)

和
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  ab
L1L2

Fc( x 22) Gc( x 21) < 1# ( 14)

证明  由定理 2. 1的证明过程知 hc( x 11) \0# 

假设 hc(x 11) = 0,由于 x I (0, x 11) 时 h( x ) < 0,故一定存在 x 0 I (0, x 1) 使 hc( x0) > 0# 

由 G ( x ) 的递增性, Fc( x ) 和 Gc( x ) 的递减性我们有当 x > x 0 时

  hc( x ) \ 1- ab
L1L2

Fc b
L2
G( x 0) Gc( x 0) > 0# 

从而有 hc( x11) > 0, 即

  1-
ab
L1L2

Fc
b
L2
G( x

1
1) Gc( x 11) = 1 -

ab
L1 L2

Fc( x 12) Gc( x 11) > 0# 

从而( 13)成立# ( 14)的证明类似,略# 

定理 2. 3  在条件(H1)和(H2)下,平衡解 ( x
1
1, x

1
2) 和( x

2
1, x

2
2) 都是渐近稳定的# 

证明  只证明 ( x
1
1, x

1
2) 是渐近稳定的, ( x

2
1, x

2
2) 的稳定性的证明类似# 

方程( 2)在 ( x
1
1, x

1
2) 处的线性化方程是

  
Ûx 1( t ) = - L1x 1( t ) + aFc( x12) x 2( t - S) ,

Ûx 2( t ) = - L2x 2( t ) + bGc( x 11) x 1( t ) ,
其特征方程是

  K2 + ( L1+ L2) K+ L1L2- abFc( x 12) Gc( x 11) e- KS = 0# ( 15)

当 S = 0时, ( 15)化为

  K2 + ( L1+ L2) K+ L1L2- abFc( x 12) Gc( x 11) = 0,

其根为

  K1, 2 =
1
2
[- ( L1+ L2) ? ( L1 + L2)

2
- 4( L1 L2 - abFc( x 12) Gc( x 11) ) ]# 

由推论中的( 13)知 L1 L2 - abFc( x 12) Gc( x 11) > 0, 故ReK1, 2 < 0# 

iX( X> 0) 是(15) 的根当且仅当 X满足

  X2- L1L2 = - abFc( x 12) Gc( x 11) cosXS,

  L1+ L2 = abFc( x12) Gc( x 11) sinXS# 

将上两式平方相加得

  X4+ ( L21+ L22) X
2
+ [ L21L

2
2- ( abFc( x 12) Gc( x 11) ) 2] = 0# 

解之得

  X2 =
1
2
[- ( L21+ L22) ? ( L21+ L22)

2
- 4[ L21 L

2
2- ( abFc( x 12) Gc( x 11) ) 2] ]# ( 16)

( 13)式表明( 16)式没有意义,故方程( 15)没有纯虚根,显然( 13)也表明 K= 0不是( 15)的根# 

综上所述, ( 15)在虚轴上没有根出现,从而由 S = 0时(15) 的所有根具负实部知,对所有

的 S \ 0,其所有根具严格负实部# 所以(2) 的常值解( x 11, x 12) 是渐近稳定的# 证毕# 

结合图1和文献[ 4]的结果及上边的讨论,我们可以得到分支图如图 2所示# 

在图 2中,当 ( L1L2, abFc(0) Gc(0) ) I Ñ 时,系统(1) 有 3个平衡解, 其中零解是不稳定

的,另两个是绝对稳定的; 当( L1L2, abFc(0) Gc(0) ) I Ò时, 坐标原点是唯一平衡解, 且是绝

对稳定的; 当( L1L2, abFc(0) Gc(0) ) I Ó时(1) 有唯一平衡解(0, 0) ,又存在 S0,当 S1+ S2< S0

时,它是渐近稳定的;当 S1+ S2 > S0 时, 是不稳定的,且 S0 是Hopf分支值# 
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图 2  本文分支图

3  以 v = abFc( 0) Gc( 0) 为参数的Hopf分支性质

系统( 2)在( 0, 0)处的线性部分的特征方程为

  K
2
+ ( L1+ L2) K+ L1L2- ve

- KS
= 0, ( 17)

其中   v = abFc(0) Gc(0)# 

引理 3. 1  

1) 令 X
?
j I 2( j - 1) P

S
,
(4j - 1) P

2S
,   j = 1, 2, ,

是方程

  
( L1+ L2) X
X2- L1L2

= tanSX

的根,且

  v
+
j = -

( L1+ L2) X
-
j

sinX
-
j S

> 0, v
-
j = -

( L1+ L2) X
+
j

sinX
+
j S

< 0,

则当 v = v
?
j 时, 方程( 17) 有一对简单纯虚根 ? i Xºj # 

2) 令 K( v ) = A( v ) ? i X( v ) 是方程( 17)满足

  A( v ?
j ) = 0, X( v ?

j ) = ? iXºj

的根,则 Ac( v+j ) > 0, Ac( v-j ) < 0# 

3) 令 v0 = min v
+
j , 则当 v I (- L1 L2, v0) 时, 方程(17) 的根具有严格负实部; 当 v

I
)

[- L1L2, v0] 时,方程( 17)至少存在一个具正实部的根# 
定理 3. 2  对系统( 2) , 在假设(H1)下,对固定的 S> 0, 有

1) 当 v I (- L1L2, v0) 时, 其零解渐近稳定;

2) 当 v I
)
[- L1 L2, v 0] 时,其零解不稳定;

3) v = v
?
j ( j = 1, 2, ,) 是其 Hopf分支值# 
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上述结论见文献[ 4]# 

下面我们将用中心流形理论和规范型方法给出Hopf分支性质的计算公式# 

选取相空间为 C = C( [- S, 0] , R
2
) ,并假设函数 F 和G 满足:

(H3) F, G I C
3
( R)# 则方程( 2)可记为

  

Ûx 1( t ) = - L1x 1( t ) + aFc(0) x 2( t - S) +

   a
2
F d(0) x 22( t - S) +

a
6
F Ê (0) x 32( t - S) + O( x

4
2) ,

Ûx 2( t ) = - L2x 2( t ) + bGc(0) x 1( t ) +

   b
2 G d(0) x 21( t ) + b

6 G Ê (0) x 31(0) + O( x
4
1)# 

( 18)

根据文献[ 8]中的中心流形理论和规范型方法,按文献[ 2]的计算步骤,可得确定Hopf分

支方向及分支周期解的稳定性的参量如下:

  g20 = �D [ aF d(0)M1M
2
2e
- 2iSX

0+ bG d(0) ] ,

  g11 = �D [ aF d(0)M1 | M2 |
2
+ bG d(0) ] ,

  g02 = �D [ aF d(0)M1�M
2
2e

2iSX
0+ bG d(0) ] ,

  g21 = �D [ aF d(0)M1( W
(2)
20 (- S) �M2e

iSX
0 + 2W (2)

11 (- S)M2e
- iSX

0 ) +

     aF Ê (0) M1 | M2 |
2
M2e

- iSX
0 + bG d(0) ( W (1)

20 (0) + 2W (1)
11 (0) ) + bG Ê (0) ] ,

其中

  M 1 =
bGc(0)
L1+ iX0

,  M2 =
bGc(0)
L2 + iX0

,

  W20( H) = -
g20
i X0

q(0) eiX0H-
�g 20

3iX0
�q (0) e- iX

0
H
+ E1e

2iX
0
H
,

  W11( H) =
g11

i X0
q(0) eiX0H-

�g 11

i X0
�q (0) e- iX

0
H
+ E 2,

E1 = ( E
(1)
1 , E

(2)
1 ) 和 E2 = (E

(1)
2 , E

(2)
2 ) 的分量为,

  E
(1)
1 =

aF d(0) M2
( L2+ 2i X0) + aFc(0) bG d(0) e- 2iSX

0

( L1+ 2iX0) ( L2 + 2i X0) - v0e
- 2iSX

0
,

  E
(2)
1 =

aF d(0) bGc(0)M2
+ bG d(0) ( L1+ 2iX)

( L1+ 2iX0) ( L2 + 2i X0) - v0e
- 2iSX

0
,

  E
(1)
2 =

aF d(0) L2 | M2 |
2
+ aFc(0) bG d(0)

L1L2- v0
,

  E
(2)
2 =

aF d(0) bGc(0) | M2 |
2
+ bG d(0) L1

L1 L2 - v0
# 

根据前面的分析,我们可以看出每一个 g ij 都是由( 2)中的参数和滞量决定的# 因此我们

可以计算下列各量

  c1(0) =
i

2X0
g20g11- 2 | g11 |

2
-

1
3 | g02 |

2
+
g21
2 ,

  M2 = -
Rec1(0)

ReKc( v 0) ,

  T 2 = -
Im c1(0) + M2ImKc( v0)

X0
,

  B2 = 2Re c1(0)# 
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我们知道(见文献[ 8] ) M2决定Hopf分支的方向:若 M2 > 0( < 0) , 则Hopf分支是上(下)临

界的,即分支周期解在 M> M0( < M0) 时存在; B2决定分支周期解的稳定性:若 B2< 0( > 0) ,则

分支周期解是轨道渐近稳定(不稳定) 的; T 2决定分支周期解的周期:若T 2> 0( < 0) 则周期是

增加(减少)的# 

对系统( 2) , 我们假设 F = G, L1 = L2 =
def
L,且根据函数 tanh( x ) 的性质,假设函数 F 满足

(H4) Fc(0) X 0, F d(0) = 0, F Ê (0) X 0# 

于是我们有如下结果:

定理 3. 3  系统 ( 2) 在 v = v0 时其 Hopf 分支的方向和分支周期解的稳定性由

F Ê (0) / Fc(0) 的符号来确定: 若 F Ê (0) / Fc(0) < 0( > 0) , 则 Hopf 分支是上(下)临界的,且

分支周期解是轨道渐近稳定(不稳定)的# 

证明  因 F d(0) = 0,则由前面分析有 g11 = g20 = g02 = 0,

  g21 = �DF Ê (0) ( a | M |
2
M

2
e
- iSX

0 + b ) ,

其中

  D =
( L- iX0)

2

bFc(0) [ 2( L- i X0) + Sv0e
iSX

0]
e
iSX

0 =
( L- i X0)

2

v 0
,

  M =
bFc(0)
L+ iX0

# 

经计算得:

  Rec1(0) =
1
2
Reg21 =

1
2
F Ê (0)
Fc(0) # 1+ | M |

2

(2+ SL) 2+ S2X20
[ (2+ SL) L+ X20]# 

由引理3. 1知

  ReKc( v0) > 0,

故当 F Ê (0) / Fc(0) < 0( > 0) 时,

  M2 =
Rec1(0)

ReKc( v0) > 0 ( < 0)

及

  B2 = 2Re c1(0) < 0 ( > 0)# 

于是由[ 8]的结论可得此定理,证毕# 
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Bifurcation in a Two_Dimensional Neural

Network Model With Delay
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For estry Univer sity , Ha rbin 150040, P . R . China ;
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Changchun 130022, P . R . China )

Abstract: A kind of 2_dimensional neural network model with delay is considered. By analyzing the

distribution of the roots of the characteristic equation associated with the model, a bifurcation diagram

was drawn in an appropriate parameter plane. It is found that a line is a pitchfork bifurcation curve.

Further more, the stability of each fixed point and existence of Hopf bifurcation were obtained. Fina-l

ly, the direction of the Hopf bifurcation and the stability of the bifurcating periodic solutions were de-

termined by using the normal form method and centre manifold theory.

Key words: neural network; centre manifold; pitchfork bifurcation; Hopf bifurcation
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