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摘 要

分析了N
.

M
.

N e w m ar k 和 E
.

L
.

W il s o n 等按位移作变量遂步积分法的主要特点
.

提出

以速度为变量求解动力学问题的速度元法
。

针对无阻尼系统
,

构造了一种简化格式
,

讨论了稳定性
.

由于该格式在无阻尼和拟静力阻尼

情况下为显式
,

每个时刻
,

不求解代数方程组
,

其计算量与 N e w m ar k 等方法比较
,

显著减少
.

对非线性动态问题
,

该计算格式可作为取得较好迭代初值的一个办法
。

文中
,

就任意阻尼系统
,

列出了速度元法的推广形式
。

相应非线性情况
,

提供了速度增量迭

代格式并证明了收敛性
。

文末
,

附录了典型问题的数值检验结果
。

一
、

引 言

结构系统动力有 限元问题
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(以下省略〔 〕和通 卜)

有着广泛的实际背景
。

地震等冲击波作用下的结构抗震问题
,

究
,

都是值得重视的课题
。

新兴的诱震学科与破坏机理研

采用直接积分法求解方程 (1
.

1 )
,

已有不少工作
。

在纽马克(N e w m ar k )1 9 5 9年首先提出

的方法 〔之’基础上
,

威尔逊 (W ils o n )
〔“’、 辛基维奇 (Z ie n k ie w ie z )

〔“’和希尔伯 (H ilb e : )〔
7’等
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作了总结和改进
。

然而
,

所有这些方法有如下共同点
:

1
.

以位移作为基本求解量
;

2
.

每时段 △t 内
,

加速度通常采用线性化逼近
;

3
.

各时刻 l。 上
,

相应数值解边值问题
。

即等价的 (隐式) 有限元动 态 刚 度 (代数)

方程组
;川

: , ‘,

贾 (t
,

)U 釜 (t
。 ,

x i ) ~ F (r
, ,
劣 , ) (1

.

2 )

4
,

时间步长 △f
,

通常要求小于系统最小周期的 四分之一
。

即步长较小
;

5
.

动态问题计算量相对静态问题成百上千倍地增大
。

已有的位移
—

逐步积分格式
,

若假定
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刀和 占为待定参数) 则当它们分别取不同数值时
,

可导出 N e w n ! : L , k等积分格式
。

具体见下表
。
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为了探求节省动态问题逐步积分法的计算量
,

本文提供以速度为主要求解量的 一种方法

—
简称速度元法

。

相应 (1
.

2) 式
,

可有
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其中
,

对于无 阻尼且采用集中质量时
, c (t,

;

)退化为对角阵
,

在每个时刻 t、 上呈显式求解
。

即
,

不再求解代数方程组
。

若略去时间步长的高阶项等
,

可构造如下简化显示格式

。
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简化速度元法与位移逐步积分法相对比
,

特点如下

1
.

每个时刻主要求解量是速度
;

2
.

在积分时段内
,

加速度变化是线性的 ,

3 每个时刻 l
,

在无阻尼或拟静力阻尼情况下
,

可以不解代数方程组
;

4
‘

时间步长 △t< 心了 T m l n ,

(T m l n

一
一结构最小周期 )

;

5 含有任意阻尼的线性动态系统
,

按隐式速度元格式迭代求解
。

其初值由简化速度元

格式得到
;

6
.

对于非线性动态系统
,

构造速度增量迭代格式
。

每个时刻的初值
,

仍首先 由简化速

度元格式计算
。

工作中曾多次得到钱伟长教授的指导和鼓励
,

本文的命题就是钱老师推荐的
。

在此表示

衷心的感谢
。
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、
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基本积分格式

由 (2
.

1 ) 和 (2
.

3) 式
,

利用数值积分可得基本格式如下
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3 简化计算格式

将 (2
.

4) 和 (1
.

1) 式联立
,

略去高阶项等
,

对于无阻尼情形
,

可构造如下 简 化 计 算

格式
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,

〔C〕为对角阵
。
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稳 定 性 分 析
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对于K
,

< O 系统
,

诸如负电阻
、

负阻抗等物理过程
,

随时间增大
,

系统是不稳定的

12马

产生实部为正的特征 根
,

即 振 幅

2 速变元积分格式的稳定性

对于系统稳定的情况下
,

积分格式的稳定性决定于过渡矩阵或逼近算子的谱半径
r吕, 。

由 (2
.
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对于多自由度情形
,

根据特征向量写出动力平衡方程
,

应用变换
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.
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,

氨是 f 振型临界阻尼比
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,
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,

方程

(3
.
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n
个不偶联的方程式组成的方程组

。

其中
,

每一个方程
,

都可用

数值积分法求解
,

因为 已知周期 丁
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,

2
,

⋯、 丁‘
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餐
,
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积分中
,

选择能保证要求有一定精度水平的时间步长 △t 。 (1
.

1) 式的直接积分等 效 ( 3
.

15 )

式的积分
,

在选定的时间步长 △t 的情况下
,

我们只需研究 (3
.
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.

即写为
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,
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, ,
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。

(3
.

16 》 式即为单自由度体系的动态方

程
。

相应周期为 T
。

基于上述
,

对于多自由度系统的稳定性分析
,

可化为对于等效的 (3
.

1 6) 式单自由度系
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统的分析
。

相应 (3
.

1 6 )

类似
,

在三
、

式
,

简化速度元格式过渡矩阵的谱半径
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,
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。
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。

(4
.
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,
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。
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5) 式是动态问题速度元法的一般形式
。
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。

求解 (4
卜
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,

除了采用上述隐式积分格式外
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。
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五
、

速 度 元 增 量 法 的 收 敛 性

以速度为基木求解量
,

求解非线性动力学问题
,

类似位移法的增量格式
,

也可构造速度

增量格式
,

其基本方程是
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作= 1
,

2
, ‘

”
’ ‘ ’

于是
,

我们的目标
,

在于证 明如下结果
,

即

定理
:

如果 (I + M C )对称正定
,

则集 {八厂
。

卜收敛于诬△厂 }
,

即

(5
.

7 )

(5
.

8 )

(5
.

9 )

1im
。一卜 C C

△犷
。一 △厂 0、 O (5

.

1 0 )

证明

将 (5
.

9) 式的解 △厂 给成

△厂一 (I 一 G )
一‘
△q

并将逐次逼近式写成

△犷
, ,
一 (了十 G + G

Z + ⋯⋯ 千 夕
” 一 1 、八q + 夕

”
△犷

。

用G 作用 (5
.

12 ) 式
,

并减去 (5
.

1 2) 式得

△厂
。
一(I 一 G )

一 ‘
(I 一 ‘

”

)△g 十 G
”
△厂

。

(5
.

1 1 )

(5 1 2 )

(5
.

1 3 )
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于是可有 (利用 (5
.

11 ) 式 )

八犷 。一 △厂一 △犷
。一 (了一 G )

一’
八q ~ ‘

”
△犷

。一 (了一 G )
一 ‘

G
”
△g

利用 G
”一 ‘

” 十‘
~ ‘

”
(I’一 ‘ )~ (I 一 G )‘

”

并作用 (I 一 G 厂几

可有 G
”
(I 一 G )

‘
~ (I 一 G 犷

I
G

”

于是

△厂
、 一 △厂一‘

”

八厂
。

’

一 G
”
(I 一 G )

一‘
△q

~ G
”

(△厂
。一 △厂)

从而得到

l △厂
, 一 △犷 l ( I G

”

1 0△厂
。一 △犷 l

显然
,

收敛的充分条件是

1im 1 G
n

n ~ 0

(6
.

1 4 )

(5
.

15 )

(5
.

16 ,

(5
.

1 7 )

(5
.

1 8 )
咋 . 弓卜 O 二,

因 为 (I 十万C )正定
,

对于任意非零向量S

有 S 叹 I 十M C )S > O

我们分析如下特征值问题

、

[ (I + M C
。
) + 几(M (C

, + C
:

))]夕一 0

相应特征值 兄
‘
(以下仍简记为 ).)

言 , ,
二; ,

。
.

。
、 、

六 1 六 , , ,
.

万二 。
、

胃
S T (M (C

, + C
:

)) S ~ 一令S T ( 1 + M C
。

)S
之一 、 - -

,

一
。 ,
一

由 (5
.

1 9) 式
,

可有

S T (I + M C
。
)S + S T (对 (C

; + C
Z

)) S > 0

利用 (5
.

24 ) 式
,

可得

六 , , , .

二万。
、

认 /
」

1 、、
S T (I + M C

。
) S ( 1 一今 1> 0

、 一
‘

-

一
“ , 一 、

一

几/ ‘
-

因 I 十M C
。

正定
,

故

(5
.

1 9 )

(5
.

2 0 )

(5
.

2 1 )

(5
.

2 2 )

(5
‘

2 3 )

(, 一牛、>
。乡以一> ,

、 滩 /
( 5

.

2 4 )

(5
.

24 ) 式说明
,

由于G 对称
,

所有G 的特征值包含在区间〔一 1 ,

p (G )( 1

故存在正交阵邵 使

G ~ 砂 11 才
一 二

〕之上
。

即

(5
.

2 5 )

(6 2 6 )

其中

几
-

H ~

人
2 0

O

(5
.

2 7 )

h
。

h
、一一 ‘ 的特征值并且
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(5
.

2 8 )
l

,

J
哎�

、,J、少O”nUn‘no

于是

因研是正交阵
,

故

‘
”
一厅 H

”

牙
一 1

}}附}1~ !{不州 一 1 ,

则有

}IG
”

1!簇}!H
”

{1

,‘H
”

,,一 (息
(”‘

·

,

)
‘簇 ? ”

·

其中

相应得到

h一 m a x
lh}< 1 ( 因 }川> 1)

1i m 11H
”

11= 0
界 -

) C ( ,

1im !!G
, ,

!}二 0

( 5
.

3 1 )

( 5
.

3 2 )
儿 一> O Q

由 ( 5
.

1了) 式
,

得到误差估计

}{“厂一“犷 }!( 节
一 !!“犷

。一 “犷11 ( 5
.

3 3 )

即
,

当 △犷
。

比较靠近 △F 时或最小特征值不很小时
,

收敛速度还是较快的
。

(证完)

六
、

人 工 阻 尼 和 参 数 。

在前面的稳定性分析和构造速度元基本格式中
,

我们选取 e 一 1
。

本节我们以一般的中心

差分格式与人工阻尼同系统稳定性关系进行讨论
。

基于积分格式的共性
,

分析参数口的作用
。

即
,

不失一般性
,

取

u

分
,

u , + r一 Z u , + u 。 一 1

+ O ( 么rZ
) ( 6

.

1 )

式中

“ 。 + l一 Zu , + “ n 一 1

一 “‘2 ) ( t
。 + 0△t , x )

劣 〔口

夕

—
参 数 } ( 6

.

2 )

又 u ‘2 , ( r
。 + 0.A

t , x ) ~ K 百
’

( K
。u ,;

( r
、 + OA f, 戈) + K

: u ‘, , ( t
, : + 6么t

,
x ) + P ( t 。 + 0△t ,

x ) )

利用 (1
.

1) 式
,

假定△tK
,

为相对小量
,

予以略去
,

并略去其它高阶项
,

得到

u ‘2 , ( t
, + 8八t

,
, ) = K 万

,

K
。。 , + [0△tK 夏

‘

K
。+ K 万

‘

K ; 」。分
, + K 万

‘
p ( t

。 + 口△t夕 ( 6
.

3 )

根据前述系统稳定性分析可知

1
.

口△t K
。十 K

;

> 。 系统稳定

2
.

口△t K
。十 K

,
一 。 临界稳定

3
.

口△ i K
。十 K

,

< 0 系统不稳定
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为保证或改迸过程的稳定性
,

关于 夕参数的选取原则是

1
.

K
,
一。 无阻尼情况

口》D

2
.

K
,

> 0 有阻尼情况

一 口I( (△才K
。
)
一 ‘

K
,

( I

—
单位阵)

3
.

K
,

< 。 负阻尼情况

0 1> (八tK
。

)
一 ’

K
,

4
.

当 }{e△tK
。

}}( K
,

且 K
‘

> 。是恒稳的
。

也就是由于积分格式离散化所 引起的人工阻

尼
,

如果比系统 阻尼小
,

则计算过程恒稳
。

这是我们选择 夕参数的很据
.

七
、

数 值 检 验

为了检验速度有限元格式的准确性和效果
,

在 。1 3 机上计算了典型模型
,

位移解为

尸
。 , _

u ‘犷) ~ 石
匕 (l 一 c o s O t少 (7

.

1 )

的动态问题 (1
.

1 ) 式

系统质量
、

刚度均为常数并且略去阻尼影响
。

初始条件 自静止起动
。

数值检验表明
,

按速度有限元法
,

当时间步长 △t ~ 。
.

0 1 ,

所得速度解 以及相应 加 速 度

和位移的数值与解析解差异不大于 O
二

1 X l。一 7 ,

详见附表
。

实践表明
,

随着 }10△tM
一 ‘

K }}值增

大
,

谱半径 P( 并 ) 相应增大
。

这与理论分析结果一致
。

为了试验不同计算对象的时间步长值
,

曾在 0 13 机上计算 N 二42 阶质点系以及一 些 实

例
,

结果表明
,
步长也不要太小

。

例如当

{18△tM
一 ‘

K }}( 0
.

3

则有

P (并 )《 1
、

0 3 7

并且仍保持较好的稳定性
。

图 1 给出 △t= 0
.

0 0 1 时的计算结果
,

见【‘3 , 。

图 2 给出典型问题 夕二 0
.

00 1 时
,

解析解与数值解之间的比较
。
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