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摘 要

木文给出了平面应变条件下裂纹尖端附近的弹塑性的应力
、

应变和位移的解析近似解
,

其特

例即 Ir w 垃 的弹性主项解
,

从而使弹塑性断裂力学分析所需的一切场量都可以从文中得到
。

引 言

现代断裂力学认为
,

裂纹的扩展导致断裂的发生
,

为要从力学角度深入了解断裂机理
,

裂纹前缘的弹塑性分析是很重要的
。

虽然国 内外对此课题都很重视
,

但 由于问题的求解是困

难的
,

因此尚未得到完满解决
。

在这方面
,

陈茂“ ’改进了塑性区修正法
,

把材料的硬化效应

考虑在内
; H u t e h in s o n 「“’“’和 R ie e 、

R o s e n g r e n ‘毛’
建立了 H e li e k y 材料 的弹塑性分 析 的 基

本方程
,

并得到了一些数字结果
, U hlm a n n 、

K n e s l
、

K u n a 和 B ile k 〔“’根据文献〔4 」的方

程
,

对未知函数作了 F o
ur ier 展开

,

取五项建立了问题的近似解
。

上述工作
,

丰富 了 弹 塑

性断裂力学成果
。

本文对实用上有重要意义的平面应变条件下裂纹尖端附近的应力场
、

应变场和位移场
,

给出了一组近似解析解
,

其特例即熟知的 l r w in 弹性主项解
,

从而使弹塑性断裂 力 学 分 析

所需要的一切场量都可以很方便地从文中得到
。

二
、

近 似 解 的 导 出

采用塑性力学中通用的不可压缩假定
,

文献〔4〕导出了下述基本方程和边界条件
:
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。
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其中
: r0

、

? 。

分别为剪切屈伏应力及应变
, 。
为

硬化指数
,

( r ,

0) 为以裂纹延长线为极轴
、

裂

纹尖点为极点的极座标 (图 1 )
.

f ( 0) 之值可任

选
,

以适应关于函数 f 的四阶微分方程
.

根据问题的上述提法
,

可作下述分析
:

在 0一 0 线上
,

由于问题具有对称性
.

,

故
。 , 。

1
口一 。一 u 。

}
, 一 。 = 0

因而由 ( 2
.

5 )及 ( 2
.
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,

有
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,
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其中且
,
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.
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这一变系数常微分方程是太复杂了
,

以致于用现有的一般函数和特殊函数都无法 求 得 其 通

解
,

即或用将 f
产

也展为级数这一最后的 手段
,

也难以归纳出适用的规律
.

注意 到 函 数 f 只

能精确到一个常数乘子以 及 g “十
1 十 2 路

( 1 + n )
2

g 和f
’

在 口一 0 处均为零引起的上述方程的奇性
,

我们可以看到
,

现实的途径是使f
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f
‘

一乙 「卫兰迢生
~

L ( 1 十 n )
乙

一 k :
]
A

; s‘n k
‘
o

( 2
.

1 7 )

的形式
.
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我们就立即看到
,
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必须成立
.

上式是关于 k
‘

的四次代数方程
,

它只有四个根

1 「二
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对于材料的任何硬化指数
n ,

由上式所表达的川值恒不为负
.

因此
,

一定存在四个 k 值
,

其

中两个 k 值与另两个 k 值分别反号
.

但注意到 (2
.

14 )
,

反号的 k 值没有意义
,

因 为
,

这 仅

是改变了常数A
、

的符号而 已
.

因此
,

我们只有两个 k 值
,

即 k
,

和 k
, ,

它们由 ( 2
.

19 )决定
.

根据 ( 2
.

17 )式积分得到的 函数 f 的表达式
,

因要满足 ( 2
.

16 )
,

故其 中积分常 数 已 令 其

为零
.

又由于只有两个 k 值
,

故
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, 。
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可以看到
,

由 (2
.

2 0) 式表达的 函数f
,

不论
n
为何值

,

均满足了边界条件犯
.

n )
.

为 满

足边界条件 (2
.

1 2)
,

只需确定适当的 A
、

与 A
Z

的比值
,

由此得到 A
l
- 一 3 A

: .

由 (2
.

2 0) 式可

见
,

边界条件( 2
.

10 )也是可以满足的
.

这样
,

只有方程 ( 2
.

9) 尚待满足
,

一旦 ( 2
.

田被满足
,

即是求得了问题的主项解
.

值得指出的是
,

如果令
n 一 1

,

亦即讨论线弹性解
,

则由 ( 1 4) 得
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立即可以看到 ( 2
.
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.

这样
,

我

们就从另一途径得到了与 Ir w in 根据 W e s t e r g a a r d 函数求得的完全相同的弹性主项解
.

为了

用本文途径写出Ir w in 解
,

只需进行 J 积分计算并用 J 积分与 尤
。

的众所周知的关系式以定

出常数乘子
.

由于 Ir w in 解是众所周知的
,

故不再叙述了
.

当 n 取不为 1 的其它数值时
,

(2
.

1 9) ( 2
.

2 0 ) (2
.

21 )三式
,

未能满足方程 (2
.

9)
.

例如
,

取
n 一 。的理想塑性材料” ,

就不能满足 ( 2
.

9 )
.

因此
,

( 2
.

19 ) ( 2
.

20 ) ( 2
.

21 )所对应的弹塑性

在。= 0 时
.
。 ‘,
与

:
无关

,

因此文献〔2
,

3
,

4 〕所述理论已失去了主项解的意义
.
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解的意义
,

似乎就有疑问了

但我们注意到
,

(2
.

9) 式所表达的材料的幂乘硬化律
,

只不过是一种由实验归纳得 出 的

经验公式
,

它可以代之以其它形式
,

例如拆线模式
,

也就是说 (2 9 )式不一定必须严洛满足
;

又注意到
,

在目前弹塑性解析解尚感缺乏的情况下
,

工程土在进行弹塑性分析 时
,

除了根据

塑性区修正法外
,

不得不放弃弹塑性分析而只根据弹性解来处理问题
,

那我们这个解的实川

意义就是显然的
.

这是因为
,

本文的解
,

至少包含了通用的 I r w in 解在内作为特殊情况 正

是由于存在着要满足 (2
.

9) 的考虑
,

所以
,

我们认为本文的解是近似的 但可 以认为
,

本文

得到的解仍有充足的理论根据
,

并且由于它的结构简单而便于推广使用

陈脆‘”根据文献〔2
,

3
,

4 〕的理论
,

算得了颇有意义的乘子
,

这结果使本文的计算工 作 量
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.
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则各位移分量和应变分量可表达如下
:
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其中侧 0) 为另一角因子
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这样作虽有理论意义
,

但得出的结果较繁
,

因此从略
。

2
‘

本文所得弹塑性近似解的精确程度到底如何
,

因无严格理论解存在因此 无 法 判 断

(如果有简单又严格的理论解
,

那本文结果也就意义不大了 )
.

但我们认为
,

本文的结 果 较

诸 文献〔5 〕要好
,

因为文献〔5 〕的分析方法是只作了取五项的通常采用的展开
,

又没有进行

误差的理论分析
.

相比之下
,

本文的论证严格些 文献〔6 」认为其数字误差当0
.
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时约 10 万左右
.

根据钢铁研究院潘颧同志按本文公式及文献〔5 〕公式算得的部分数字结果
,

可列表如下 (对于f
“

(0) 的值按归一化方案
‘’

算出
,

此值可以代表解的精确程度 )
:

表 I f
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(0) 的 值

一门斗六
_ _

川
_

拱
由上表可见

,

本文结果是可取的
.

3
.

由已得到的场量公式
,

我们可以得到许多有意义的结果
.

例如
,

根据 M is e s 屈伏准

即(2 1助式成立的方案
,

对潘激同志提供计算结果作者表示感谢
.
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由此即可绘出弹塑性分界面的形状
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又例如
,

由(2
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24 )式可见
,

在裂纹尖端 (c 一 O面上 ) 附

近
, a

r

和二。
都是拉应力

,

因而根据平面应变的条件
,

这地区的材料处于三向受拉状态
.

这就

可以说明材料在断裂时经常呈较大程度的脆性的根源所在
,

从而为线弹性的断裂力学分析提

供了根据
.

4
.

本文的分析方法可以毫无困难地用到分析平面应力条件下的弹塑性断裂力学 中 去
.
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