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摘 要

在本文的第一部份中
.

我们扩展了经典的卷积和 1
.

H la v 巨c

旅给出的
“

卷积数积
”

的概念
,

提出了
“

卷积向量
”

和
“

卷积向量点积
”

的概念
.

从而可使我们把具有算子系数的方程的初值间

题和初值一 边值问题推广到具有算子系数的方程组的相应问题中去
.

在本文的第二部份中
,

以卷积向量和卷积向量点积的概念为基础导出了非均匀的各向异性固

体的非局部微极线性弹性动力学的两种基本型式的互易定理
。

在本文的第三部份中
,

利用一和二中卷积 间量和卷积向量点积的概念和结论及由钱伟长提出

的 L a g r a n g e
乘子法给出了非局部微极线性弹性动力学的四种主要型式的广义变分原理

。

它们是

与经典弹性理论中的胡海昌
一
暨津久一郎型的

、

H o ll in g e
卜R o i ss n o r 型的和 G ur ti n 型的以及局

部微极弹性理论和非局部弹性理论中的 H la v a c 亡k 型的和 Ie
洋n 型的广义变分原理相应的各种变

分原理
。

最后还指出了这里提出的后两种主要型式的广义变分原理是等价的
.

一
、

卷积向量和卷积向量点积的概念及其应用

19 71 年H la v
ac 亡k 仁1 ] 发展了经典的卷积概念

,

提出了
“

卷积数积
”

的新概念
,

并以此

为基础给出了具有线性算子系数的方程的初值问题的若干变分原理
。

接着他研究了具有算子

系数的线性积微分方程的初值问题解的存在性和唯一性问题 〔2 ]
,

【3 〕
。

可见
,

由于卷积数

积概念的引进
,

就可把用线性微分方程所描述的数学物理问题的研究推广到用线性积微分方

程所描述的数学物理问题中去
。

本文首先扩展了卷积和卷积数积的概念
,

提出卷积向量和卷积向量点积的概念
,

从而可

以把用具有算子系数的线性方程所描述的数学物理问题的研究推广 到用具有算子系数的线性

方程组所描述的数学物理问题中去
。

引进卷积向量和卷积向量点积概念的目的不仅在于写法

简洁
,

更主要的是在于直接推广 已有的结果
。

为清晰起见
,

本文采用与卷积和卷积数积对比的方式给出卷积向量和卷积 向量点积的概

念和性质
,

然后即可直接写出与仁1 〕中具有算子系数的方程的初值问题变分原理对应 的具有

算子系数的方程组的相应初值间题变分原理
。
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卷积和卷积数积

设给定一有界区间 I 一 <O
,

T > 和 一 具有 数积

(u 。
) 和范数 }u {一 (

u , u
)

1 2
的基本实 H ilb e r t 空

介刁H
。

定义H I兴 令L Z

(I
,

H )表示所有I到H 内可测

映射 试 t) 的空间
.

其中

T

, “ 、‘) ’了
’

= 气J }“ “ , {
‘a ‘

/ 夭OO 吸n a )人
0

定义H Z 令 L Z
(I) 表示在 I 上平方可积的实函

数空间
。

令 j
,

g ( L Z
(I ) 或 g ( L Z

(I
,

H )
,

则函数

t

‘,
· g , (‘, 一

了j
(‘一 )g (

·
)d

·
(H b )

0

称扫甲熬f 和函攀 g 的眷积
·

令
“ , 。 〔L Z

(I
,

H )
,

则函数

‘
U
。

?
)(‘) 一
丁

(
·
(‘一 )一 (: ))d : (H c )

0

称为函数 “ 和函数
。
的卷积数积

。

卷积向量和卷积向量点积

设给定一有界区间I ~ <0
,

T ) 和一具有向量点积

( “
·

” )和范数 }” ! = (u
·

“ )
i / 2 的实函数向量空间

H
。

定义 1 令L Z
(I

,

H ) 表示所有 I 到 H 内可测

映射向量 城 t) 的向量空间
,

其中

: (‘) {
一 (J

丁{·(, ) }
Z d ‘

)
‘ ’

< OO
(
a
)

令 L :
(I) 表示在 I 上平方可积的实函

令f ( L Z

(I )
,

g 〔L
:

(I
,

H )
,

则函攀回晕

(, x g ) 一 丁夕
(,
一) : (

·
)‘

·

(b )

称为函数 f和函数向量 g 的卷积向量
。

令 u 声‘L :
(I

,

H )
,

则函数

(“¼。 ) ( ,

卜了}
。 (卜

·)
·

。 ( · ) ) d r

( e )

称为函数向量 “ 和函数向量 . 的卷积向量点积
.

丫 本文把【1 〕中的定义
、

引理
、

定理和公式均加字母H ,

以示区别
.

由定义知
:

( 。À ( 。 + 二 ) ) ( t ) = (
u
因

。 ) ( t ) + ( u À 。 ) ( t)

( H d )

引理H I 对每对
u , 。 ( L : ( I

,

H )和 t ( I
,

下式

成立
:

l( u À 。 ) ( t ) 一( !“ } T
·

lt, }T ( H I )

( u À 。 ) ( t ) = ( v À u ) ( t) ( H Z )

引理H Z 令 f 〔L Z ( I )和 u ( L Z ( I
.

H )
.

则

由定义知
:

( “¼ ( ” + 印 ) ) ( t ) = ( . ¼ . ) + ( “曰口 ) ( t ) ( d )

引理 1 对每对 “ , ” 〔L Z
(I

,

H ) 和 t ( I
,

下式

成立
:

}( u ¼”) ( t ) 1簇 }“ }T⋯ }T ( 1
.

1 )

( “¼” ) ( t) = (”¼ “ ) ( t ) ( 1
.

2 )

引理 2 令 了( L : ( I) 和 “ ( L式I ,

H )
,

则

( , 二 ) ( , ) 一
了夕

(卜
·
。·( · ) d · ( L Z ( I

,

H ) (‘x U ) (‘) 一丁夕
(‘一) : ( · ) d · 。L Z (I

,

H )

( H 3)

如果
u ( t )在 I 上连续

,

l( t ) ~ 1
,

则对所有 t 〔I ,

下式成立
:

如果 u ( t ) 在 I 上连续
,

l( t ) ~

下式成立
:

( l
, 3)

,

则对所有t ( I ,

沂
“ , u ,一“’ (H 4)

d
一于几一t I X 移 ) ~ 召 ( t )
a 不

( 1
.

4)

在了上下式成立
:

( 1 . ( l 二 u ) ) ( t) = ( t . “ ) ( t ) ( H S )

引理H 3 令j ( L Z(I 夕和u , v ( L Z(I
,

万 )
,

则对

每个 t 〔1
.

下式成立
:

( ( f , u )À v ) ( t ) = ( j , ( “ À u ) ) ( t ) ( H 6 )

在 I 上下式成立
:

( l x ( I x 。 ) ) (t ) = ( t x “) ( t ) ( 1
.

5)

引理 3 令 j ( L Z (I 夕和 u , 沙 〔L Z ( I
,

H )
,

则对

每个t ( I
,

下式成立
:

( ( j x 。) ¼ u ) ( t ) = ( f , ( 。 3 . ) ) ( t )张 ( 1
.

6 )
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引理 H 透 设 易 〔L :
(I

,

万 )和一序列

义v n
}‘L Z

(I
,

H )
,

使 11。 {
v 刀一 。 1犷二 0

.

于是
,

助于夕

对每个二 (L Z

(I
,

H )和 t 〔I
,

下式成立
:

lim (。À 。 。 ) ( t ) = ( 叨。 J ) ( t )

定义 H 3 令“ ’

(约~ J 。 / 山
,

召
。
是 I 到 H 内的

连续映射的线性流形
,

而 翻是 I 到H 内的映射 u( 约

的线性流形
,

它具有连续导数“ ’

( t) ( 名。
.

引理11 5 令
u ‘

〔考
。
并令

。 ( L : ( I
,

万 )对一点 t 〔I

是连续的
.

于是
,

在该点下式成立
:

引理 4 设面 ( L Z (I
,

H )和一函数向量序列钾
。
乍

。L Z
(I

,

H )
,

使 li m !. 。一而}: 一 。
、

于 是
,

对每个

。 〔L Z
〔I

,

H )和 t ( I 下式成立
:

1i m (功 3 补 , ) ( t) = (口 0 口 ) ( t )

定义3 令 u ( t) 一 d 可 dt
,

君
。
是 I 到 H 内连续映

射的线性向量流形
、

而心
:
是 I 到 H 内的映 射 二 ( t) 的

线性向是流形
,

它具有连续导数 斌 t) ( 君。
.

引理5 令 “

连续的
。

于是
,

〔君
。
并令” ( L : ( I

,

H )对一点 t 〔I 是

在该点下式成立
:

丢
(。。· ) ( ,

卜 ( “
/

。
· ) (才) 、 ( 。 ( 0 )

, · ( , ) )

引理H 6 令 。 〔心
。

使 (。À , , ) ( T ) = 0

d _
,

.
、 , ·

_
, . 、 , , 、 、 , . 、 、

一} 丁 一

又忿因 ” ) 又t ) = 又“因 廿八 才) + 又份戈U )
·

公 t 才) 少
“ 名

对每个 。 〔月成立
,

并令 召在 L : ( I
,

H )内是稠密的
.

于是
,

对每个 t ( I
,

则有
乙。 ( t) 一 0

.

引理G 令口 ( 名。使( 印¼ . ) ( T ) = 0

对每个。 ( 卜成立
,

并令 卜在 L Z
(I

,

H ) 内是稠密的
.

于是
,

对每个 t ( I
,

则有 口 (t ) 二。
.

浓 注意引理 3 与引理H 3形式不同
,

现证明如下
:

r t一
7

“‘X “ , @ 。 , “ , 一

i({ ‘, ( ‘-
一

) 。 ( · ) d , )
·

, ( · ))
d r

O 0

食 t , y

一 (
d ·

l“
‘一 、 ) ‘。、,

一 )
·

。〔·) ) d , 一

{
d 。, (‘一 。)l(

。‘。一 )
·

。 ( · ) )‘r

0 丫 0 0

君 y

一

l, ( ‘一 、 )((
。( ,

一 )
·

。 ( · ) 。d · d 、一 ( ,
·

( u 。。 ) ) 其中 一
, 一 r

0 0

有了这个对比之后
,

我们就可 以把仁1 」中所给出的具有线性算子的方程的初值问题的变

分原理直接改写成具有线性算子的方程组的初值问题的变分原理
。

倒如
,

现来研究具有算子

系数 的一阶方程组

d _

丽
一

(男
u 少十并 u -

和初始条件 u (0 )一 u0

这里
。是由有限个函数组成 的向量

,

并 和男是L Z( I
,

H )中的线性算子使

对于 u , v 任D 冷 ,

(并 u o v ) (T )一 ( u o 并
v ) ( 7

、

)

对于 u , v 〔C穷 , (男 u o v ) ( T ) 一 ( u o 穷
v ) ( T )

假定

(男v ) ( 0 )“ 0片v ( 0 )二 0

f 〔留
。 , u 。 〔D 穷门D寿和勇 u 。 〔留

、

令笼表示映射
“ 任留

。的线性向量流形
,

其中
u 〔O绪门O并

,

穷
。 〔留

; ,

并
u

在算上定义下列泛函
:

夕 ( u ) ~ ( L男 u + (l x 并u ) 〕C u ) ( T ) 一 2 ( 〔( / x f) + 穷 u 。( 0 )〕O u ) ( T )

( 1
.

7 )

( 1
.

8 )

( 1
.

9 )

( 1
.

10 )

( 1
.

11)

( 1
.

12 )

〔留
。 , u ( 0 ) 〔D 穷

.

( 1
.

13)

定理 1 令笼在 L : ( I
,

H )是稠密热 并令 ( 1
.

9) 一 ( 1
.

12) 成立
。

于是在笼上
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当且仅当 ”

定理 2

占乎 扩u )“ O

〔笼在 I上满足方程组 (1

( 1
.

1 4 )

令 (1
.

9乡
,

(1
.

1 1 )
,

(1

.

7 )和 刊始条件 (1

1 2 )和
一

厂式成立
:

d

d /

假定集合笼
。
一 伽 任男

,

的
,

如果 v 〔笼
。

定义下列泛函
:

〔罗 u o v )
一

筑
(卿 0 “)

(1
.

1 5 )

‘尸」

、J�只�j

v 〔了 , 二 。 }在 L
:

( 了
,

l浦) 中是碉密的并令
、 ( T ) 的集合在 H 中是稠密

歹 ( u ) 一 (仁(男 u )
‘

+ 并 u 了C u ) ( T ) 一 2 ( fC u ) ( T 、
一

卜( 仁男 u ) ( 0 )

一 2 (男 u 。) ( 0 夕j
·

u ) ( T 夕 ( 1
.

1 6 )

于是在男上

占歹 ( u ) 一 0 ( 1 1 7 )

当且仅当
。 〔笼在 I上满足方程组( 1

.

7 )和初始条件 ( 1
.

8 )
。

还可写出其它相应的定理
,

从略
。

由于本文的主题是要处理具有算子系数的方程组的初值一边值问题
,

所以在下面还需要

对干卷积向量和卷积向量点积再加以定义
。

19 7了年 D
.

}e 歹a n 〔4 〕把 H la v 、c 色k 提出的卷积数积概念推广研究了非局部弹性动力学

的互易定理和变分原理问题
。

这里仍采用对比方式明确卷积向量和卷积向量点积的概念
。

令 夕是由下式定义在 [O
,

co )上的函数
:

g ( t )一 t , z 〔仁D
,

co ) ( 1 1 8 )

令 V 是边界为刃的弹性固体所 占据的空间的正则区域
。

卷积和卷积数积

设 f 是定义在 〔0
,

OO ) 上的函数
, 。
和

。
是定义在

犷 x 〔O
,

, )上的函数
。

定义 I 试 函数

卷积向量和卷积向量点积

设 j是定义在〔0
,

oo )上的函数
,

赵 和 ” 是定 义

在 厂 x 「O
,

、 )上的函数向量
.

定义 咤 函数向量

t

‘f
二 。 , 〔X

,

‘, 一Jj〔
‘
一 ,

“
( 二

, ‘
, d

·

口

不

【f 丫 “】‘X
,

‘, 一

丁, “一 ) 。。
:
) d

·
( 1

.

1。)

0

称为函数 j 与函数
。
的卷积

。

函数

称为函数 j 和函数向是 “的卷积向量
。

函数

才

(
u 二 。

) ( X
,
‘)一
了

u
( X

,

‘一 二
)
之,
( X

, ?
, d

·

了

{。、。 } ( x
,

‘, 一

了
‘。‘/

,

‘一 :
,

·

。( X
, :
) ) d

·

0

称为函数 u 和函数
u
的卷积

。

在研究非局部弹性动力学有关问题时
,

定义下列

函数为函数 赵 和函数
。

‘
U

二 , 一

J
(一

犷

的卷积数积
:

v
夕d x

( 1
.

2 0 )

称为函数向量 “ 和函数向量 ” 的卷积向量点积
。

在研究非局部微极弹性动力学有关问题时
,

定义

下列函数为函数向量 u 和函数向量 。 的卷 积 向 量点

积
:

〔u ¼。 ] - {“曰补 }d x ( 1
.

21 )
户

l
口厂

浓 本文把〔4 〕中的定义加以字母 I
,

以示区别
。



非局部微极线性弹性介质理论中的各种互易定理和变分原理 的

显然
,

根据卷积向量和卷积向量点积的定义
,

可列出以后要用到的下列性质
:

[ u o v〕= [ v o u 〕
.

(1
.

2 2 )

[ u o (v + w )〕一 [ u o v J+ u o w ] (1
.

2 3 )

(f
, 福u o v })一 {(f x u ) o v圣 (1

.

2 4 )

[ u o v j
, ‘二 [u

, ‘
O v〕+ 〔u o v , ;

] (1
.

2 5 )

二
、

互 易 定 理

众所周知
,

互易定理是弹性理论 中的一个基本定理
。

有关经典弹性理论中的互易定理问

题
,

M
.

E
.

G u r tin 〔5 」和 A
.

C
.

E r in g e n 和 E
.

5
.

争
u h u b i[ 6 」曾给出系统的总结和阐

述
。

1 9 6 5年 N
.

S a o d r
u[ 7 」应用 L a p la c e 变换导出了各向同性微极弹性固体的互易定理

。

1 9 6 7年
,

M
.

F
.

B e at ty 〔8 」证明了非均匀各向异性弹性物质的线性力偶应力理论的互易定

理
。

1 9 6 9 年
,

Ie担
n [ 9 〕利 用 卷积理论给出了均匀的各向异性微极弹性固体的互易定理

。

1 9了7年他把 H la v a 。。k 的卷积数积概念用来给出非局部线性弹性动力学的互易定理
。

在非局部极性场论方面
,

特别是
,

E r in 叱e n ,

D
.

G
.

B E de le n 〔1的 等学者做了许多

的研究工作并 已取得不少的成果
,

这可以看做是良好的开端
。

本文的这一部份证明了有关非局部微极线性弹性动力学的两种基本型式的互易定理
。

这

些互易定理是以
“

一
”

中的卷积向量和卷积向量点积概念为基础对上述 已知的各种互易定理

的推广并把它们都做为特殊情形包括在内
。

为简明起见
,

在对 犷和刃 的积分号内略去卷积和 卷积向量点积的细圆括弧和细花括弧是

不会引起误会的
。

由于非局部剩余对于整个物体体积的积分为零
,

故按此法时可不把它们写

出
。

1
.

基本关系式及初始条件和边界条件

下面列出非局部微极线性弹性固体的基本关系式及初始条件和边界条件
。

这里引用下列

符号
: 。 :

和 甲‘

分别为位移向量和微转动向量的分量
; e ‘, 和 群‘,

分别为应变和微应变张量的

分量
; t‘, 和 m ‘了分别为应力张量和力偶应力张量的分量

、 尸
‘

和 M
:

分别为物体力和物体力

偶分量
; p 为质量密度

; a 、, 。z ,

b
‘, 。, , c ‘, 。, ,

P
‘, 、, ,

g ‘, 。, , r ‘, 。,

和 I
‘,
为物质特征常数

,

a ‘, * , ,

石
‘, 。 , , 吞‘, 、, ,

卢
‘z 。, ,

互
‘, 。, , 矛‘, 。,

为物质的非局部特征常数
, “ z 、

为交替张量
。

运动学关系

{二二}
一

{类}
, ‘

I
甲‘

1
t O J

(2
.

1 )

或简写为

其中

e 二 d
, ‘一 “ , 。R d (2

.

1 产)

、,、‘.J

切尸M�
r
!弋t.

, ..J
确孟nU

R 一
「

运动方程组

( 2
.

2 )
r少
、口‘

, ,J.

.
.‘口-

碑口

n�I「 t了‘ I f

嘴 余 + “ s。 亏
t 阴 j . , , , t }

+
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或简写为

仃
, , + “ s* R 了

、

叮
一

卜f一 M d (2
.

2 产
)

、砚..、

!之产.J‘月ke召

了叮‘.里."

!
l

、百.J....J
�

J 、, , z
(

石。
, i ,
(

) d 刀 b 。z ( ) + 石
, z 。, ( ) ‘l刀

c ‘, 、, ( ) +

�

、J....召..,

y卜l\.I..LI/d
了
·

曰

本构关系

}
“ ,

!
一

卜
。Z( ) ·

t m
矛‘ J

L
“‘了‘,

(’十

一

{}
、

以‘(
一

)
一

十
J ‘i 。 ,

(

0

0

。 ‘, 。, ( ) + }
’

) d y

犷
.

厂

厂.‘,

!
y)dy

d

尸犷

八

l
产

」

犷

�

I
I
J

I
J少

!
.
犷.

.

了.‘

盘为e对
r

l
..,j、

l

犷

�

!
J

十
、产且

、

{一
!
、

“。了“ (

0
“
‘, 。Z( ) 、

丁
。“ , : Z( )d

( 2 3 )
石。

, , , ( ) d 夕 ;
0

或简写为
仃 一 昌

。一 (并 + 穷 ) S ( 2
.

3 尸
)

或

、‘r,t
了

」
r‘z几壳r汽f

J、‘esl!
,百.......,

}
召 ‘’

)
-

L 拼 : , J

乃
‘, * , ( ) d 刀 {q 时 。, ‘) + )

犷

叮
。, : ,

( j口刀

互
、s , , ( ) d !/

尹
; , 。,

( ) d 夕

犷!
一

卜
一

至)土 户
‘i 、,

( ) d y

r ‘j* , ( ) +

0 {一
, * 了( ) 十

丁

。

一
_ 一

!
。

, , 。, ( ) d “

)
*

「一tq “了, , ( ) 十

0 !g , * ,

( ) +

丁
F
。* , ! 了( ’d “‘

{
。
、, 。, 。)、,

1{
f , * , 。

梦
一

厂
- - - -

一 }⋯{ } ( 2
·

“)

j)
、胡 。, J

或简写成
。一歹 口一 ( 尹 + 旦 ) q

在刚度算子矩阵 8 和柔度算子矩阵夕的元素的表示中具有下列对称关系
:

a ‘了‘z 一 a , : ‘z
= a ‘z , , ,

d
. j‘z 一口z : 介 z

= J ‘z ‘,

c ‘z 几z = C j ‘盖z ~ C ‘z ‘j ,
J ‘j介 z一于j“ ,

一 巨几I ‘j

p
‘了* z 一 p z ‘。,

一 p * z ‘了 ,

P
‘了。,
一 P了

、* z
一Po l 、,

r ‘2 0 2 一 r , ‘。z 一 r o z ‘, , 矛12 * z 一矛, ‘。, 一矛* , 、,

初始条件

( 2
.

4 产 )

( 2
.

5 )

( 2
.

6 )

{
“ ‘

( ‘
,

0 ’

t 切‘( 劣
,

0 )
}
一

哎}, 踩,,::}
一

暇} ( 2
.

7 )

或简写为

d ( 0 ) 二 d
。 ,

d ( 0 ) = d
。

( 2
.

7 产

)
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探 f
一凉

f

切‘
~ 沪‘

(2
,

8 )一八
一
断t

.

一 ts、 n 了一

m ‘
~ m 门 n l

-

万 }
,

又一{少)
一

扭 ‘

f月少

飞
一一

饥一
0一叭

边界条件

在刃
l x 〔O

,

oo )上
,

在 万
3 x 〔0

,

。 ) 上
,

在刃
Z x [ 0

,

的 )上
,

在刃
‘ x [ 0

,

二 )上
,

或简写为

不 一J 色 }
.

丁一

} O J
’ 一 吕 (2

.

8

这里
,

万
, 十刃

:
~ 刃

: + 刃
‘
一万

,
万

,

自刃
2
一 万

。

自万
‘
~ 功

.

令f
‘

和 g ‘是 由下式定义在F x 「。
,

co 飞上的函数

{否: }
一

{;流卜「
P 0

(2
.

9 )
I
‘, }({到

十 ‘

{会
.

})
或简写为

b 一 [ g x fl+ M (d
。+ t d

。

) (2
.

9 尹

)

2
.

辅助定理

定理 3 令d C C
o , “ , 。 〔C

“ , “

灭
,

则 d和 叮 满足运动方程组 (2
.

2 产

) 和初始条件 (2
.

7
,

)
,

当且仅当在犷 x 〔O
,

co )上下式成立
:

(g x 仃
,
j ] +

。; s、 [ 9 x R 了
’

a l+ b ~ Md (2
.

1 0 )

证明
:

进行 [ g x (2
.

2 尸

)】的运算
,

即

[ 夕 x 仃
,
z ] +

‘、, *

[夕 K R 了仃 ] + [夕 x f】一 [ 夕 K Nl d ] (Z
t

一i )

然而

t

【。 x M ‘, 一

丁
(‘一 , M 百(

· )‘·

0

~ Md 一 M(d
。+ t d

。

)

~ Md + tg x f)一 b

由(2
.

1 1 )和 (2
.

1 2 )即得 (2
.

1 0 ) 证毕

系 1 令 S “但
,

,
,

时 是一容许状态
。

S 是混合问题的一个解
,

(2
.

1 2 )

当且仅当它满足关系式

(2
.

1 /

)
,

(2
.

定义 5

变向量 d和 e
,

定理 4

3
/

)
,

(2
.

1 0 )和边界条件 (2
.

8 尸

)
。

所谓与混合问题对应的应力向量场意指应力向量 。 具有性质
:

存 在位 移 和应

使{d
, e ,

q }是混合问题的一个解
。

令仃 ‘ C
“, 。,

则 口是与混合问题对应的应力向量场
,

当且仅当

在厂 x 〔0
,

oo )上

M
一 ’([ 夕 x 仃 , *】+ “ z* [夕 x R T 叮 ] + b )

, ‘一 “ , 。R M
一 ‘

([ 夕 x 仃 , ,

] + ‘, r :

[ g x R T 口 1+ b )一 夕 。

吃2
.

1 3 )

其中

嵌 符号意义同【11 1
.
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M
一 ‘
一

〔
P

一 1 0

J
, 。〕

,
I
‘, 一‘

了原一““

在刃
, x [ 0

,

” )和 刃
3 x [ 0

,

co )上

M
一 ‘

([夕 X a
, j ] + 〔 * r

或夕 x R T 仃 1 + b ) 一 d
: + d

3

(2
.

1 4 )

和在万
: x [ 0

,

co )和 刃
; x 仁0

,

co )上

t = t : + t ‘ (2
.

1 5 )

证明
:

假定
仃 满足 (2

.

1 3 )
,

(2
.

1 4 ) 和 (2 一 5 )
。

由 〔2
.

1 0 )定义 d
,

用(2
.

4 产

)定义 e ,

则

(2
.

13 )
,

(2
.

1 4) 和 (2
.

1 5) 显然包含着运动学关系 (2
.

1 了

)和边界条件 (2
.

8
‘
夕
。

反之
,

(2
.

1
’

)
,

(2
.

4 产 )
,

(2
.

8 ‘
)和 (2

.

1 0 )包含着 (2
.

1 3 )
,

(2
.

1 4 )和(2
.

1 5 )
。 ·

证毕

3
.

位移型互易定理

我们把以位移向量表示的互易定理称为位移型互易定理
。

设所研究的非局部微极线性弹性固体承受两种不同的荷载系统

L
(“ )

= { f‘“ ) ,

d
‘a , ,

t ‘“ , ,

d
。 ,

d
。

} (2
·

1 6 )

和两种相应的状态

S ‘“ ,
= {d

‘“ ,
.

e ‘“ , ,
仃 ‘优 ,

}
, a 二 1

,

2 (2
.

1 7 )

引用符号

b
‘。 ,
一 [ 夕 x f

‘a ,

】+ M(d
。 + t d。) (2

.

18 )

t ‘“ ) = 。 ‘“ ) n ,
(2

.

1 9 )

位移型互易定理 I 如果一个非局部微极线性弹性固体承受两种不 同的荷载系统 L两
,

则在相应 的状态之间存在下列互易关系
:

b (! ) o ‘(2 )d 二 +

{
。· , (1 ) 。开

2 ) d ! +

{
。· , (飞) 。‘

( 2 ) d !月...子犷

小硕
(1 ) 。‘

〔Z
d X +

J
、·

瓦
(! )。‘(2 ) d X 一

丁
b

‘2 )
。 ‘

( 1 , d X +

丁g , t ‘2 ,

Q d (‘) d 戈

。· , (2 , 。‘
(1 ) d 劣 +

I
、硕

了2 ,
。“

2 少 d 义 +

丁
、硕

‘“)。“”“x

(2
.

2 0 )
r
ee

.万

+

证明
:

由(1
.

2 2 )
,

(2
,

3 ‘

)和(2
.

5 )可知

{并e ‘” O e ‘2 , }一 {并 e ‘2, O e “, }

直接检验可知

谧男 ￡“ ) O e (2 , } ~ {男 e ‘2 ) C e “ ) }

把 (2
.

2 1 )和 (2
.

2 2 )相加
,

考虑到 (1
.

2 3 )和 (2
.

3 ‘

)
,

则得

咬仃 (‘) Q e ‘2 , } = 夏口 (2 , O e (‘) }

引用符号

(2
.

2 1 )

(2 2 2 )

(2
.

2 3 )

二
, 一

J
。·a (一 。 。(, )d x

(2
.

2 4 )

则由(2
.

2 3 )知

G
, 2
= G : i

(2
.

2 5 )

于是



非局部微极线性弹性介质理论中的各种互易定理和变分原理 勺7

G , 2 ‘2止
‘

’

I
。· a (! ) o (“;

’

一
, ‘* R “

2 )

, d X

一

丁
。‘o ‘1) : 一‘(2 ) 、/ 一

工
。· a

,了r ! ) 。‘
(2》d /

一丁
、

一
。 R “(2》d /

(2
.

1 9 ) f

二
_

(
_ _

.

_ _ _ _ _

一
J
g 关 , “ ’

。 “ “, 以芜 一 !( [ g 又 “ , , “‘,
J+ “ “ (g 丫 鱿 ’ 0 、‘’

J, ¹ d ‘z , 以“

万 犷

.

OM
八

!
�犷

.

hU

r!J犷
+

‘2里
0’

丁
。· , 《‘) 0 “

2 ’
“X

万

o d ( 2 ) d % O 小
2 ,
d x ( 2

.

2 6 )

由 ( 2
.

2 5 )和 ( 2
.

2 6 )
,

则得 ( 2
.

2 0 )
.

证毕

这个位移型互易定理便是对 le 歹an [ 9 〕中的定理 4
.

1和 「4 〕中的定理 3
.

2 的推广
。

还可以证明下述力学意义更为明确的互易定理
。

位移型互易定理 I 如果一个非局部微极线性弹性固体承受两种不 同 的 荷 载系统 B
‘仪 ‘

一 {fca)
,

d 两
, t (a)

, 一

d }
,

则在相应的状态之间存在下列互易关系
:

丁
、·‘(

1) 。 ‘( 2 ) d 劣 一

丁
、·M “

1) 。‘
( 2 )

d X

小
· , ( 1 ) 。 瓦

( 2 ) d / +

{
、· , ‘1 ) 。不

( 2 ) d /

: 硕
(1 ) 。‘

《2 )
d / ·

{
。硕

(1 ) 。 ‘( 2 ) d X 一

丁
。· , (2 ) 。 ‘(1 ) d X 一

{
、·M ‘

( 2) 。 ‘
( 1 )
d X广...J万

十

丹

l
万

+
。· , ( 2 ) 。 d

l ( ! ) d / +

{
、· , ( 2》

。‘
3 ( 1 ) d X

万

。· , 2 ( 2 ) 。‘( ! ) d % 十

{
。· , ‘ (2 ) 。“

1 ) d X ( 2
·

2‘)

万

六

I
J刃

+

1 3 2 4

证明
:
把

卜 M d (2里
2 ) [。义 fz一 [ 。 x M西]

代入 ( 2
.

2 6 )
,

则由 ( 2
.

2 5 )即得 ( 2
.

2 7 )
.

证毕

若令微转动 沪 与宏观运动的转动一致
,

则微极理论即变为力偶应力理论 厂12〕
。

与此对应

的 ( 2
.

2了)即变为非局部力偶应力理论的互易定理
,

它把〔8 〕的结果做为特殊情形包括在内
。

4
.

应力型互易定理

我们把以应力表示的互易定理称为应力型互易定理
。

应力型互易定理 I 如果一个非局部微极线性弹性固体承受两种不同的荷载系统
,

则下

列互易关系成立
:

{
( M一 b

, 了‘! )

一
R M一 b ( ! ) , o q ( 2 ) d X +

犷

一

丁
( M一 “

, , ( 2 )

一
, * R M一 b (

2 ) , 。 q (1 ) d ! +

犷

丁
M一 ( 【。 x 。

, 了(1 ) : + “ , 。【。 X R ·“ ( 1 ) , , O , ( 2 ) d X

刃

I
M一 (【。 x 。 , , ( 2 )】十 〔

一【。 X R ·“ ‘2 ) , , 0 , ( ! ) d /

万

( 2
.

2 8 )

证明
:
与 (2

.

2 7) 的证明类似
,

从略
。

在边界条件 ( 2
.

1 4) 和 ( 2
.

1 5 )下
,

则由 ( 2
.

2 8) 可写出下列互易关系
:



一
一一

一一 一

一
一

民
�一一

一

一

夭
一

9 8 戴

( M一 b
, , (之)

一
了九R M一 b ( ! ) )。。 ( 2 ) d X +

{ ( d
, ‘, ’+ d

。“ ’一 M
一 ‘b (‘, ) O t ‘2 ) d 戈

.

1
口F

n乙,诊
r、.,.O一M

Z心、

�

l
�V+

丁
万 2 , .

M
一’

( [口
、 a

, j ( ‘) ]
+ “ j。[夕 x R T 叮 ‘, ) ] ) 0 ( t。 ‘2 , + t ‘ (2 ) ) d 义 ~

一
R M一 b ( 2 ) , 。 。 (1 ) d / 十

{
(不

( 2 ) + 瓦
( 2 ) 一 M一 b ‘

2 ) )。 t ‘1 ) d X

万 i , 3

+

丁
M一 ( :。 义 。

, 了( 2 ) 〕+ “ , *【。 x R ·。 ( 2 ) 】)。 (砰
1 ) 十下

, (1 ) ) d /

刃2 *‘

( 2
.

2 9 )

这里给出的应力型互易定理把 [ 4 」中的定理 3
.

6做为特殊情形包括在内
。

三
、

变 分 原 理

力学中变分原理的研究已有很久的历史
,

而且在近些年来它在连续介质力学中取得很大

的进展
。

最近
,

钱伟长对经典弹性理论中的变分原理做了系统的全面的阐述 和 研 究 [ 1 3 」
。

1 9 6 4年M
.

E
.

G u r t i n 〔1 1〕提出的经典弹性动力学的变分原理是以卷积形式给出的
,

这是一

个重要的发展
。

我们把这种变分原理称为 G u r t in 型的
。

关于非经典弹性介质理论的变分原理的研究是从 1 9 6 9年开始的
。

例如 1
.

& M
.

H la
v

奴欲

「1 4] 给出了力偶应力理论中的胡海昌一鸳津久一郎型和 H e n i n g e

一 R e 主ss ne
r
型的 变 分 原

理
; I e 担

n 在〔g 」和 [ 4 J中分别给出了微极弹性理论和非局部弹性动力学的变分原理
。

在上

述 Ie 蛋a n 的研究中
,

他利用卷积和H la v ac 己k 提出的卷积数积概念把 G u r t垃 型变分原理推广

到非经典弹性理论中来
,

但是他并没有给全与 G ur t in 变分原理对应的全部形式
。

实际上
,

G u r t in 给出了四种主要型式的变分原理
,

为简明起见
,

我们分别称为位移型的
、

应力型的
、

位能型的 和余能型的变分原理
。

本文的这一部份
,

我们利用在
“

一
”

和
“

二
”

中给出的卷积向量和卷积向量点积的概念

与结果和钱伟长在 1 9 6 4年提出的 Lag
r a n g e

乘子法对非局部微极弹性介质给出了与G ur t in 四

种主要型式的变分原理全部对应的变分原理
。

我们给出的这四种型式的变分原理把迄今线性

弹性介质理论中的所有相应的变分原理都做为特殊情形包括在内
。

最后证明完全的位能型和

余能型广义变分原理的等价性
,

这是钱伟长在 1 9 6 4年提出等价性原理的直接推广
。

1
一

位移型变分原理

把用位移向量表示的变分原理称为位移型变分原理
。

( 2
.

1 0 )

b 一 Md 一 [ g X 叮
, , ] 一 。、z。[ 夕 x R T 仃 ]

( 2
.

1
‘

)

一 Md 一 I夕 x ( 8 ( d
, ‘一 “j * R d ) )

,
j ]

一 “ , * [夕 只 R T S ( d
, ‘一 “

r ‘

R d ) ]
.

( 3 1 )

把上式写成具有算子系数的方程组的矩阵形式
,

即

尹 d 一 b ( 3
.

2 )

于是问题归结为

在犷 X 〔0
,

“ )内 尸 d 一 b

在刃
* , 。义 [ 0

,

co 少上 d = d
: + d

3
( 3

.

3 )
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在万
: , ; 义 〔0

,

。 、上

由位移型互易定理 l 知

= 二

t Z 十 t‘ (3 4 )

丁
犷 (二“

! ) 。 d
Z , 一 “

1 )
。二

‘2 ) )d % 一

丁
二 。·。, ‘2 )。 ‘

( , ) 一 , ‘1) 。‘
忍,

。“·

(3
.

5 )

由(2
.

1 0 )和散度定理可得

〔尸 d “
,
O 小

2 ) ]
一 IM d

、 ! )
。 d

( 2 )、二 +

{
、、, a ‘1)

。 。 、2 , d 二

J 犷 J 犷

一

丁
二 。· , ‘1)

。 d
(艺)
、X

(3
.

6 )

在齐次边界条件下
,

由(3
,

6) 可得

[笼d “
,
O d

‘2 ,

] 一 [ d “
,
O 产 d

‘2 ,

〕

于是根据定理 1
,

可写出下列

位移型变分原理 l 定义泛函

(3
.

7 )

11
:

(‘卜合{
犷M‘。 ‘d X 十

含丁
: 。· 。“C e d卜 {

: “。‘d 况 (3
·

8 ,

r-r
, J 、

1 r
. 。 」

一
」 , .

I f
。 。

, . 0 . 、 ,

一
.

」1 1 L U 尹=
。 、 IvIU 目

D a % 十
一
万 l 上夕苦 6 仁0 :

一 〔s , : 氏 0 夕J切 O , j 以 戈
‘

、 , l/ 乙 J V

一
冬
“ , 。

( 。、 R :
8 (d

, ‘一 “
r s

R d )o d 、二 一
戈h o d 、二 (3

.

9 )
‘ J 了 J 尸

令 卜。c o 、是满足齐次边界条件的所有位移向量场的集合
,

则在K d
上

6 fl
:

(d ) = 0

当且仅当 d 〔K 己满足平衡方程组和初始条件
。

下面给出非齐次边界条件的

位移型变分原理 I 定义泛函

(3
.

1 0 )

。
, 」 、

I f
⋯ ~

. , .

1 亡
。 。 , . 。 , 、 ,

_
.

1 1 ; 又u ) =
一石~

、 lyIO 匕 O Q 戈 十 石 \ L g 关 6 仁Q , i一 “
, : 代 0 ) 」切 Q , , 以 劣

‘ J F ‘ J 乡

三
一‘, , *

(
。、尺:

。。d
, ‘一“

r :

R d )o d 、二 一 (。o d 、二

‘ 口 犷 J 犷

g 二 t :
0 d d 二一 \ 夕二 t‘0 d d 二 (3

.

1 1 )
创 万Z J 刃 4

于是令N 己c o 、
是满足位移边界条件的所有位移向量场的集合

,

则在 N d上

乙fl
:

(d )= 0 (3
.

12 )

当且仅当 d 〔N J是混合问题的一个解
。

这便是与G 盯 tin[ 1 1〕定理 5
.

1对应的位移型变分原理
。

下面由位移型变分原理 I 出发
,

给 出相应的广义变分原理
。

设卜为待定的L a g r a n g e乘子向量
,

于是根据 (3
.

1 1) 导出广义位移型变分原理的泛函为
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衅 沟 一三( M d o d d 二 十冬(
。、 8 。o : 、二

‘ J 夕 ‘ J 犷

一
可b c d 、二 一 可

二 。*

〔。 d J 二 +
}
。 。, (d 一刁)0 ; J * (3

.

1 3 )

J l/ J ‘奋 z , 4
‘ , ‘二 z , 3

把 : ,

d和卜都当做独立变量进行变分
,

当n 常( d )达到驻值时
,

有乃n 衷(d )一 。
,

即

d n : (‘。一 I
F

(M‘一 b )。占‘d / +

(
。。· 。e o j , d /

一
(

。二 f。。d 、二 +

(
_ 。*

(d 一‘)。。。、二

‘

万
: , ‘ “

万
一 , :

g 二
林0 占d d x = 0 (3 1 4 )

刃
1 , 。

!
J

+

肖。二 j d
, ,

一 ‘ , 了。
R乃d (3

,

1 5 )

代入 (3
.

1均 并利用散度定理
,

。I: ; (d ) 一

丁
(M‘一 【、 X O

则

‘

】一 ‘ : , 。

19 义 R T 口 1一 b )O 占d d 戈 + 丁
。 ‘下 0 “‘“X 十

刃
2 , -

丁
。·

(‘一‘ , o d o d 二 +

丁
g ·
。。“‘d 劣 +

丁
。· t o d ‘d X 一。

万
l , 3

刃
1 , a

万

于是

在 V x [ 0
,

OO )内
’

Md 一 b 一 [ 夕义 叮
, ‘

] 一 “j * [夕 x R 犷口 ] ~ 0

在 刃
, , 。义 仁o

,

co )上 d 一 d = 0
,

卜= t

在 万
2 , ‘义 〔0

,

co )上 t 一 t 一 0

由 (3
.

1 7) 得知 卜所代表的物理量
。

因此可得下列

广义位移型变分原理 定义泛函

(3
.

1 6 )

(2
.

1 0 )

(3
.

1 7 )

(3
.

1 8 )

11 盆(d ) =
。。

一
」 , .

1
m o 切 0 a X 十 下‘丁

。 ·

。。。 。 d / 一

丁
b。 ‘d ! 十

丁
。· (‘ 一 丁, 。 , d /

F F 乏 i , s

丹

!
护犷1一2

一

丁。下。‘“‘

于是有

(3
.

1 9 )

占fl 岔(d )二 0

2
.

应力型变分原理

把用应力向量表示的变分原理称为应力型变分原理
。

引用符号并注意〔2
.

1 3 )
:

(3
、

2 0 )

L “夕一

J
, 。。 。 d 二

k 一

丁
(M 一 b

, ‘
_

一
R M一 b ) ‘:

(3
.

2 1 )

(3
.

2 2 )
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另 a 一 歹 仃 一 M
一 ‘

(I夕 x 仃
, 。

] + 、 : , * [夕 K R ’仃 j)
, .

十 、 : , * R M
’

(L夕 K a
, r

] 十
( , r :

[夕 K R T 仃 ] )

(3
.

2 3 )

于是动力边值问题归结为求解

穷 口一 k

和边界条件

q n z一 t

于是由应力型互易定理 (2
.

2 8) 育

(3
.

2 4 )

(3
.

2 5 )

I
(‘ “ ‘L)

。 “ (么〕一 。 ‘)
0 ‘ “ (“) , d / -

F

丁
M一 ‘: 。义 。

, 少 ‘2 、

: + “ , *【: X R ·“ ( 2 ) , , 0 矛
1 , d %

艺
,

.

一

J
M一 (【。 义 。

, , (1 )】+ “ , 。【、 火 R ·0 、‘)

, , 0 p
2 ) d X

艺2
, ;

(3
.

2 6 )

在齐次边界条件时

[男 口 “ ’
0 0 ‘2 ,

」~ 〔仃 “ , O 另 叮 ‘2 ,

〕

由(3
.

2 3 )并利用散度定理可得

(3
.

2 7 )

I
犷

‘ , 。 。 d ! 一

{
。

歹。 0 “ d / +

{
y

M
一 ‘

(【、 义 “
, 。, + “了。【9 X R 了q , , 0 0 , :

.

d X

+ 一 , 。

丁
。

R M一‘【。 X “ , ·

, + ‘了二【。 又 R ·q , , 0 0 d X

一J
二M一 (【。 X O

, 、, + ( ‘, * : 。 x R 了 。; )。 , d X

(3
.

2 8 )

由定理 1 可写出下列

应力型变分原理 I 定义泛函

l一2十
r

�

!
。

,

_
、

l
1 王 i 气U 夕一

,

下
~

乙
夕。 C 仃 d x {

。

M
一 ’

‘【。 义 “
, *

, + ‘了, 几r“义 “r “ , , 。 o
,

“

,

( [ g x a
, r

) + ( , r ;

[ g x R 了a l) O o d 劣MR
F

�

!
口

吞:
JZ、

1一2
十

一
( ( M

一 ‘
b

, ,

一 ‘; , * R M
一 ’
b ) o o d 二

( 3
.

2 9 )

令K
口

c o
。

是所有应力场的集合
,

则在 K
口

上

6 fl
:

( 仃 ) = 0

当且仅当。 〔K
。

满足平衡方程组和外力边界条件
。

( 3
,

3 0 )

在非齐次边界条件下
,

可写出下列

应力型变分原理 I 定义泛函

。
, _

‘
、

I f 、 _ 一 _ ,
_ .

1 「
. 。 _ , , , _ .

_ 、 . , _
‘ ,

。 二 _ , 、
一 _

1 1 : 又。 ) ~
一‘ l 岁 。匕 。 a 工 十 不 ! I”

‘

气Lg 入 。 , ‘J十 已‘j儿L夕 入 氏
‘ U J) 匕 u , , “汤

‘ J 犷 ‘ J 厂

+ 李
“ , 。

1 R M
一 ‘

( [。 又 。
, 。

] + ‘ , , ,

[。 又 R : 。 1) o 。 、二 一 { ( M
一 b

, ‘

乙 J 犷 J F

一 “ , 、 R M
一 ’

b ) O a d x 一 g ,
( d 一 M

‘
b ) 0 t d x

1 , 3

( 3
.

3 1 )!
�万
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于是N
,

c o
。

是满足应力边界条件的所有应力向量场的集合
,

则在 N
。

上

占fl
。
(仃 )= 0 (3

.

3 2

当且仅当口 任N
,

是混合问题的一个解
。

利用 L a g r a n ge 乘子法
,

进行与推导广
、

义位移型变分原理类似的运算即得下列

广义应 力型变分原理 定义下列泛函

ll: (。卜封
F

。
。 “

d-x
+
育{M一 (r。 又 。

, *

] + 亡 ‘, 。[。 x R
‘。 z。。 。 , :

d 二

乙 J F

十三
。 , , *

}
,
R M

一 l
( [。 x 。

, r

】+
* , , :

(。 又 R T 。 z)。 。 、x

‘ J

一

丁
。

(M一 “
, :

一
R M一 “)。 · d X 一

丁
。·‘“一 M一 b , 。 , d /

么 i , 3

、

丁
M一 (【。 又 。

, 了

, 十
毛

⋯【、 X R
了“ , , 。 (, 一 , 夕d X

(3
.

3 3 )

万 2 , -

于是有

占fl 笠(0 )= 0 (3
.

3 4 )

此即与G u r tin 〔1 1 〕定理 6 一对应的广义应力型变分原理
,

它把 Ie
, a n [ 9 〕定理 6

.

2 做为特

殊情形包括在内
。

3
.

位能型变分原理

把与最小位能原理有关的变分原理简称为位能型变分原理
。

为节省篇幅
,

下面直接推导完全的广义位能型变分原理
。

设入和卜为待定的 L a g r a n g e
乘子向量

,

于是导出完全的位能型变分原理的泛函为

11 ·、·卜孟上
M‘。 ‘d X +

音丁
; 、·

。。 : · d一)
。
b。‘d X

一

丁
。· , 。‘d X +

丁
犷。·〔‘一 、‘

, :

一
, * R ‘, “。‘ d X

万 2 ,’

十

丁
。·

(‘一 ‘)。卜d 戈
(3

.

3 5 )

万 i , 3

把。
,

d
,

入和件都当做独立变量向量进行变分
,

当 11 钉的达到驻值时
,

有占n 钉 e) 一 O
,

即

d “
·
、·。一

J
F

。·
(。 + 、)。 d o d ! +

!
L

犷

、· :卜 (‘
, :

一
R‘。〕。“、d X

+

J洲
一 ”+ 【。 x ‘

, ,

, + 亡‘了*

【、 X R ·‘, , 。乙‘d X 一

丁
: 、·‘一 。“‘d X

一

丁
、·

(‘一 ‘) : 占; d · +

丁
、·
。。占‘d / 一

丁
。 ·
‘。。‘d一

。 (”
·

3 6 ,

万 1 , 3 ‘ i , 3 万2 , ‘

于是

在厂 火 〔0
,

OO )内 入+ a 一 0
, e 一 d

, ‘一 “ j *
R d

M d 一 b 一 [ g 只 入
, :

1一 ‘ : 了*

[ 9 x R r 入1
二二 0 (3

.

3 7 )
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在万
l , 3 x 仁0

,

oo )上 d 一 d = 0
,

卜= 入耳
、

103

(3
.

3 8 )

在万
2 , 4 x 厂0

,

co )上 入n ‘

笋 t ~ 0 (3
.

3 9 )

(3
.

3 7 )
:

和 (3
.

38 )
,

为原来的变分条件
,

(3
.

3 7 )
:

和 (3
.

5 8 )
:

给出了 T a g r a n g e 乘子向量所 代

表的物理量
,

即

在厂 x 〔0
,

co )内 入= 一 。 (3
.

4 0 )

在万
, , 3 x 〔0

,

co )上 卜~ 入n 、
- 一 a 路‘~ 一 t (3

.

4 1 )

把 (3
.

4 0) 代入 (3
.

3了)
:

即得平衡方程组 (2
.

1 0 )
,

把 (3
.

40 )代入 (3
.

39 )即得外力边界条件
。

于

是把 (3
.

4 0 )和 (3
.

4 1 )代入(3
.

3 5 )
,

则得下列

完全的广义位能型变分原理 I 满足(2
.

1
‘

)
,

(2
.

3 产
)

,

(2
,

10 )
,

(2
.

丫产 )和 (2
.

8 产

)诸关系

的状态 {d
, 。 ,

q }的解必使下述泛函 n 全(e) 为驻值

fl , (· , 一

合I
二

〔(M‘一 Z b )。‘+ 、·

。。。卜
2、·。卜 (d

, ‘

一

丁
。·(‘一‘) c , d X 一

J
。 ·

‘c d J 二

一 ‘、八 R d ))C 叮 Jd x

(3
.

4 2 )
刃 i , 3 万2 一

此即分别与G u r tin 【2 1 〕定理 4
.

2和 H la v a e 己k 〔一4j公式(5
.

3 ) 对应的非局部微极线性弹性

动力学中的胡海昌一鹜津久一郎型的广义变分原理
。

由于

I
; 。· (‘

, !

一
R )。 。 d X 一

丁
二 g ·‘二 , d ! 一

I
;

。· (。
, ‘+ ‘ ! , 掩 R ·‘)。 ‘d X (3

·

‘3 )

故由(3
.

4 2 )可写出另一种等价形式的

完全的广义位能型变分原理 I 满足 (2
.

1 产

的状态通d
,
e

,
o }的解必使下述泛函 n 盆(e) 为驻值

(2
.

3 产
(2

.

1 0 ) (2
.

7 产

)和(2
.

8 /
)诸关系

n 盆(。 )一冬fr(M d 一 : b一 : [ 、 x (。
, ,

一 。‘, ; R : d ) ] )o d + 、 , 8 。0 。

‘ J 犷

一 2。·“。 。〕d X +

丁
、 · , 。 , d X +

丁
。· (, 一 ‘)。‘d 二

(3
.

4 4 )

刃i , 3 万 2 , -

这个变分原理 已把 I“夸“叮 9 〕定理 5
·

l做为特殊情形包括在内
。

4
.

余能型变分原理

把与最小余能原理有关的变分原理称为余能型变分原理
。

利用 L ag
r a n ge 乘子法

,

进行与推导完全的广义位能型变分原理类似的运算即得下列

完全的广义余能型变分原理 I 满足 (2
.

1
‘

)
,

(2
.

3
‘

)
,

(2
.

1 0 )
,

(2
.

7
‘

)和 (2
.

8
‘

) 诸关系

的 {o
,
。

,

d }的解
,

必使下述泛函 n 亨(c )为驻值

n 空(。 )一冬 f
M d o d 、二 +

冬可,
, 歹 。 0 。、二 +

f ([ 。、 。
, ‘

]
‘ J r ‘ J 犷 J 犷

+ 亡‘了。【、 x R ·o : + “一 M‘)o ‘d X 一

I
、·‘。 , d x

万i , a
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一

{
(, 一‘, » ‘“‘

二云
‘

( 3
.

46

此即与G u r t i n 〔1一〕定理4
.

1对应的非局部微极线性弹性动力学 中的 I Je lli n g e r 一 R e i s s n e r

型的广义变分原理
。

由于

f
;

.

【、 义 。
, ‘

】o ‘d X 一

l
二 、· , 。‘d X 一

{
.

【。 义 。 , 。 ‘
, :

d 戈
( 3

.

46 )

故由 ( 3
.

45 )可写出另一种等价形式的

完全的广义余能型变分原理 I 满足 (2
.

2 产 )
,

( 2
.

3 ‘ )
,

( 2
.

20 )
,

( 2
.

了‘ )和 ( 2
.

8 ’ ) 诸关系

的状态 {口
,
。

,

d} 的解必使下述泛函 n 节( c) 为驻值

fl 盖( e )

一

丁
犷

I f
,

⋯
_ L 、

~
. , .

1 「 、 _ _ _

Z J
。
又’VI “一 ““ ’切 “ “义 十

一

2一)
。 tq 芳

岁 仃匕 。 “劣

g 一 。 。 d / +

丁
。 · ( ‘一‘)。 t d 二 +

丁
、 ·

‘。 ‘d /

( 3
.

47 )
召 i , 3 万2 一‘

这个变分原理把H la v ac o k [ 14〕公式 ( 5
.

4 )做为特殊情形包括在内
。

上面给出了非局部微极线性弹性介质理论 中的四种主要型式的变分原理
。

还可以给出与

〔13〕对应的各种不完全的变分原理
,

这里从略
。

6
.

等价性原理

等价性原理 非局部微极线性弹性介质理论中的完全的广义位能型和余能型变分原理是

等价的
。

证明
:
由 ( 3

.

42 )和‘3
.

45 )得

fl : ( · ) + rI : ( ·卜f
。、· (‘

, ‘

一
, ‘R ‘)。 。 d / +

{【
。 义 ( a

, ‘

+ 亡‘, 。R ·‘)】。‘ d X 一

丁
。·‘。 , d X 一

丁
。· t。 ‘d /

( 3
.

48 )
茗 i , 3 艺2 , 4

考虑到卷积向量点积性质 (l
.

25 )和 (1
.

24)
,

则

压
; 、· (‘

, ‘

一
R ‘)。 。 d / +

乡
二

【。 又 ( “
, ,

+ “了左R ·‘, , 。‘d X

一 l、
, ( d。 。 )

, ‘
、二 一 { 。二 d o t 、x

J 犷 J 么

T3
.

49 )

这就证明了

fl 令( e ) = 一 fl 考( e ) ( 3
.

5 0 )

证毕

钱伟长在 19 6 4年就证明了经典弹性理论中的胡海昌一警津久一郎型和 H e lli n 只e : 一 R e is

, n e r型两种变分原理的等价性
,

我们把它推广到了非局部微极线性弹性介质理论中
。
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L1n e a r E !a s t ie Me d ium s

T a i T i e n
一

m i n

(S o u th
一

W e s t u n i v e r s i ty o f e o m m u n i e a t io n )

A b , t r a e t

I n t h e f i r s t Pa r t o f o U r P a P e r , w e h a v e e x t e n d e d t h e e o n e e Pt s o f

v o lu t i o n a n d t h e “ e o n v o lu t i o n s e a la r

〔劝n e e Pts o f th e “ e o n v o lu ti o n v e e t o r ”

e n a b le u s to e x t e n d t h e i n i t i a l v a lu e

p r o d u e t
”

g i v e n b y 1
.

H la v a e 己k

t五e

a n d

e la s s i e a l

Pr e s e n t e d

a n d th e “ e o n v o lu t i o n v e e to r s e a la r p r o d u e t
” , w h i e h

a s w e ll a s t h e

th e e q u a t i o n w i th t h e o p e r a to r e o e f f i e i e n t s t o

th e o p e r a t o r e o e f f i e i e n t s
.

1 n t h e s e e o n d p a r t o f th i s p a p e r ,

b a se d o n

t h o se

i n i t i a l一 bo u n d a r y v a lu e P r o b le m s f o r

f o r th e s y s t e m o f e q u a t i o n s w i t h

a n d t h e e o n v o lu t i o n

r e m 、 o f t h e n o n lo e a l

v e e t o r s e a la r p r o d u e t , tw o

th e e o n e e Pts o f t h e

fu n d a m e n ta l ty p e s

e o n v o lu t i o n

0 f r e e i p r o e a l

V e C to r

t h e o
-

m i e r o p o la r li n e a r e la s to d y n a m i e s f o r i n h o m o g e n e o u s a n d a n i s o t r o Pi e

s o li d 、 a r e d e r i v e d
.

I n t h e th i r d p a r t o f th i s p a p e r ,

b a s e d o n th e e o n e e p ts a n d r e s u lts i n t h e f i r s t a n d

s e e o n d p a r ts a s w e ll th e L a g r a n g e m u lt i p li e r o m e t h o d w h i e h 15 p r e s e n t e d b y W
.

2
.

C h l e n ,

fo u r m a i n ( y p e s o f v a r i a t i o n a l p r i n e i p le s a r e g i v e n fo r t h e n o n lo e a l m i e r o p o la r

1i n e a r e la s t o d y n a m i e s fo r i n h o m o 只e n e o u s a n d a n i s o t r o p i e s o li d s T h e s e a r e t h e e o u n t e r -

p a r t s o f t h e v a r i a t i o n a l p r i n e i p le s o f H u 一

W
a s h i z u t y p e ,

H e lli n g e r 一R e i s s n e r t y p e a n d

G u r t i n t y p e i n e la s s i e a l e la s t i e i ty a s w e ll a s H la v a e 色k t y p e a n d le a n ty p e i n lo e a l

m i e r o p o la r a n d n o n lo e a l e la s t i e i t y
.

F i n a lly
, w o h a v e p r o v e d th e e q u i v a le n e e o f th e

la s t t w o m a i n v a r i a t i o n a l P x
·

i n e i P le s w h i e h a r e g i v e n i n t li i s Pa Pe r .


