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摘 要

本文从转化的观点讨论算子变分
,

提出了一些新的概念
,

揭示了一些新的联系
。

有关的问题

与概念有
:

凸算子
,

互易集与互易原理
,

H 广义解
,

算子微分方程等
。

变分原理与变分方法是数学
、

力学
、

物理与控制理论的许多问题的分析的一种基本概念

与方法
。

变分关 系的转化则是这些原理与方法中最基本的形式与过程
,

对转化关系的进一步

分析有助于揭示一些更内在的联系
。

本文从转化的观点来分析算子变分的一些性质
,

提炼了

一些新的概念
,

推广了古典变分法与非线性泛函分析的一些结果
,

包括一类算子微分方程的

解法以及在传统泛函形式下未述及的一些内容
。

一
、

算 子 变 分 的 一 些 转 化 关 系

非线性泛函 已把微积分的许多概念与结果推广于非线性算子 〔见 「l
,

2
,

5
,

6 〕)
,

为

变分原理与变分方法的算子形式的研究提供了基础
。

下面研究一些新的形式
。

线性空间可以不同的方式引入拓扑结构
、

距离度量或范数
,

例如可用有限备的半序线性

空间或 R ies 乞 空间的元素 (族) 来刻划邻近
、

距离或范数
〔“ , ‘, ,

因而对一般线性空间之间的

算子可按传统非线性泛函的方式定义弱微分 (G at ea
u x 型微分 )

,

微分 (强微分
,

F r饥het

型微分 )
,

导数和各阶广义算子变分 (F r吮h et 广义变分
,

见 仁2 〕
, 2 91 页)

。

设E
二 ,

E 夕 为赋半序范线 性 空 间
,

B c E
二

为一开 集 或 区 域
,

f
: B 、E y , x 。

〔B,
人 〔E

二 ,

人〔E
二 ,

则用 D
”

f (二
。,

h
: ,

⋯
, h。 )

,

d
八

f (二
。 ,

h
, ,
⋯

,

h
。

)
,

f
‘” ) (x

。

)
,
占Zf (二

。

)

分别表示
n
阶弱微分

, n 阶微分
, n
阶导算子

, n
阶 (广义的 ) 算子 变 分

,

它们 都 是 一 些

(可能很复杂的新型的 ) 算 子
,

例 如 户御 (x
。

)
:
B

产

。E , ,

是线性的
,
B

产

c E 里
,

等等
。

已

知当微分存在时
,

弱微分与变分也存在
,

而且三者相等
。

对于 B an ac h 空间
,

弱微分存在并

连续
,

则微分存在
〔“’。 导算子一般也有强弱之分

,

但据上面所述
,

在不太强的条件下
,

它们

大都相等
。

若强的 户n) (x
。

)存在
,

则有
) d

”

f (x
。,

h
,

⋯
,

h ) = D
”

f (二
。,

h
,
⋯

,
h ) = 占又f(x

。

) = f
‘”, (x

。

)人
n

这里 人
” ~ (h

,

⋯
,

h) 〔E 瑟是 h 的 n 重组合
。

驻 值 点 x 。

分 几 种 情 况
:
D f (x0

,

的 一夕如

d f (x
o ,

h )~ 口, ,
占
*

f (x
。

)一 oy
,

f
‘

(二
0

)二 0
, 夕 ,

分别叫做 (相对于 h ) 弱驻值
、

强 驻值
、

变

分 驻值
、

导驻值
。

在不加区分时
,

简称驻值
,

这里内是 E 。 的零点
,

口
二
g 是 E

二 。的零点
,

而

E
二 。是 由 E

二

到 E y的线性算子形成的线性 (赋范或赋半序范) 空间
。
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当 E , 本身是半序线性空间 (例如Ri es z 空 间
,

见〔2
,

3 〕) 时
,

若 存 在
“> 。

,

对】川<
。 ,

有f (二
。十几h) 》 f (x

。

) (相应地f (x
。十肋 )镇f (二

。

”
,

则称算子 f 在x 一二。

处具有相对于

人的局部极小 (极大)
。

极大与极小混称极值
。

这时可以把古典极值原理与非线性 泛函 的极

值原理 (它们都 限于泛函 ) 推广于下
。

算子极值原理 若 E
二

为赋半序范空间或线性拓扑空间
,

E 夕 为 Ri es z 空间
,

B已 E
二

为

某一集 合
,

f
:
B (气

, : 。)一 {x
。十 之h lh 〔B

,

}几t<
。。}。 E y ,

当 D f (丸
,

h) 存 在 时
,

为 了

f (二 )在 , 一气处具局部极值 (相对于 h 或 B )
,

必须它是 f 的弱驻值点 (相对于 人或 B )
,

而当髯f (x
。

)存在时
,

为了 f (二 )在 二一 x 。

处 具 局 部 极 小 (极 大
,

相对于 h 或 B )
,

必须

粼 f (x
。

)》 0 (相应地( 0 )
。

D

证法类似于古典分析及非线性泛函 的作法
,

主要要求在 E ,
中肠 是保序的

,

并由a 》b
,

b》 a 导致 a ~ b
,

同时要求 E y
有极限概念

,

而 E 夕 为 Ri es z 空间正合乎这些要求
。

算 子极

值原理除把泛函推广于算子外
,

并提出 h 与 B 的相对性
,

这有利于条件极值问题的分析
。

若f (x) 在 二。

处可导
,

即 f
尹

(x
。

)存在
,

则 由算子极值原理知 x 。

成为局部极值 点 (相 对

于 R ) 的必要条 件 是 f
‘

(丸)h 一 0y
,

h 〔B
,

若 B 使得 g 〔E
二y 由 抓 x) ~ 内

,
x 〔B

,

导 致

g 三 0
, , ,

则称 B 为完全的
,

这时有

变分转化关系 ( 1 ) 若万
二

为赋半序范空间或线性拓扑空间
,

E 夕 为 Ri
e s z 空间

,

B c E

为完全集
,

f
:
B (x0

,

几)。 E 夕
,

f
/

(x0 )存在
。

若 f 于 x 。

处为局部极值点
,

它 必 是 弱驻值

点
、

强驻值点和导驻值点
。

D

因此极值 l’ed 题和变 分 问 题 占
*

f (x
。

)= 0 。 以广义的 E u le r一 L a g r a n g e 方程 f
产
(戈

。

) = 0
, 夕

为必要条件
。

这一结果统一概括了古典微分学与变分学的有关定理
。

对于一般的线性拓扑空间或赋半 序 范 空 间 E g ,

f
产

(劝存在时
,

定义互 易 算 子f抓劝

~ f抓二 ,

a) 一 f (x) 一 f
/

(二 )( x 一 a )
, a 〔E

二 ,

对于 M c E
二 ,

满 足 关 系 f
尹

(x )M 二 0 。 的 x

形成的集 M
二一M彩 f )一 {川 f

户
(x )h 一 0夕

,

h 〔M }叫做 M 相对于 f 的互易集
,

互易算子与

互易集的概念并不依赖于 百。
有否序结构

,

而只要有一定的拓扑结构或收敛概念使 f
‘

(x) 有

意义即可
。

变分转化关系( I )(驻值互易原理 ) 若 f
:
B (x0

, 。。)。 E y 于 x 。

处对 B 取弱驻值
,

而
二。一 a 〔B

,

则“ 。
〔夕扒 f )

,

并且f
,
(二

。
) ~ f (二

。
)
。

若 f
‘

在 x 。

处的 h 方向连续
,

并且这方向

上的 二。

邻域属B 杯 f )
,

则 劣。

是 f二 的相对于 h 的弱驻值点
。

D

证明 因D f (气
,

k) 一内
,

庵〔B
,

而二。一 a 6 B
,

故 D f (x
。,

二。一 a) 一内
,

x 。
〔B 抓f )

,

因此 f
z

(二
。

)(x
。一 a) 一口, ,

所以这时由互易算子的定义得 f抓二。)一 f (x
。

)
,

另外

f , (‘
。十之h )口

, (x
o

Z _ f (x
。十 元h )一 f (x

。

)
f

产

(劣
。+ 几h )h

一 f
‘

(x
。+ 几h )(戈

。一 a )/ 几

由于对充分小的 久
, x 。 + 肋 CB 抓 f )

,

而
二。一 a 〔B

,

故根据互易集的定义得知上式右边最后

一项为 为
,

而当 几。 。时
,

右边第一项变为 D f (肠
,

h)
,

而第二 项 则 变 为一 f
‘

(工
。

)h
,

即

一 D f (x
。,

h )
,

所以得到关系式D f抓二。 ,

h) 一口y
,

证毕
。

实际上 f
,

也是相对于任何 a 人
,

}a }< oo
,

于丸取弱驻值
。

若笼a 解形成完全集
,

则 x 。

是

f
*

的导驻值点
:

f未(
x 。

)一。
, , ,

简单说
,

变分转化关系( X )指出
,

算子的相对驻值与互 易算

子对互易集的驻值相同
,

这是古典变分互易定理的一种推广
,

这里不必考虑序结构
,

而且是

对算子来分析的
,

但失掉了极值的互易性 (极大与极小的相反性)
。
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若 E 。 有半序结构
,

f 的定义域为凸的
,

并且 f
产

存在
,

当f(x )》 f (二
尸
) + f

产

(x
产

)( x 一

二 产
)成立时

,

称算子 f 为凸的
。

凸算子的另一定义是条件

f (a , + (1 一 a ), 产

)( a f (二 ) + (1 一 a )f (x
产

)
,

0 《a《 1

这时可证 f 在任意点沿任何方向能弱微分
,

这条件又导致 f (x )》f (x
‘
) + D f (二

‘ ,
二一 x 尹

)
,

它也可作为凸算子的一种定义
。

当导算子存在时三定义等价
。

若 E
二

为线性拓扑空间
,

E 。
为局部凸线性拓扑空间

,

则 T a y lo r 公式是成立的
:

设 B 在 E
二

中为开集
, x 十元h 任B

, 0 簇几簇 l ,

若对于 f
:
B o E 召 ,

户勺存 在并连续
,

则

工 , 一 , 。 、

_
, 了 _ . 、 .

f
产

(二)h
J 气汤 下 “ j 一 J 、汤夕了—

百气一一
~

了 ”
’

丫
1 !

1

f
‘” 一 ‘, (x )h

” 一 ’

(n 一 1 )a

(1 一 几)
” 一 ’

(n 一 1 ) ,
f

‘n , (戈 + 元h )h
”
d 几

当E
、 ,

E ,
为B a n ac h 空间时

,

T a y lo r 公式的论述见 [ 5 〕及有关著作
,

其证明 一 是 要

保证f
‘” , 能定义并可赋予有关性质 (例如连续性)

,

另一是要求 E ,
有足够多的线性泛 函的

存在
,

这涉及 H ah
n B an ac h 定理的推广

,

而上述关于 E
二 ,

E 夕 的条件正满足要求
。

当E
二 ,

E y满足 T a y lor 公式成立的要求时
,

若算子 f 二阶导存在连续
,

并且对任何 h
,

f
“

(二十 几h )h
Z

》 O , 0 簇几簇1 ,

则 f 必是凸算子
。

这 由 T a y lor 二级展 开 中 积 分 项》 0 即

知
。

变分转化关系(皿 ) (极值互易原理) 若 E
二

为赋半序范空间或线性拓 扑 空 间
,

E 夕为

R ie s z 空间
,

f
:
D , E , 为凸

,

D 为 E
二

中凸开集
,

设B 为 E
二

中某子集
,

则对 二 . 〔B 袱 f )
,

二 〔B 十 二。有f (x )》f (二动
,

因而二 , 必是 f 在 B 十 二 , 中的最小点
。

若 x . 〔B 抓 f )
, x 任B 十

a ,

则必 f (x )> f抓 二动
。

若 二。

是 f 相对于 x 〔B 十 a 的极值点
,

则必 x 。
任B 抓f )

,

并且是f

在 B 十 a
中的极小点

,

是 f 在B 抓 f )中的极大点
:

f (川》 f ( x
。

)一 f抓 二。)》f抓二妇
。

口

f (劣
。

)一f扒戈。)来 自变分转化关系( I )
。

f (x) ) f (x 动来 自凸性定义和 B试 f )的定义
。

极值点必是极小点
,

这来 自极值点属 B 袱f )而后利用 f‘劝》f (二劝的关系
,

而 二 。
〔B抓 f )则

由 f 的极值 性 导 出
。

f(x )》f抓 x 动来 自 f( x) 》f (二动 + f
‘

(戈动 (二一 义动
,

最 后 一 项 为

f
‘

(x , )(二 一 a )一 f
尸

(x , 一 a )
,

当二二 任B , (f )
, x 一 a 任B 时f

‘

(二 , )(x 一 a ) ~ 0 夕
。

证毕
。

古典互易定理一般限于有限维空间或 H ilh e r t 空间
,

而且 B 限于有限维子 空 间
。

互 易

集概念的引用
,

更加简明地披露一些 内在关系
。

设 E
二 ,

E 夕 为赋半序范空间或线性拓扑 空 间
,

H
:

E 姜” E y 称 为 对 称 线 性 的 是 指

H (x
, x 尸

) = H (x
产 , 二 )

,

H (a x l + 刀x
Z , x /

)= a
H (二

l , x 产

) + 刀H (x
Z , x ,

)
,

并 且 H 对 各

分量是连续的
。

设 B c E
二 ,

A
:
B 、 E

二

称为齐次司加的
,

指A (二
, 十 x Z

)一A x , 十 A凡
,

A (之x)

~ 义A x ,

几为系数域之元素
。

称A对H 为对称的
,

若 H (A x , x 产

)一 H (劣
,

月州 )o

变分转化关系(开) 设 E
二 ,

E 夕 如上述
,

H 为对称线性
,

A为齐次可加并对H 对称
,

则

对

f(二 )一H (A , , 二 )一 Z H (g
, 二 )十 g0

:
B ” E 。

有
占* f (二) = D f (二

,

h ) = ZH (A x 一 夕
,

人)一 /
’

(二 )h

因而若 x 。

为 f 对 h 之驻值
,
占、f (二

。

)一 e, ,

则 二。

是方程月x 一 g 的 H 广义 解
:

H (A x 一 g,
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h) ~ 口y
,

反之亦然
。

口

实际上
,

经 简 单 计 算
,

f(
x 十 之h) 一 f( x) 一 2义H (A 二 一 g

,

h) 十 护H (A h
,

的
。

当 E 夕为

Ri es z 空间时
,

算子 A 称为对 H 正定的
,

若 万 (A x ,

x) ) “刀林
,

别
,

这里 a ) O为常数
。

当 a 二 O 时称 A 为对 H 为正的
。

这时容易证得

变分转化关系(开勺 在〔丁 )条件下

f
, (二 )= ZH (A 二一 g

, a )一 H (A x , 二 )+ g 。

而当 A 对 H 为正算子时
,

f (劝即为凸算子
,

因而对 f 与 f
* 可用驻值或极值互易原理

。

口

证明 因 f
, (x )一 f (二 )一 d

*

f (x )
,

h一 戈一 a ,

故

f
, (x )= H (月x 一 2夕 , x )一 H (2月二 一 2夕, x 一 a ) + 夕。

一 ZH (A % 一 g , a )一 H (A 戈
, x )十 g

。

另外
,

若 A为正
,

则H (A (x 十二 产

)
, 二 十 x 产

)》 0

展开得

H (A 劣
, x )十H (A x 尹 , 戈 )十 H (A 戈

, x 产

)十 H (A 劣
尸,

戈 产
)) 0

因此

H (A 戈
产一 2 9 , 戈 尸

)》H (A x 一 2 9 , x )+ H (ZA 劣一 2 9
, x ‘

一劣 )

因此有 f (二
尹

)》 f( 劝 十 D f (二
, 二 产一 x)

,

故 f 为凸算子
。

证完
。

对 f 和 f , 用驻值互易原理和极值互易原理得知下列定理成立
。

定理 1 设 E
二 ,

E y为赋半序范空间或线性拓扑空间
,

H
:

E 圣。 E ,
为对称线性

,

瓜

D , E
二

为齐次可加
,

D 亡 E
, 。

当 x0 是 A x 一 g 对 h 〔尤 的 H 广 义 解 时
,

则 x 。

是 f( x )一

H (A 二 一 2 9 , 二) + g 。

对 x 〔K (x
。 , 。。)的驻值点

,

也是 f , (x ) = ZH (A 二一 g
, a )一 H (A x

,
戈)

十 g
。

对 x 〔B 抓f )的驻值点
,

这 里 B 一尤(x
。 , 。。)一 a

.

反 之
,

若 x 。

是 f( x) 对 戈 〔K (x
。 ,

“。)的驻值点
,

则必是 f抓 x) 对 x 任B 抓 f )的驻值点
,

而且是 A x 一 g 对于 h 〔K 的H 广义解
。

在所有情况都有 f (二
。

)一 f抓 x 。

)
。

口

定理 Z E
二 ,

E 夕等如定理 1
,

并且 E 夕 为 R ie s z 空间
。

设A对 H 为正
。

当 x 。

是 A 戈一 g

对 入任K 的万广义解时
,

则 x 。

是 f (x) 对 x 任尤 (气
, 。。)的极小点

,

也是f抓 x) 对 二 〔B 袱 f )

的极大点
,

并对任 何 戈 〔B + a , x , 〔B 抓f )有 f (x) 》f (x
。

) ~ f抓 x 。

)》 f抓 x 妇
。

反之
,

若

x 。

是 f (x )对 二 〔尤 (x0
, : 。 )的驻值或极值 点

,

则必 是f (川 的 相 对 极 小 点 和 f抓劝在 x 任

B 抓f) 中的极大点
,

同时是方程 A x 一 g 对 h 任K 的 H 广义解
,

并有不等式 f (x )》f (二
。

) -

f
, (二

。

)》f
, (二 , )

,

这里 x 〔尤 (x
。 , 。。)

, x * 〔B , (f )
。

D

这些结果是传统二次泛函变分定理
『7 ’的推广

。

由于在传统工作中A 的正性与 f 的凸性的

关系没有得到揭示
,

所以
,

即使对 H il b e rt 空间的二次泛函
,

这里的结果也比传统 的定理包

含更多的内容
。

有限单元法的基础是 Ri tz 方法
,

其推广则是 r a Jl o p 二 。 H
方法

,

而 A 二一 g 相对于 h C K

的H 广义解的概念可看成 r a
成 p 二 M H 方法进一步的推广

,

定理 1 与定理 2 揭示了这种 广 义

的 r a o e p 二 。 H 方法与变分原理的联系
。

二
、

偏 变 分 与 N oe th e r型 定 理

可以按通常的方式引入偏变分
、

偏微分
、

偏导算子的慨念
,

例如若 你
: , 二 2

) 在开集 直



变 分 转 化 分 析 ( 1 )

积 U x U
Z

中
,

固定为
,

f
:
U

; 义 U
Z

、 E , 就转化成一个变量
、 l

的算子
,

f
: :

U
;

、方。 ,

叫 偏

算子
,

它以 二 :

为参量
,

这时的变分即为偏变分
。

若 U
,

c E
二 . ,

则偏导算 子 f
,

’

: U
I x U

Z

”

E
, ly ,

百
二 工夕表示E

二 1

、 E 刀的线性算子族
。

类似说法见 〔5〕
。

对于空间E
二‘,

E y ,

一般要求是赋半序范空间或线性拓扑空间或 B a
na

c h 空间
,

当要用

到序关系时
,

一般我们要求是 Ri
e s z 空间

。

映射或算子的
、阶导存在并连续则称属于 C ‘” , 类

。

记 E
、

一E 二x E 二
,

E 二一 E 姜
, x

,

二 x E 二
, ,

万笠一 E 二
: 火 一 又 万二

, ,

h一 (人
’ ,

人勺 〔万
二 ,

h’ ~ (川
,

⋯
,

从 ) 〔E 乡
,

hl’一 (人叮
,

二
,

砚 ) 〔E 笠
,

拭 〔E 会
, ,

丫 〔 E 二
,

U 一 U X U
“ ,

U
‘

一 U ; x ⋯ 义 U 点
,

U
“ 一 U 丁x ⋯ 义 U 二

,

其中U :。 E 二
,

U 了仁 E 二
,

为开集
。

f
:
U , E y ,

相应

的全变分与偏变分记为D f (二
,

h)
,

D
尹

f (二
,

h
户

)
,
D

“

f (二
,

h
“

)
,

D : f (二
,
h {)

,

D 了f (为

h了)
.

变分转化关系 (V ) f 任C (P) 的充要条件是其偏映射 (即一部分分 量 固 定 的 映 射) 属

C (, ,
.

另外

D f (二
,

h) 一 D
产

f (二
,

h
尹

)十 D
“

f (二
,

h
“

)一万 D
’

f (x
,

万{) + 刃D 了f (x
,

h了)因而 D f (x,

旬 一内
,

D
‘

f(x
,
h
尹

)一内
,

D
,,

f (二
,

h,, ) ~ 内 三者泛等价
,

即其中之一成立
,

其余二者 相

互等价
。

口

证明的方法类似多变量微分学的处理
,

类似说法见厂5 」第 8 页
。

但是从算子变分的观点

来看
,

关系 ( V ) 可看成传统的 N o e the
r
定理的一种模型

,

后者是一 系列力学与物理问题分

析的有力工具
。

D f 〔二
,

幻 一 0 。相当于无穷小对称变换下的不变性
,

它包括场分量的变换 与

基底空间的变换的不变性
,

前者相当于 E ul e r 一

L ag
r a n g e 方程

,

相 当于 D
’

f (二
,

h
‘

)一内
,

而后者相 当于一种守恒律 D
扩

f (二
,

h,, )一丙
,

只不过对具体问题表现形式更确切一些
。

设一个物理系统的描述可 由函数系 中‘

(x) 给出
,

叫做场分量
。
二 的变域是。维空间中 的

集合
,

叫基空间
,

若场方程。。由作用的变分原理导出
:

D
,

, (二
,

”
,

)一”, ,

, 。, )一

丁
五 (,

,

x) d x ,

L为 L a g r a
ng

e 函数
,

D 为基空间中的
、

某一区域
,

中是中
、

的一些偏导数的组合
。

当外直

到P一 1 阶导数的变分在 D 之边界为零
,

P是甲中涉及的最高导数的阶
,

则利用分部积分法可

以使得

刀了(,
,

。。)一

丁￡
「五〕

f
占。

!

d 二一。

当诸中
‘

为动力变量时
,

上式导致【L 」
‘
一 0 ,

后者即为场的本构方程或运动方程
,

也即 E ul e r -

L a g r a n g e 方程
,

是 f
/

(甲)一D 的另一种形式
。

在对称变换中不只由甲变到甲 + 6 甲
,

而且基空间变量 x 也变到 x 十占x
。

若它们均有 l个无

穷小参数加
八
(k ~ 1 ,

⋯
,

l)
,
j x , 一刃A 孟d砂

,
d甲

‘
一刃B “j e b ,

这时f (甲) 变成f (甲
,

幻 了
,

记“ 一帅
, 二 )

,

则经过计算有

D , (
· ,

“· )一

丁
‘, 「L 〕

r
‘, ‘+ “‘L ,“‘。‘d ,

这里 (L ) *是 L
,

A 孟
,

力, * , 甲‘

及其偏导数的某种组合
:

(L )、一 艺
a 一

,

, 二户

- 了
叫

J
丈

.

d 男j
尸孟~ L A 孟一 乙 广

‘a L / a (J华
‘

/ 白二
, )



臭 学 谋

尸
‘~ 乙 A又(a甲

、

/ 口x
。

)一 B
. 。

详细计算见〔S J等
。

但是这些结果可导出以古典 的 N oe t h e r 定理为特例的变分 关 系
,

它 是

与 (V ) 相似的
:

变分转化关系 (V 粉 在前述条件下
,

D f (
。 ,

占u) ~ 0
,

{〔L 〕
‘
= 叶

,

仪 L )。~ 叶 三者泛

等价
。

口

(L )
。
一 。 一般可转化成某些守恒律

。

在这类E ul e r 一

L a g r a n g e
方程与守恒律的推导中

,

与关系 ( V ) 中不同的在于h
‘

或h
“

的分量之间有微积关系
,

因 而可利用分部积分而归约为相

对少的分量
。

这是特殊形式的变分问题有利于具体深化的结果
。

关系 (V ) (V 勺 从某种意义讲是全变分与偏变分的关系
,

是形系统的极值与影系统 的

极值的关系
。

类似的变分转化关系有泛系分析中的优化投影原理
【“ ’‘”’,

它描述了形系统的优

化以一定的影系统的优化为必要条件
,

由它可以 概 括 自 动 控 制 的 n o H T p , r o H
原 理 与

B e llm a n
原理

。

三
、

赋 范 环 微 积

可交换的 B a n
ac h 代数叫赋范环 (见「2 〕)

,

其中的变分与微分有一些特别有意义 的 性

质
。

设尸
二

为赋范环
,

其到自身的线性算子空间 E
二二

可以在E
二

中表示
,

类似地
,

E
二 二⋯

二

(下

标排 n次可简记为 E
二 ·

) 也可在E
二

中表示
,

正如普通的乘法起到算子的作用一样
。

这时
,

若

f
:
E

二
、 口

二

或f
:
D

一

, E
二 ,

D c E
二

为开集
,

f
‘扔 (x

。

)存在时
,

它仍可看成 E
二

中的元素 (在

同构的意义下 )
,

而对 h 任E
二 ,

lln 也属于E
二 ,

指数
n
可看成乘法的归约

,

也可看成 (h
,

人
,

⋯
, h) 〔E 呈

。

因而 f
‘陀 , (二

。

)h
”

就是E
二

中的乘积
,

它代表 粼 f (x
。

)
,

D
”

f (x
。 ,

h
,

⋯
,

h )
,

或 d ”

f (丸
,

h
,

⋯
,

h) (后二者也可写成刀
”

f (x0
,
h
”

) 和d
”

f (x0
,
h
”

))
。

设百
二

为 自由的
,

其基记为u( ‘)
。

定义

A
:

f (二) = D f(二
, u (i)) ~ 1im 〔f (二 + 久

u (f))一 f(x )〕/ 几

么子sf (二 )一△
‘夕(x )

, 夕(戈 ) = △ ,
f (戈 )

类似定义鱿
, a 是i 〔了的某一 n组排列a 一 i , fZ⋯ i ,

(i , 〔I )
.

并记
u (。) = u (1

1

)u (f
Z

)⋯ :‘(亡
。

)
。

在E
二

中的曲线及曲线积分按传统非线性泛函分析方式定义 (见 〔6 〕荟2 )
。

变分转化关系 (矶) 设。 , 。苦为任二
n 元排列

, 。 , a 关 〔尸
,

f
‘n) (劝 存在

,

则
。(a 铃 )A二f (x ) =

u (口)△恶二f (x )一f
‘”, (x )u (a a 釜 )一f

‘”, (二 )u (。关a )

因而要解算子方程组 Q
,

f (x )一氏
,

Q
,
一乙 C

。 ‘t , △裂:;
,

只要选择赋范环 E
二

使得
叮 (公)

万C
。 (, , “(a (t )) = 0

二

即可
,

这里a (t) 〔I
”“ , ,

这时只要 n (t )阶可导的f都是解
。

D

证明 因为△gf (x) 一 f
‘n) (x )u( 口 )

,

△汁f (劝 ~ f内 (x) u( a 勺
,

所以可直接证所需的等

式
。

方程可解性 由

Q
,

f (x ) 一 E C
。《, ) A忍装;f(

二 ) ‘艺 C
。 (。

f
‘”“ , , (二) u (“(t))

一f
‘”‘” , (二 )乞 C

。 (, ) u (a (t) )一 0
二



变分转化分析( t ) 色色

导出
。

证完
。

变分转化关系 (砚)

当f (x )按基分解时
:

表示求导的方向独立性
,

实际上是关系 ( V ) 的一种变型
。

f(x ) 一

定理 3 若D 为单连通区域
,

刃 f
‘

(x) u( ‘)
,

算子方程组也可按基分解成很复杂的形式
。

E
二

为有限维
,

f
‘

在D 中存在连续
,

则 f的各阶原算 子 F (。

(F 盔一 f) 存在
,

因而 f 必为位型算子
。

口

因为 u( j)八
,

f (, )一u( i)△
,

f (二 )
,

f (川 的线积分可证与路径无关
,

而由 FaB y p o H 定 理

(〔6 」85 页)
,

知 f 为位型算子且F 《1 )
存在

,

而后用归纳法可证F
‘。存在

。

本文对力学及有关问题的应用将另作报导
。
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