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摘 要

本文旨在介绍和讨论非线性弹性理论的 几个主要变分原理 一古典的势能原理
,

余能原理以

及 目前争论甚多的另两个余能原理 (L
o
vi ns on 原理 和 F r

ae ijs de V e u b e k e

原理)
,

同时给出

了和这些原理相对应的广义变分原理
。

本文单一地从虚功原理出发
,

系统推导并严格论证了这些

原理
,

并且指出了各原理间的内在联系
。

出发点是一个
,

采取不同的变量和 L e g e o d r e
变换就导

致不同的原理
。

这样
,

各变分原理在统一的框架里构成一个有机的整体
。

文中未涉及的其它原理

也同样可以纳入这框架
。

给出的关系图使读者更能看清各原理间的纵横关系
.

、

引 言注 1)

在非线性弹性理论里
,

是否存在象线性理论那样应力场是唯一独立变量的余能原理
,

是

一个近年来引起广泛兴趣的问题
。

讨论 的蕉点在于 Pi
o la 应力张量和变形梯度的关系是否可

逆
,

亦即相应的 L e ge n
dr

e 变换〔1
,

2 」是否成立
。

至今被提出的非线性弹性变分理论 的余能

原理可概括为三大类
。

首先是基于K ir c h h 。仃应力张量的 R e is s n e r 原理「3一 7 」
,

它常被认为

不是纯粹的余能原理
,

因为这里除了应力张量
,

位移向量也是 独 立 变 量
。

其 后 是 仅 基于

Pi ol a应力张量下 ,

一度被宣称为真正余能原理的L e vi ns o n
原理 「8一 1了」

。

可是
,

这原理并不

总是成立的
,

因为
,

即使是各向同性的简单情形
,

也只有 当 尹
·

: 注 2 夕在物体的每一点 有不

相同的主值 (难于预先知道这条件是否满足) 时 ,
Pi ol a 应力张量和变形梯度的函数 关系才

是可逆的
。

尽管〔1 6 〕给出了选择合适分支的条件
,

该函数的逆在整体意义下的多值性 (对各

向同性体至少有四个不同分支) 也给实际应用带来附加困难
。

总是成立的却是基于极分解的

F r a e ijs d e V e u b e k e
原理〔12一 17 〕

。

但这里除了P io la 应力张量
,

转动张量也作为独立变量

出现
,

又没有达到人们所期待的余能原理的纯粹性
。

看来
,

问题是否这样提法以及余能原理

的其他一些问题还有待于进一步的深究
。

本文的目的在于证明
,

非线性弹性的各变分原理 (势能原理和各余能原理以及它们的推

广 ) 均可从单一的虚功原理导出
,

使它们在统“的框架里构成一个有机的整体
。

文中也给出

浏 )本文是作者在德国鲁尔大学 (R
u h r一 U ni ve rs i峪 t) 期间完成的

。

作 者 对 德 国洪 堡基金会

(A L e X a n d e r v o n H u m bo ld t 一S tift u o g )
.

鲁尔大学和 T h
.

L e h二a n n

教 授的热情接待表

示谢意
。

注2)
“ , ”

表示张量的共辘
。
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了各原理间的内在联系及其关系图
。

二
、

数 学 符 号

本工作采用两点张量场法 〔18
, 1 9」

。

设物体男的参考 (未变形 ) 构型为贾
,

当前 (已变

形 ) 构型 为 李
,

分另lJ配以 两个任意的曲线坐标系 {尤 ”} 和 弋二
‘

}
。

它们的墓向量和度量张量相

应地为

G
月 ,

G
刀 ,

G
月刀 ,

G
A B

g
, , g

’ , g ‘, , g ”

物体从究至 吃 的变形体现为
x = x (X ) 或 x ‘

一劣 ‘

(X A ) (2
.

1 )

它 友示物体男 的质点X 变形后占有空间位置 x 。

作用于X点的所有向量构成三维欧氏空间
,

不妨也记为牙
,

它的任意元素均可表为 G 注或

G “的线性组合
,

例如 v 一 V “G , 一v
;
G A 。

类似地有。 ,

例如
v 一。 ‘g

,

一 v 、
g
‘。

又 考 虑四个张

量积空间
:

肠汤况
,

牙À 谁 , 谁À贾和 电À庵 ,

它们的任意元素分别可表成 G A @ G B ,

G A À g
, ,

g
:

@ G声日g
:

À g , (也可代入 以逆变基向量
。

今后我们省去张量积符号而用 G ib bs 并 矢记法 )

的线性组 介
,

记为
,

例如

R 一 R 左 B G 妊G : , S 一 S 月 ‘G 且g ‘

T 一 7
’
‘月g

,

G 月 , U ~ U ‘j g
,

g ,

通过点积运算
,

张量积 ( 9 维 ) 空间的元素变成从 3 维空间到 3 维空间的线性变换 (或叫张

虽 )
,

例如

W ~ R
·

V 一 ( 尸
A B G 月G B )

·

( 厂 , G D ) 一 R 汪B厂B G 诬一附
刀G 刀

w 一 T
·

V = ( T
‘才 g ‘G 。)

·

(犷 : G 刀 ) 一 T ‘刀犷 , g ‘
一 二

‘g
:

牙À 谁或庵汤贾 的元素
,

例如S和 T
,

称为两点张量
。

并矢的次序是本质的
。 “‘ ”

表示张量的共

扼
: R ’ 一 R “刀G ; G , , T ‘ 一 T “G 、g ‘

。

贾À肠和 4À 、的单位元素 (单位张量 ) 是

= G 月 : G
‘

甲G B ~ 己瑟G , G B 一⋯

I 一夕、了g
’

9 1一占; g
‘g j一⋯

而贾À 李和谁À贾的单位元素 (称为转移张量 ) 是

I 一 g 二
‘G A g ‘~ g A :

G A g ‘~ ⋯
) <

I 一 g 圣A g ‘G 刁一 9 i A g ‘G 月= ⋯

转移张量的几何意义是将 谁 或 时的向量不变地平移至 牙 或 谁
,

其中 g 身‘~ G 刀
·

一川
, ,

故可统一记为g 二
, g 了亦然

。

利用转移张量可将两点张量化成一点张量
,

果在张量的墓向量并矢间用点积代替张量积
,

就得该张量的迹
,

如

tr R 翌 R A B G A
·

G 刀 一R 寸A

t r s空 S 寸、G , ·

g ‘~ 夕二S 寸‘

张量的迹是标量
,

两张量的双点积也是标量
:

R : S叁 t r
( R

关
·

S )

张量场 R 和 U的绝对微分是

g ‘尸 g ‘
·

G 月

或反之
。

如
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d R = (R 甘)
·

d X

d U 一(U V )
·

d x

其中绝对微商 (梯度)

R 甘= R 刀
育

, G : G 。 G A

U甘 一U , 今
、
g , g 。g

‘

) ; A和( ) ; ‘分别表示在牙和 谁 的协变微商
。

对于两点张量场
,

绝对微商应理解为全绝对

微商
。

R
·

V = 刀B 育, G 刀G e
·

G A 一R B 考, G :

R x V = R B 育
,
G B G c x G 月

分别称为 R 的散度和旋度
。

单位张量和转移张量对于绝对微商有如常量
。

在今后的全部讨论
里

,

我们认为所有出现各量已通过转移张量预先化成在牙的一点张量
,

这时用 I 表示童
。

这种

做法称为 L a g r a n g e 描述法
。

三
、

应 变 和 应 力

在变形 (2
.

1) 中
,

物体质点X的位移向量为
u (X )一 x (X )一 X

变形梯度

F一 x 甘一 I+ u V

的极分解为

F一 R
·

U

其
一

中U是 (右) 伸长张量
,

代表纯变形
,

R 是转动张量(R 关
·

R 一 R

正定对称张量 (它的主值全> O )
,

满足

U
Z
~ F釜

·

F些C

C称为G r e e n
应变张量

。

今后还用到 A lm a n , i应变张量
:

(3
.

1 )

(3
.

2 )

(3
.

3 )
·

R 关 = I)
。

U是唯一确定 的

(3
.

4 )

尸 1
,

。
, 、

1
。 ~

.

_
. , _

、 ,

一 、 ,

‘ = 百 又‘ 一 ‘)一百 L“ v 十 v “十 Lv “夕
‘

又“ y ] J (3
.

5 )

其中甘u = (u 甲)釜

具有描述应力状态直接物理意义的是 C au
c h y 应力张量 t

,

它作用于构型 谁 上的单位向

量 n 给出以
n
为法向的单位面积元的接触力 t 。:

t
·

n = t 。 (3
.

6 )

t满足C a u 。h y (力) 平衡方程 (为叙述简单计
,

设无体力) :

t
·

甘= 0
·

(3
.

7 )
及力矩平衡条件

:

t ~ t 井 (3
.

8 )

即 t是对称张量
。

平衡方程(3
.

7) 是 E ul e r型的
。

为了得到L ag
r

an g e
型平衡方程

,

人们引进了

Pio la应力张量下和K ir c h h of f应力张量 T
:

丁
·

N = F
·

(T
·

N )= J n t。 = T N (3
.

9 )

其物理意义是
: T作用于参考构型牙上面积元的单位法向量 N 给出相对应的以 n 为法向但面

积为a 。

的面积元上的接触力T N (汀
,

是面积元变形后和变形前的面积比 )
,

而T 作用于 N后还
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要经过变形梯度的作用才给出上述接触力
。

这三个应力张量的相互关系是
:

r ~ J t
·

一 1

T 一F
。

示协一F
.

一 1

J F
.

(3
.

1 0 )

t 一 jF
·

T
·

「关 一 ]’r

一 l

F 升

.

F釜

其中(一 1 )表示逆
,

j是体积元变形前后的容积比
,

而J 一 1/ j
。

Pio la 张量 T

(力) 平衡方程
:

(3
.

1 1 )

(3
.

1 2 )

满足 B o u s s in e s q

r
·

甘一 0 (3
.

1 3 )

K ir c h h o ff张量 T满足K ir e h h o ff (力) 平衡方程
:

(F
·

T )
·

V = 0 (3
.

1 4 )

从(3
.

1 2) 可看到
,

当T是对称张量时
,

力矩平衡条件 自然满足
,

而对 T的力矩平衡条件是

丁
·

F关 = F
·

T釜 (3
.

1 5 )

今后认为
, t 和 下都是对称张量

。

此外
,

下节将论及
,

从功的角度还引进 了对余能原理起重

要作用
·

的 Ja u m a n n 应力张量 S
:

·

U + U
·

T ) (3
.

16 )

将
一 ! 一 1 一 l

T 一 F
·

丁一 U
·

R 共
·

公一 T 苦
·

R
·

U

代入上式
,

又得 Jau m a n n 张量的另一表达式

s一

音
(T ,

·

R 十 R 二
·

T )

四
、

共 辘 变 量 和 L eg e n d re 变 换

(3
.

1 7 )

物体弹性的数学叙述为应力应变的一一对应
。

超弹性材料具有贮能函数 刃 (每单位参考

构型体积)
,

它可以是任意应变度量
,

如 E
,

U 等
,

的 函数
,

也可以通过应变度量作为变形

梯度 F 的复合函数
。

为使公式简短
,

今后常用( )代替创 )
。

在任意虚位移
。二加 中

,

贮能

函数的增量
,

即物体单位未变形体积吸收的虚功是

乞
一 J t : (‘亏) (4

.

, )

依次将 (3
.

1 2 )
2 , :

式代入
,

又有

乙 (:
·

。, z : (u 奋) 一
: :

〔(舀奋)
·

。卜
: : r( 舀备)

·
’

(x ; )卜
T : (云, )

= 了 声[ (x + u )甲 一 x 甘〕= 公 : F

E 一(「
.

T ) :

户一 : : (。,
.

护)一 :
:

一

妻
一

。(F ‘
.

F )一 ; :

亡
—

乙

(4
.

2 )

(4
.

3 )

上式还可以写成
含
‘

:

亡
,

但这并不带来新内容
。

将分析力学广义坐标和广义力的概念推广至

变形体力学
,

我们可以把任意应变度量看作广义坐标
,

而从刃的表达式得出对 应 的 广 义应

力 【20
, 2 1〕

。

取下面要用到的伸长张量 U
,

将 (3
.

5) 和 (3
.

4) 式代入上式
,

得

启
, 1

,
二 ‘

⋯
、

, . 、

1
,

,
, .

⋯
,

、 .
、 。 ;

.

‘ 一 ”万气U
‘

u 十 u
’

U 夕= 丁仁” U 十 u ” ) ‘U 一 。 : u 气“
·

“ ,
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S就是上节所提及的Jau m a n n应力张量
。

在上面虚功的四个表达式中
,

唯有 E和 U 是应变度量的增量
。

因此就本文所提及的应力

张量
,

只有 T和 S才满足广义应力定义的要求
。

分别将 E和 U 作为茗的变量
,

从 (4
.

3 ,

4) 两式

我们有

,
,

,
、

d 刃
. 又匕 少一

一 ~ 于万, 一

“二
(4

.

5 )

。 ,
二

、

d 刃
) LU ) 一

- 一五了一
以 U

(4
.

6 )

应力应变关系的一一对应导致丁(E )和 S(U )是整体可逆的
。

这种成对的变量我们称为共辘应

力应变变量〔2 1〕
,

并记作 (丁
,

E )和 (S
,

U )
。

对每一对共扼变量
,

可以通过 L e g e n d r e变换定

义相应的徐能
:

刃 C (T )一 T : E (T )一 刃仁E (T )] (4
.

7 )

万
c

(S )一 S : U (S )一 万 〔U (S ) ] (4
.

8 )

并且有

E (T )一
d 刃 C

d T
‘ (4

.

9 )

二
, 。 、

d 刃 c

U L》 ) -
一- j 万一一

“ J
(4

.

1 0 )

由千

S : U = (T
·

U ) : U 一 T : U
Z
。

我们有

刃 C 一 刃 C 十 T : E 十 t r 下

我们约定分别称 刃
c 和 刃 C

为第一
、

二余能
。

将万看作 F的复合函数
,

(4
.

2) 式给出

Z T : E + t r T

(4
.

1 1 )

下面将看到
,

变 换 (4
.

7 )引导到 R e is s n e r
原理

。

艺 (F ) =
d 刃
d F

(4
.

1 2 )

变形梯度 F既包含应变
,

也包含转动
,

所对应 的Pio la 张量 公并不满足广义应力定义 的要求
,

但由于 (4
.

2) 式的形式
,

在一定程度上也可称 (艺
,

F)为共扼变量〔2 1 )
。

F的 转动部分对刃没

有贡献
。

从

丁 : F = 丁 : (R
·

U + R
·

U )= (公肠
,

R ) : U + 公 : (R
·

R 签 ·

F )

1
, _ 二 。 。 二 _ 、 _ .

石
. , _ 。 二 、 _ , 。 。 二 、

(4
.

1 3 )
~ 今( 不务

·

R + R 关
·

r ) : U + (艺
·

F釜 ) : (R
·

R 补 )
2

、 -

= S : U + J t : (R
·

R 签 )

可以看到这一点
。

式中两项分别与纯应变增量和转动增量有关
。

由于 R
·

R
玲

为反对 称
, t为

对称
,

后一项等于零
。

和 (4
.

4) 式比较
,

这点也是显然的
。

「唯一确定应变和应力状态
,

但一

个应力状态可以在不同的转动状态下对应 同一个应变状态
,

在可逆的 情 况 下
,

《「)的逆 的

多值性是可以理解的
。

当《F )可逆时
,

根据

S : U 一 (艺釜
·

R ) : U 一艺 : (R
·

U )二艺 : F (4
.

1 4 )
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变换 (4
.

8 )可写为

乙
“(: )二 : : 厂(: ) 一习 [ F(: )」 (4

.

1 5 )

并且有

F(公)二
d 万 c

(4
.

1 6 )

应注意的是
,

类似于兄 (F )
“(幻只能通过与转动无关的应力度量如 : ,

·

: 作为 : 的 复合

r
产一,.d

、勺

函数
,

有的作者称这为标架无差异性仁1 6 」
。

变换 (4
.

1 5 )引导到L e ‘ns o n
原理

。

当 : (「)不可逆时
,

根据 (3
.

1了)式和 S (U )的可逆性
,

变换 (4
.

8) 的右端依赖于同时看作为

独立变量的 r和 R
。

这时第二余能可写成

兄
“厂s(:

,

R )卜
: : [ R

·

u (s)卜 乙 [ u (s)] (4
.

1 ; )

它将引导到F r a e ijs d e V e u b e k e
原理

。

五
、

虚 功 原 理

虚功原理是本文推导各变分原理的出发点
。

设物体男在构型牙占有区域犷
,

边界为 A
。

在边界的A
。

部分给定位移
: 。

}A
。

一 u ; 在 边

界的余下部分刀
,

给定每单位面积的面力
:

T N I通
,

~ T N
,

其中N是构型究边界单位外法向量
。

显然
,

面力总是作用在构型谁的边界面上
。

我们只考虑
,

不管构型砂口何
,

外力总取上述给定

值的情形
,

称为死载荷
。

若问题的解存在
,

并且是位移场u 和 Pi ol a
应力场丁 ,

就分别称之为该问题的真实位移和

真实应力
。 “

真实
”

二字是相对下面两个概念而言的
:

*

( 1 ) 可能位移场 “:

在犷足够光滑
; 在A

“

满足几何边条件

A
“

一 U (5
.

1 )

( 2 ) 可能应力场丁 :

在厂满足力平衡方程
*

V = 0 (5
.

2 )

在A
,

满足力边条件

:
·

N }才
,

二T N

*

(5
.

3 )

对任取的
,

互不相关的可能位移场 u 和 可能应力场 r ,

下列积分关系式成立
:

厂 * 卫
, .

*

‘
·

“d A 十
J
“

·

T ““A 一少
“

·

万
·

“d A

A A
t

。曰曰
�

l
通

艺 )
·

V d 犷一
*

*

( u甘) d 犷
( 5

.

4 )
公予

月

l
‘犷

‘

‘
、

户

I
J犷

一一

这里用到了条件( 5
.

1一 3 )
。

关 系式 ( 5
.

4 )首先由 V o r o b y e v
给出

,

N o v o z h i lo v
在专著〔2 2〕作

了转述
。

若记 u 一 u 十 u ,

并代入 ( 6
.

4) 式
,

得
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{‘
·

卜 N、、、
{(叶 “)

·

f N 、, 一
{

: : 。u , + u , 。d 厂

(5
.

5 )

(6
.

4) 式对真实位移
u 亦成立

:

厂
·

犷 “““十

注

T 入JA 一 (u V )d 犷
(5

.

6 )
:万*f

J犷

U

产
lse

JA t

从(5
.

5) 式减去叮5 6) 式
,

并取真实应力
,

得虚位移原理
:

T N d A 一 : ( u甘)d 厂
(5

.

7 )
了

产

l
‘犷.

U
八

!
�A t

又若 记
r 一 丁 + 丁

,

并代入 (5
.

4) 式
,

得

厂
·

旧 仆
N dA

十

丁尔礼。
一

丁
( : *

汗
‘
知二 ( 5

.

8 )

(5
.

4) 式对真实应力 :
亦成立

:

二 N dA
十

丁乙枷
“ 一

丁
: : (知扩 ( 5

.

9 )

oUfl
‘月 .

上两式相减
,

并取真实位移
,

又得虚应力原理
:

:
·

“ d “一

丁
: : (。 , ) d 厂

( 5
,

1 0 )

o
U

办

!
JA “

虚位移原理是推导总势能驻值原理的基础
,

而虚应力原理则是推导各种余能原理的基础
。

我

们约定泛称同源于 ( 5
.

4 )式的虚位移和虚应力原理为虚功原理
。

六
、

古 典 变 分 原 理

将 ( 4
.

2) 式代入虚位移原理 ( 5
.

了)
,

得

丁N d A 一 ( 6
.

1 )U

r

J
A t

厂d乙
八

!
犷

鉴于 下N是死载荷
,

我们有

“又丁乙
d 。

( 6
.

2 )

、
1
.

J

Ad冈

。

T
U

f
..,刁 ,

我们称定义在可能
.

位移场函数类的泛函

U

内

!
JA !

n ( 。) 一

丁乙
( F ) d 厂 -

·

T N d A
( 6

.

3 )

为系统总势能
。

( 6
.

2 )式的意 义 是
,

真实位移场 “使系统总势能 n 取驻值
。

下面证明
,

使泛

函 n ( 。 )取驻值的可能位移场
。根据本构关系 ( 4

.

1 2) 所对应的应力 场 : 是 满足力矩平衡条件

的可能应力场
。

利用
·

乙
d 刃

d F
: F = r : ( u甘)二 ( u T )

·

甘一 u
·

( r
·

甘) ( 6
.

4 )
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得 n (。)的变分

n
一

丁
仁(‘

·

仆 , 一

6.(
卜 , ,
、

。

�U
广..JA .

一

丁6.( 二 “一

加
““ -

(艺
·

甘) d 犷 ( 6
.

5 )

.

U

!
曰y

这里用 到 u !才
“

一 。
。

艺

由 n 一 D 及 “
在厂及A

,

公
。

N -

由于刃 ( F )是F的复合函数

d 刃

0

T N

(通过应变度量 )

的任意性
,

得

在厂 ( 6
.

6 )

在A
, ( 6

.

7 )

。

今取该应变度量为C 一F 势
·

F 则有

艺一刁下
一
~ 2F

d 万
d C

( 6
.

8 )

注意到
d 刃

d F
的对称性

,

也有

苦F
刃Cd

.

d
‘勺

一一
苦

r

从而又得

一F
.

艺釜 在V
*F

公

于是
,

该应力场 艺是真实应力场
,

因为它既对应于可能位移场
。 ,

泛函 ( 6 3 )相联系的变分原理称为系统总势能驻值原理
。

( 6
.

9 )

又满足条件 (6
,

6
,

了
,

9)
。

与

最后
,

对于真实位移场和真实应力场
,

利用散度定理
,

(6
.

3 )式可 改写为

n 一

丁冲
厂 一

iu. 卜 “ dA 十

丁认
·

“ dA 一

I〔乙
一 : : ( · ,

)] dA 十

丁小
:

·

Nd “

A o y A 。

考虑到

r : ( u 甲) 一 ( F
·

T ) : ( u穿) 一 ( u V ) : T + [ ( 甲u )
·

( u V )〕: T

; 仁
u , + , 。 + ( , 。 ,

·

( 。, ) : : T +

; 〔
( , u )

·

( 。, , “: T

尸
_

,
.

1
。 , .

_

、 ,
_

. 、 、 _

,

~ 匕 : I 十下
一

L又y u )
.

( u V , J ; .

‘

系统总势能在真实状态的值可用真实位移和真实应力表达为

AdT NF.
0�U

!
.注“

+厂d
飞
了.J

Tn
‘

( 。
,

T卜J{乙
( E , 一 T : E 一;

仁( , u ,
·

‘“ , , 」

( 6
.

1 0 )

n
‘

的意义见下文
。

现在我们从虚应力原理 ( 5
.

1 0) 推导系统总余能驻值原理
,

即 R ei , , n er 原理
。

利用 ( 4
.

7)

式所定义的第一余能万 c( T )
,

( 4
.

9) 式及 ( 3
.

幼式
,

得

艺 : ( u甘) 一占( F
·

T ) : ( u 甘) 一 ( F
·

T ) : ( u V ) + ( F
·

T ) : ( u 7 )

~ 〔(甘 u )
·

F〕: T + [ ( V u )
·

F〕: T 一 〔( V u )
·

( u甘)」: T + 〔甲u + (甲u )
·

( u V )〕: T
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;
d : (, 。)

·

(。。)J: T +
一

孟
一

〔u , + , 叶 2 (, u ,
·

u V )」: T

_

今
.

1
。 , 。 , ~ 、 , 一

、 二
甲

、 。

f一
二

.

1
二 ,

_

‘ ’ 十 牙
口左 LLv “夕

’

L“ v 少习: ’ 少一 。

飞公
L

十
一

2
一

LLv u ,
‘
〔。, ) : : 丁

} (6
.

1 1 )

将之代入 (5
.

1 0) 式
,

得

占

{丁}了
十

一

;
((, u )

.

(u , )) : 丁 :、二 一

f舀
.

:
.

:
.

N、、
一

)一
。

J 」 火0
.

1 ‘ j

这里同时出现位移场 u 和应力场T
。

我们称定义在可能位移场 (由于在 A
。

的面积分里已出现

位移的给定边界值
,

可能位移的条件可削弱为不必满足将来以 自然边条件出现的 (5
.

1) 式 )和

可能应力场函数类的泛函

n
C

(T
, ·

卜丁{
二 · (T ) +

含
〔(, u )

·

(u , )〕: T

}
d 犷一

丁乙
·

F
·

T
·

N d A (6
.

1 3 )

为系统总余能
。

(6
.

12 )式的含义是
:

真实应 力场 T 和真实位移场
u 使系统总余能取驻值

。

下

面证明
,

使泛函 n
“(T

, u )取驻值的可能应力场 T和可能位移场 u是互相对应 的
,

并且
。
满足

边条件(5
.

1 )
,

因而是问题的解
。

变量T 在矿内受力平衡方程的约束
,

证 明时需先解除约束
。

我们将应力边条件也引进泛函
,

使丁成为完全的自由变量
。

引进 L a g r a n g e
乘子 n 和 互 (分另lJ

是定义在厂和月
,

的向量场 )
,

得无约束条件的泛函
:

六
e 一 {才二

c

(T ) + 李〔(, 。)
.

(。 , ) : : , + 。
.

r(。
.

: )
.

, : )、二
‘ ~ J L 乙 J

。

F
·

T
·

N d A 十
·

(T N 一 F
·

T
·

N ) d A (6
.

14 )
亡�

舟

!
护A t0U

月

!
.刁 翻

一

其中T
, 。,

n 和亏是独立的自由变量
。

首先暂且令T
,

n 和仁保持不变地求n
c 的变分 :

王〔(甘u )
·

( u 甘)〕: T + n
·

〔( F
·

T )
·

甘」}d 厂
�

l
犷

一一

*

flc
。
d

一

丁舀
·

护
·

T
’

Nd “ - ·

F
·

T
·

N d AC�

尸

!
砂刁 ,

一

丁
「(一。, , : :

‘d 厂 +

丁
( 。一舀)

·

‘
·

“ d “ +

丁
( 。一 ; 、

·

艺
·

N了理 ( 6
.

1 5 )

这里 去~ 护
·

T是仅由于 石而引起的 Pi o l。张量场 : 的变化
,

就给出 L a盯 a n
犷 乘子 n 和七的意义

:

( u 一 n ) 甘~ 0 在犷

它完全是自由的
。

由此
,

Jn
“ ~ 0

( 6
.

16 )

n ~ u

互~ n

在A
二

在A
,

从( 6
.

1 6) 式可知
,

向量场n 和位移场 u 至多可差一个常向量场
。

根据 (6
.

步可知
,

在整个区域 厂 内 n 二 u 。

而由 ( 6
.

1 8) 式
,

在 A
,

上又有 互二
u

.

( 6
.

1 4 ) 式就得

( 6
.

1 7 )

( 6
.

1 8 )

1 7 ) 式 及连续性进一

将 n 和 仁的意义代回
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万 c( T ) 十 (V u )
·

(u甘, 」: T + u
·

、

〔(「
’

下“
’

, J了“夕
‘...J犷

一

�u

丁
"

仃

·

( F
·

T
·

N 一 T N ) d AU

内

lee
�月

·

F
.

T
·

N d 月
,“�曰

尸

l
‘

刀
�

这是一个具有两个自由变量丁 和 。的无约束泛函
。

现在用它来进行上面所提及的证 明
。

n
“ ( 下

,
“)改写为

1 9 )

先将

n
C ( T

,
U 。一

丁{
二

· ( T ) +
一

含
: ( , ·

卜 ( ·v )〕: T 一 ‘U、 ) : ( F
·

T ,

}
d 犷

(卜 6).
F

·

卜 Nd “十

丁二 了
.

dA ( 6
.

2 0 )

户
IJ

A .

十

它的变分是

d 刃 c

d 丁

: T +

; ￡
‘”u ,

·

( “, ,〕,
卞+ 〔( , “ ,

·

( u ? ) 〕: T 一 ( u V ) : ( F
·

T )
�

!
“犷

一一

*

flc

F
·

T
·

N d AU!
JA ‘

十d V一 ( u V ) : ( F
·

T ) 一 ( u甘) : ( F
·

T )

�

I
Jd

·

j (F
·

丁)
·

N d 月十
·

丁 人d A

oU

一
U!

研A ‘

十

汀刃
屯

d T
( u V + 甘u + (甘u J

·

( u 可 ) ) l: T + [ ( F
·

T ) V 〕
·

u

�

!
七!

、. .t

fJ
犷

�

十

丁
‘一 心,

·

乃〔F T ,
·

N““ 一

丁
·

〔F
·

丁
·

N 一 下N) d A ( 6
.

2 1 夕

于是得
、

J、少,
、.产*9自OJJ”民长U,曰9曰9自O白

.

⋯
八b八D八七no了、了.、了.、

‘了‘、

( F
·

T )
·

口= 0

F
O

T

U 一 U

d 刃 C

d 下

·

N 一 T N

1
。 _ _

,
.

,
_

. , . 、 , ~ 、 ,

=
一

万Lu y 十 y U 十 L y u 少
.

L u y 少J
‘

在 犷

在A ,

在A
.

在厂

( 6
.

2 5 )式说明
,

使直
c ( T

, 。 ) (亦即使 n
“ ( T

,

U )) 取驻值的下通过本构关系(4
·

9 )与使n
“

取驻值的 u 相对应
。

这就是所需证明的
。

利用 ( 4
.

7 )式
,

比较 ( 6
.

10 )和 ( 6
.

1 3 )两式
,

我们有n
c 二一 n

‘ 。

应力
,

系统总势能和系统总余能间存在互补关系

n 十 n
“二 。

即 对于真实位移和真实

( 6
.

2 6 )

这里
“

二
’,

表示仅在真实状态才成立的等式
。

应注意的是
,

n ( 。 )和 fl
“ ( T

, u ) 是两 个不 同

的泛函
,

( 6
.

2 6 )式只说明它们在驻点的值相同而 已
。

这样
,

我们从虚功原理出发
,

统一地推导并充分论证了非线性弹性的两个 古 典 变 分原

理
,

还指出了它们间的相互关系
。



非线性弹性理论变分原理的统一理
L
仑

七
、

广 义 变 分 原 理

两个古典变分原理都是有条件的变分原理
,

在应用上有时未必方便
。

后来发展了广义变

分的思想
。

这思想起初是通过猜测
,

后来是通 过 L ag
r a
ng

e
乘子实现的

。

在这方面我国学者

做过相当的工作 厂2 3
,

24 〕
。

L a g r a n g e 乘 子将附加条件合并到原始泛函 而得到无约束泛函
。

其实
,

在证明R e is s
ne

r原理时
,

我们已经这样做了
。

可以说
,

广义变分的思想就是
:

把证明

带约束的变分问题时
,

在弄清用以解除约束的 L a g r a n g e
乘子的物理意义后所得的无约束泛

函
,

作为原始问题的泛函而加以应用
。

现从总势能泛函推导广义变分泛函
。

总势能驻值原理的独立变量 是 u ,

但 n 所包含的贮

能函数万实际上是通过应变度量
,

如( 3
.

5) 式的 E
,

依赖于 u 的
。

我们引入待定的L ag r a
ng

e乘

子 q (定义在犷的对称张量场) 和仁 (定义在且
。

的向量场 )
,

将条件 (3
.

5 )和约束位移的边条

件 (6
.

1) 合并到总势能(6
.

3)
,

得

五
一

!
’

乙 (E )d 犷 +

丁{号
一

〔。 , + v ·+ ‘, 。 )
·

(U , , 卜 E

}
: “d 犷

·

礼 dA
+

丁
‘舀一

。)
·

ldA (7
.

1 )

这里的独立变量是E
, u ,

*

0 和仁
。

暂且令 。 和 七保持不变地求 n

l
�月 ,

一

巧
直
一

丁
、( T 一 q ) : E + ( 。, , : “ + ( · , ,

: 〔( · , ,
·

的变分
。

利用 ( 4
.

3) 式
,

得

。」}d 厂

一

J“
·

‘
N d “ 一

丁
“

·

“d “

利用散度定理
,

又得

J
、( “, ) : 。 + ( “, ) : 〔( · , )

·

。 : } d 厂 一

丁
‘“, , : ( F

·

“ , d 犷

犷 L

一
币

。
·

;
·

。
·

N d A 一

丁
“

·

〔( F
·

。。
·

。: d 厂

月 犷

将之代入 ( 7
.

2) 式
,

*

dn
-

有

丁
、( T 一 a ) :

“一 〔( F
·

。 )
·

, :
·

“; d 犷

V

( F
·

仃
·

N 一 T N )
·

u d A F
·

a
·

N 一七)
· u d A

( 7
.

2 )

( 7
.

3 )

( 7
.

4 )

( 7
.

5 )

万了、

r

!
�月

十

户

I
JA r

十

*

由占n -
,

从体积分的第一项及最后一个面积分
,

q = T

互一 F
·

T
·

N

得 L a g r a n g e
乘子的物理意义

:

在犷

在且
二

代回 ( 了
.

1 )式
,

就得

共
, .

,
、

f「二
,

,
、

厂。 1
,

⋯
, 。
⋯

, , 二 、 , 二 。 、

门
.

祠 , ,

n ( u ,

T ) 一 } {习 ( E ) 一 } E 一会 ( u甘+ V u + ( 甘u )
·

( u甘) ) 卜 T }d 厂
几 JL

’ 一

J L一
’

L Z

”
J 」

丫
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礼 dA
一

J
(卜 d).

「
·

:
·

Nd “
·

A

(7
.

6 )U

�

!
‘A

尽管 E也在泛函里出现
,

*

和 T 的无约束泛函 n ( u ,

但它是通过本构关系 ( 4
.

5) 依赖于 T 的
。

可以称具有两个 自由变量
u

下) 为系统广义总势能
。

E不是独立变量这一点也可以从 ( 了
.

6 )式的
*

变分看出
,

由于 ( 4
.

3) 式而E不 出现
。

n ( u
,

T )的变分是

。诗 一 f丁「王(
。。十 , “ + ( , 。)

.

( 。; ) ) 一 。了
:
示一 〔(。

.

丁)
.

, :
.

公}、二
禹小 J LL 乙 」 j

F
·

下
·

N 一 丁N )
·

u d A ( u 一 u )
·

占( F
·

T )
·

N d A ( 7
.

7 )

月

l
�月“

十

丹

!
刁 t

+

由此可知
,

使泛函 n (u
,

下) 取驻值的 u ,

T 以及E (通过 下一
d刃
d E
对应于 丁) 满足条件

:

左且犷犷在在在在U = U

F
.

丁
·

( F
·

T )

N 一 T N

·

甘一 0

尸 1
。 _ _

.
,

一
_ . , ,

_
_ 、 , _

一 、 ,

匕 = 万 L“ v 十 v “十 Lv “ )
‘

气
、

“v ) J

( 7
.

8 )

( 7
.

9 )

( 7
.

1 0 )

( 7
.

1 1 )

( 7
.

1 1) 式表明
,

T通过本构关系 ( 4
.

5) 和 。相对应 ; ( 7
.

8一 1 0) 式则表明
,

这两相对应的 。 和下
*

同时是可能位移场和可能应力场
,

因而是问题的解
。

泛函为 11 (。
,

丁) 的无约束条件的变分原

理称为广义总势 能驻值原理
。

利用下述结果

音
〔。, + , 。 + ( , 。 )

·

(。 , ) : : T 一 ( 。, ) : ( F
·

T ) 一

;
一

: ( , 。 )
·

( u , ) : : T

尸 甲
、 .

_ _ , ,
, ,

、 一 。

1
。 , 一 、 , _ 、 。

,

~ 又u
’

r
.

1 少
.

V 一 u .

L L r
.

1 )
.

V 」一下
一

Lt y u )
.

L u V ) 」: l

‘
( 7

.

1 2 )

散度定理和 ( 4
.

7) 式
,

并改变符号
,

广义总势能 ( 了
.

6) 又可化成另一种等价形式
:

n
·(“

,

T ) 一

J{乙
· ( T ) +

一

参
〔( , U )

·

( 。 , )〕: T + 二 〔(F
·

T ,
·

, 」
l
d 厂

(F
·

‘
·

“一
彻 dA 一

丁示
F

·

‘
·

Nd “
( 7

.

1 3 )U
r..J月 t

一

这正是证明R ei s s n er 原理时出现的无约束泛函 ( 6
.

1 9 )
。

假如类似地称泛函 ( 6
.

1 9) 为系统广义

总余能
,

并相应地有广义总余能驻值原理
,

则广义总势能和广义总余能间也存在互补关系
* *

刀 + H C = 0 ( 7
.

1 4 )

(7
.

1 2 ) 式对任意无关的 u 和 T 成立
,

从而互补关系 (7
.

14 ) 也对任 意
u 和 T 成立 (不同于

( 6
.

26 )式 )
,

故广义总势能原理和广义总余能原理实质上是同一泛函 (差一符号) 的驻值原

理
,

因此可统称为广义变分原理
。

八
、

L e v in so n 原理

在 r ( F ) 可逆的条件下
,

采用变换 ( 4
.

15 )定义的第二余能
,

得

~ C

刃 = F : 万~ 不 : ( u甘) + t r 不 ( 8
.

1 )
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代入虚应力原理(5
.

1 。)
,

我们有

“

小 云
·(, , 一 , · , 〕

犷

对于定义在可能应力场函数类的泛函
:

·

艺
·

N d 月 } 一 0
(8

.

2 )

舟

I
J

武
一犷d

“亨(; ) 一

丁
: 云

·(: )一 , · : 〕d 犷一

丁‘
二

犷 A
。

·

N d A (8
.

3 )

(8
.

2) 式的意义是
,

真实应力 场 艺 使万F (幻 取 驻值
。

下面证明
,

使刀F 取驻值的可能应力

场 T 满足力矩平衡条件
,

且有满足边条件的位移场 u 与之相对应
。

由于 艺c( 幻 是 T 的 标架

无差异的复合函数 (通 过K 一丁气幼
,

故

d 万
C

d 艺
2 公

d 刃 c

d K
(8

.

4 )

考虑到
d 刃

‘

d K
的对称性

,

即得力矩平衡条件

丁
·

F苦 = F
.

艺釜

只有当 (8
.

4) 式的 F满足条件

F X 甘= 0

才有可能从

在犷 (8
.

5 )

在 犷 (8
.

6 )

。 (X ) 一

丁
(F 一 ; ) ·

d X + u (X
。

) (8
.

7 )
x o

求得位移场
。

为了证明
,

我们这次不用

(3
.

1 3 )的应力张量函数巾
:

艺一中 X 甘

L a g r a n g e 乘子解除约束而引进 自然满足力平衡方程

(8
.

8 )

以代替受约束的变量 艺
。

这样
,

打甲的变分是

穴
一

丁
(「一 ‘) : (‘、 , ) 邵

一

丁乙‘
·

“dA
犷 月

。

(8
,

9 )

利用恒等式

(F 一 I) : (中 又 V )一 (F x 甘)
:
巾 + t r {〔(F 餐 一 I)

·

中」x 甘} (8
.

1 0 )

及散度定理

丁
t r 仁(F二 , , X , 〕“厂 -

犷

(中 x N ) d A (8
.

1 1 )F

内

爪丫A

(8
.

9 ) 式成为

n了一丁
(F 义 , ,

:

布“犷 +

手
(F 一 ,、: (‘ X N ) d A 一

丁乙
·

‘
·

N d A (8
·

‘2 ,

A J
。

从体积分项得可积条件 (8
.

6)
。

因此
,

可积分 (8
.

7) 式而得向量场
。(X )

。

当 这向量场满足

几何边条件时
,

就成为对应 的位移场
。

将 U (X ) 代 入 上 式 的第一个面积分
,

它的被积函数
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化为

(F 一 I)
:

(中 义 N )一 (u V )
:
( 巾又 N )一 u

·

(巾 火 甘)
·

N 一 〔(u
·

巾 ) 又 ? 」
·

N (8
.

1 3 )

根据St o k e s
定理

,

任何向量场的旋度在闭曲面上的通量等于零
,

于是 (8
.

1 2 )式的两个面积分

变为

手
。

·

(‘ 又 , )
·

“ d “一

I乙
·

‘
·

“d“一

丁
(一乙)

·

‘
·

“ d “

A 月
.

A
.

(8
.

1 4 )

于是得
u
!才

。

= u

这里用到引A
,

一 。
。

于是
,

Le v in , 。 n 原理 得到全部 证 明 (恒等式 (8
.

(8
.

1 1) 都不难用分量形式证明)
。

同样可以用L a g r a n g e
乘子将可能应力场的约束条件合并到泛函 (8

.

最终得无约束泛函
:

(8
.

15 )

1 0
,

1 3 ) 及 散 度定理

3)
,

略去中间过程
,

*
_ 产

fl 了(
艺

, “
, 一 } 「

犷

一

丁乙
A

.

乙
c (: )一 tr : + u

·

(:
·

, )〕d 犷

·

:
·

“ ““ 一

丁
小沁 “一札 )dA

A
t

(8
.

1 6 )

它的变分是

* 户

“11 了(丁
, u

, 一 }
厂

〔(F 一 I一 u甘) : 艺+ (r
·

V )
·

u 了d 厂

十

丁
(一舀)

·

‘
·

“d “ 一

丁
A

。
月

,

(卜 N 一 T 柑 ) d A (8
.

1 7 )

占n 丁一 ”给出

、

l
,

!
了

·

V 一 O

u 甘 ~ F 一 I

在 犷

在 V

在A
,

在A
。

(8
.

1 8 )

柑

0
1.

一一
。UN一一卜u

(8
.

18) 各式加上力矩平衡条件 (8
.

5) 及可积条件 (8
.

6) 说明
, : 和 U

就是真实应力场和真实

位移场
。

可以称与泛函 (8
.

16 ) 相联系的变分原理为广义 Le vi ns on 原理
。

对于真实状态
,

下列等式成立

二二 ,

_
。

.

1
, , . 、 , . 、 ,

,

乙一
t r 不 ~ 乙

一 十丁 LLv “少
’

L “v 月 ” (8
.

1 9 )

故亦存在两个互补关系
:

n 十 n 万匀
,

* *

n 十 n 二二 (8 2 0 )
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九
、

F r a e ijs d e V e u b e k e 原 理

当 艺(F)不可逆时
,

L e v in s o n
原理失效

。

采用 (4
.

1 7 ) 式的第二余能

乙
“ 〔s(:

,

R )卜
: :

[ R
·

U (S )了一 乙 〔U (s )] (9
.

1 )

虚应力原理就引导到基于极分解的F r ae ijs d
e

V e
曲

e k e
原理

·

将仍然成立的(8
.

1) 式代入虚

应力原理 (6
.

1 0 )
,

我们就有

。

{丁[云
c (s卜

t r ·

]
d 厂 一

户⋯
N d A

}
一 0

V A
.

(9
.

2 )

对于以 P iol a
应力张量 艺 和转动张量 R 作为独立变量的泛函

:

n :
(·

,

R )一

丁{云
c : s (一 R )卜

‘一 }
d 厂 一

丁乙⋯
N d A (g

·

3 )

犷 A
.

(g
.

2) 式的意义是
:

真实应力场 : 和真实转动场 R 使泛函 n
‘ 取驻值

。

逆命 题 也是 对 的
:

使

n 份取驻值的可能应力场
: 和转动场R 满足力矩平衡条件

,

且有唯一的
,

满足几何边 条件的

位移场 u 与之对应
,

因而是问题的解
。

注意
,

这里力矩平衡条件已不能 像 L e vi ns o n 原 理 那

样由乙
c 函数本身的形式所保证

。

所谓对应 的位移场
,

就是指从下述步 骤 求 出 的 向 量 场

u: 从 : 和 R 出发
,

根据 (3
.

17 )式及 s( U ) 的 可逆性算出 R
·

U
,

然后根据 (3
.

2
,

3) 积分得

。(X , 一

丁;
。(R

·

。一 , ,
·

d X + 乙(X
。
,

(9
.

4 )

可积条件是 (R
.

u) 四 一 。 在 犷

利用(4
.

1 0 )和(3
.

1 7) 式
,

考虑到伸长张量U 的对称性
,

泛函n 盲变分的体积分被积函数是

〔9
.

5 )

并引入应 勺张量函数中如(8 8) 式
,

则

d 万 C

d S

: S 一 t r 丁 ~ U : ( 不劳
·

R + 艺苦
·

R ) 一 t r 不 一 丁 :
(R

·

U 一 I) + 艺 : ( R
·

U )

, , . , , 、 ,

孟
‘

~ 、 .

1
, _ 二 。 二 。 . : _ ‘ 、 _ ,

6 。二 、

~ 〔找
.

U 一 l ) : L甲 X V 夕卞 下
~

L不
.

0
.

八 ”

一 氏
.

0
.
不 ”

少
‘
戈 氏

.

八
”
少

‘
(9

.

6 夕

利用恒等式(8
.

1 0) 及散度定理 (8
.

1 1)
,

得n 叮的变分
:

n叮一 「{〔(R
.

u ) x ; 〕
:

币+
冬(;

·

u
·

R , 一 R
·

u
·

: * 夕 : ( R
·

R
,

) , d :
乙 J ‘

(R
·

U 一 ‘) : (每x N )d A 一

丁舀
·

任
·

N d A

(9
.

7 )
甲未
F月

+

从体积分项得可积条件 (9
.

5) 及力矩平衡条件

补 U
·

R 苦一 R
·

U
·

艺份 在 犷 ‘9 8)

只要用R
·

U代替 F
,

就可用完全类似于证 L e vi ns o n
原理的步骤求得满足几何边 条 件的位移

场u (X )
。

从而F ra e i)
, d e V e u b e k e原理得到全部证明

。



郭 仲 衡

类似地
,

相应的无约束泛函是

n乞(
:

,

R
, ·。一

丁{刃
C 〔s (了

,

R )〕一 z r 公+ u
·

(艺
·

甲)} d 犷

:
·

Nd “ 一

丁
。

·

( :
·

“一

fry) dA
(9

.

9 )

oU

l
�A

一

它的变分是

。
六

C 一

{[ (
R

.

u 一 , 一 。, ) :

云+
一

里
一

( :
.

U
.

R
二 一 R

.

U
.

: 二 ) : 。良
.

R , ) + ( :
.

, )
.

舀〕、:
一 一Z J ‘

犷

由

U
介

!
口月

( u 一 u )
·

了
·

N d A ( 了
·

N 一 T N ) d A ( 9
.

1 0 )!
J城

+

C ~

:
一 U 猫出

*下.且:丁1
六

户

!
,..1...产

了
·

V 一 0

t
·

U
·

R
劳 =

R
·

U
·

艺补

u甘~ R
·

U 一 I

u
.

N 二 T N

U 一 U

在犷

在厂

在厂

在A
,

在A
。

( 9
.

1 1 )

它们加上本构关系

u 一 u (s ) 一 u f喜( : ,
.

R + R ,
.

: ) 1
L 乙 J

( 9
.

1 2 )

及转动张量的正交性

R
·

R 苦 = I

构成了问题的全部关系式
。

V e u b e k e
原理

。

( 9
.

1 3 )

可以称与泛 函n 乞相 联 系 的 变 分 原 理 为 广 义 「r“ “i , , d e

类似地也可证明两个关系
:

n 十 n 盲与
* *

n 十n 乞一 。

十
、

关 系 图

这里给出统一从虚功原理推导出来的各变分原理的关系图
。

它使我们更能看清各原理间

的纵横内在联系
:

纵向是势能 原 理
、

余 能 原 理
、

L e vi ns o n
原 理 ( L

一

原理 ) 和 F r
ae ii s de

V e u b e k e
原理 ( F V

一

原理 ) 四条线
,

古典变分原理构成一闭回路
,

而 L
一

和 F V
一

原理则 各单

独成一开分支
;
各原理间又存在着横向的互补关系

。
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