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人们常说
,

研究数学 的主要目的之一是为物理学家和工程师们提供解决实 际 问 题 的工

具
。

从数学的发展史看来
,

事实很清楚
,

许多重大的数学发现是在了解自然规律的迫切要求

下应运而生的
,

许多数学方法是由主要对实际应用感兴趣的人创立的
。

然而
,

每个真正的数

学家都会感到
,

把数学研究局限于考察那些有直接应用的问题
,

对这位
“

科学的皇后
”

来说

未免有点不公道
,

事实上
,

这位
“

皇后
”

的虔诚的歌颂者对于把他们的女主人贬黔为她的比

较注重实际的
、

一时较为显赫的姐妹的
“

侍女
” ,

经常感到忿忿不平
。

这就不难理解为什么数学家和工程师持有争论不休的分歧意见了
。

两种职业 的代表人物

不止一次地表示了这种分歧意见
。

数学家对工程师说
:

我在坚实的基础上建造了一座大厦
-

—建立在明确的公设上的定理

体系
。

我深入分析 了逻辑思维过程
,

确定是否存在可以认为是正确的 (至少是可能正确的 )

论述
。

我所关心的是
,

由我 自己的思维确切定义的事物之间的 函数关系
,

以及使我得以探索

这种函数关系各个方面的方法
。

如果你们发现我所建立的概念
、

逻辑过程或方法能用于你们

的日常工作
,

那我自然感到欣慰
。

我得到的所有结果任凭你们处置
,

但是得让我按自己的方

式来追求自己的目标
。

工程师说
:

你们的老前辈
,

那些伟大的数学家
,

他们的意见同你们可不一样
。

难道欧拉

不是既致力于纯粹数学方面的发现
,

又从事工程装置的理论研究吗 ? 涡轮机
、

柱的屈 曲和打

桩的基本理论方面
,

都有着欧拉的贡献
。

数学分析的发展是同物理学的发展特别是力学的发

展分不开的
。

很难设想
,

要是没有为计算运动物体轨迹寻找数学工具的迫切要求
,

人们的头

脑中会孕育有关微分方程的概念
。

倘若我们假定运动由某些基本的力学关系或几 何 关 系 确

定
,

而这些关系在运动的每一瞬间都成立
,

就会自然而然地产生微分方程的概念
。

还有
,

变

分法也主要是为解决物理问题而创立的
,

有时解决这些问题本身就是 目的
,

有时是为了实际

应 用
。

十八世纪和十九世纪的前几十年也许是数学科学突飞猛进的黄金时代
,

那时
,

纯粹数

学与应用数学之间并没有明确的界限
。

大师们把逻辑思维和直观创造力结合起来
,

创立了一

系列方法和定理 ;
大功告成之后

,

进行抽象思维的数学家着手致力于弥补逻辑推理方面的某

些不足之处
,

把前一时期大师们的丰硕成果加以编纂
,

使之系统化
。

数学家
:

我觉得你低估了你所说的系统编纂工作的重要性
。

为了保证正确地应用微积分

学和微分方程理论
,

绝对有必要精确地定义我们所说
‘

的极限过程
,

给出象无穷小
、

无穷大这

样的术语的真实涵义
,

你说对不对呢 ? 你大概不能把伽利略称为抽象数学家或纯 粹 数 学 家

吧 ! 也许你还记得
,

正是伽利略指出了把柑等和不等的观念应 用于无穷量时必然会出现的矛

盾
。

他注意到
,

你可以说整数比其平方数的个数多
,

因为每个平方数都是整数
,

但整数不全
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是平方数
; 你也可以说

,

平方数和整数的个数相同
,

这同样也是合理的
,

因为每一个整数对

应着一个平方数
。

可公度性
、

可数性
、

连续统的逻辑分析
、

集合论以及近代的拓扑学
,

这些

观念的建立是人类思维发展的关键步骤
; 其中有许多是没有自觉地考虑物理应用而独立地构

想出来的
。

但是
,

即使从应用的角度看来
,

也有必要加固我们 自己的大厦的 墓 础
,

也 就 是

说
,

改善数学的逻辑结构
。

对级数收敛性条件 (即允许进行逐项微分和积分的条件 ) 不作精

确的分析
,

谁也不可能有把握正确无误地运用级数
。

在具有想象和直观天赋的人们完成主要

工作之后
,

再开始寻求新发现的牢固基础
,

这是一种不正确的倾向
。

达朗贝尔就已经要求把

微积分学建立在极限论的基础上了
; 按你的看法

,

柯西
,

勒让德和高斯无疑在富有创造性的

数学天才之列
,

他们为数学从直观到严格的过渡作出了卓有成效的贡献
。

十九世纪后半叶
,

数学继续朝着当时的数学家 (或许是乐观地) 认定 的完全合乎逻辑和绝对严格的伟大 目标向

前发展
。

然而
,

除了阐明基本原理之外
,

那个时期也为应用数学的发展开辟了新的道路
。

比

如说
,

你提到了微分方程
,

你们工程师从这一数学分支得益非浅
。

复变函数理论
、

微分方程

按奇性的分类以及对这些奇性的研究
,

都是在你所说的系统编纂时期内发展起来的
,

难道你

不认为这些正是建立微分方程这一数学分支的非常重要的步骤吗 ? 这些理论把通过试凑求解

微分方程的原始方式变成 了全面了解整个领域的系统的方法
。

工程师
:

我同意你的观点
,

尤其是关于复变函数论的观点
。

确实
,

保角变换是解决无数

物理问题的一种最有效
、

最优美的方法
。

我也同意你关于奇性分析具有根本重要性的看法
。

事实上
,

在非正则点附近
,

我们所 用的图解法和数值解法肯定会失效或不便于使用
,

从而必

须求助于解析方法
。

不过遗憾的是
,

你们数学家有点象对人体疾病比对人体正常功能规律更

感兴趣的医生
,

或者象关注人类思维病理失常而不去研究正常思维过程规律的心理学家
。

大

多数情况下
,

我们必须研究
“

性质良好的函数
” ,

希望有行之有效的方法相当准确地确定它

们在某些特定情形中的性质
。

数学家答道
:

难道你们不会应用我们提出的求解微分方程和积分方程的一般方法吗 ? 如

果它们的解由如你所说的
“

性质良好的函数
”

给出
,

那么我看不出还有什么了不得的困难
,

也不明白你们还要我们干些什么
。

平程师
:

你们的一般定理处理的多数是解的存在性和解法的收敛性
,

你可能记得亥维赛

说过的俏皮话
: “

按照数学家的意见
,

这个级数是发散的
; 因此

,

我们或许可以拿它来派点

用场
。 ”

你们劳师费功
、

绞尽脑汁来证明解的存在性
,

而我们从物理上看来
,

这一点却常是

一目了然的
。

你们很少花费精力来寻找和讨论实际有用的解
; 即使这样做了

,

多数也只是局

限于简单情形
,

比方说
,

讨论涉及几何形状简单的物体的问题
。

我来谈谈所谓特殊函数
。

我

承认
,

数学家们研究过很多种特殊函数
,

把它们的数值列成了表
,

对它们的级数展开式和定

积分表示式已经作了详尽研究
。

可惜
,

这种函数在工程中应用范围有限
。

物理学家在探索墓

本定律时可以选择几何形状简单的试件作实验研究
; 工程师却不得不直接处理形状复杂的结

构
,

他不能仅仅因为一种结构几何形状简单
,

应力分布可用特殊函数算出
,

就退而采用这种

结构
。

而且
,

大多数特殊函数仅适用于线性问题
。

过去
,

为了简单起见
,

物理学家和工程师

往往把他们的问题加以线性化
。

数学家喜欢这种简化
,

因为它使优美的数学方法大有用武之

地
。

遗憾的是
,

随着工程科学向前发展
,

人们需要得到较为精确的数据和进一步接近物理真

实性
,

这就迫使我们想方没法去解决许多非线性问题
。

数学家
:

嗯
,

很多现代数学家对于非线性问题极感兴趣
。

看来
,

你们迫切需要的是发展

适当的近似方法
。

不过
,

你对我们证明存在性的批评是不正确的
,

现代数学中许多存在性的
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证明远远超过了直观的范围
。

我也知道
.

你们工程师非常成功地使用了各种迭代方法
。

譬如

说
,

要证明一个边值问题解的存在性
,

我们也经常采用迭代法
,

换句话说
,

我 们 和 你 们一

样
,

确实也构造了一系列近似解
,

唯一的区另}l在于你们只是假定迭代过程可以产 生 唯 一 的

解
,

而我们证明了这一点
。

还有
,

在我看来
,

你们用于解弹性力学和结构力学问 题 的 所 谓

,’8 邑量法
” ,

与变分学中的直接方法密切相关
,

我指的是
,

不解欧拉
一

拉格朗日微分 方 程
,

直接构造有给定边值的极小化函数的方法
。

我觉得
,

在纯粹数学分析与应用数学之间毕竟存

在许多共同之处
。

工程师
:

我并不否认这一点
,

事实上
,

我一向认为
,

分析是应用数学 的支柱
。

不过
,

要

是你真正着手把分析应用到实际情形 中去
,

你就会看到
,

从掌握一种近似方法的一般概念到

成功地应用这种方法
,

还有很多工作要做
。

比方说
,

存在着可资利 用的时间和人力的问题
。

做某些类型工作时
,

我们可以用精巧的机械装置或电动装置
,

象微分分析仪或电动计算机沙
类

。

然而
,

在大多数场合下
,

我们必须不借助于这种手段进行计算
,

这时
,

光知道近似过程的

收敛性就不够了
,

我们还得确定用哪一种方法能在最短的时间内得到具有给定近似程度的解
,

必须对逐次近似所改进的准确度作出恰当的估计
,

所有这些实际问题要求我们进行艰苦的数

学研究
。

我认为
,

我们确实需要数学家的帮助
,

来改进我们的直观方法
,

或许不妨说
,

对我

们的直观方法加以评论和系统化
。

事实上
,

要把数学成功地应用于工程问题
,

需要数学家与

工程师的密切合作
。

在表面上截然不同的领域里找出作为它们基础的共 同的数学关系
,

这决

不是一件轻而易举的事
。

打算搞应用数学研究的数学家必须对所涉及的物理过程有相当透 i散

的了解
。

另一方面
,

为了适当地利用数学工具
,

工程师必须深入钻研数学分析的基本原理
,

并达到相当高的水平
。

把一堆机床杂乱无章地拼凑起来
,

成不了一个高效率的金工车间
。

我

们知道
,

在你们的数学宝库里有着非常管用的机床
,

摆在我们面前 的任务是要懂 得 如 何 调

整
、

使用它们
。

数学家
:

我觉得你的话有些道理
。

把你的譬喻 引伸一步
,

为了成批解决工程问题
,

你们

还需要某种机床设计师
—

真正的应用数学家
。

他们的原有经历可以是各种各样的
: 可以来

自纯粹数学界
、

物理学界或工程科学界
,

但他们的共同目标是为工程科学提供数学工具
。

中国科学院北京力学研究所 李家春 戴世强

译 自美国应用数学季刊 (Q u a r te r ly o f A p p lie d

M a tli e m a t ie s) 创刊号 2一6 页
,

(19 4 3 )


