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摘 要

本文利用 V oi gt 力学模型对粘弹性简支梁进行动力分析
,

得到了梁的自由振动与强迫振动的若干

解析解的表达式
.

并与 5
.

T im os h e n k 。 给出的弹性简支梁的相应的结论进行了比较
,

指出了弹性动

力分析的局限性
.

最后给出了二个数值例子
.

_ 日 ! 兰兰
.

、 廿 . 「刁

由于弹性理论中的应力一应变关系没有考虑时间效应
,

因此
,

处于高温
、

高压条件下工

作的结构物的动力分析
,

生物力学中所研究的某些软组织 (如关节腔等)
,

以 及 高聚物与复

合材料的静
、

动力分析等等领域的问题
,

就不能袭用经典的弹性体动力分析的理论
,

而必须

考虑时间效应
,

采用粘弹性或粘塑性理论才能反映真实的情况
.

国外对这一理论的研究颇为

活跃
,

国内则报导甚少〔1 〕一 f10 〕
.

本文 旨在
:

一对粘弹性简支梁的自由振动求解
,

得到了自振频率的一般表达 式
,

5
.

T i

m o s h e n k o
关于弹性简支梁的自振频率的公式〔1 1〕是本文导出的公式的特例

; 二 给出了强迫

振动的挠度表达式
,

在与文献【1 1」中有关公式对比后
,

指出了〔1月之公式的局限性
.

本文最

后的二个数值例子所给出的结论是令人满意的
.

二
、

固 有 振 动 的 解

M K
.

N e w m a n [ 12 ]采用 V oi gt 力学模型
,

推导了考虑转动惯量的粘弹性梁的运动方

程式
,

为
:

。 . , ,
一

、

a 4
川

_

/
_ 。

日2
\。

。

1
r ‘a 空(1 + 贬‘口 )万尹

勺

十、
1一

r ‘

石蔺刘刀
‘

切 = 下灭
~

J L劣 ’丁少

式中
, r 横截面的回转半径

,

p 材料的密度
,

刁 梁的横截面的面积
,

I惯 性 矩
,

(2
.

1)

川 = E / P
,

_
_

_ _
_ 卜

.

_
_ _ . _ _ _

.
‘

_
、

_
, . , r 、

d
_

, _ . *

_

(
, ~ 川乙

刀 粘性系数
,

也 弹性模量
,

f (-x
,

勺 寸扰刀
,

刀二 一雨一坷时同 的一阶导数
,

微分

本文在陕西省力学学会 1 980 年年会上宣读
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算子

在方程式 (2
‘

D 中
,

令 f (x
,

O 一。
,

即得到考虑转动惯量的粘弹性梁的自由振动方程式
,

为
:

。 . , _ ,

。
、

a 4 功
.

/
_ 。

日2
\ 。

。

r ‘a 艾t l 十 贬x
Lj )一三二万 十 1 1 一 r ‘ .

万二百 )刀
“

脚一 U

口 汤
一

\ V 汤 /

(2
.

2 )

用 F o u ri er 方法解上式
,

令

。 (x , t) 二 乙 X
‘

少)
·

T 。 (t)
为一 l

将上式代入方程式 (2
.

2)
,

分离变量后得
:

X 公(x ) 十 尸心 X 葺(二) 一对 X
、

(二)一 O

和

(2
.

3)

D
Z
T
‘

(t) + 2省孟D T
‘

(t)乙‘
“
T

。

(t) ~ o (2
.

4 )

式中

式中

“
2

~ 心心 r “ 2粼 = (: 粼

方程式 (2
.

4) 的解是

犷。(t) 一 。一省凌t (。
; 。o , 。‘r + c : , s。 a, ‘t)

(2
.

5 )

。‘: 一 : ‘:
一 : :

:
一 : ‘

:

(
, 一粤(: : ‘,

)
, 。 : 、

\ 4 /

c :

由初始条件确定
.

方程式 (2
.

3) 的解可用求特征根的方法得到
,

其特征方程为
:

a 4 + 之君r Z a Z

一几考= 0 (2
.

6 )

所以
, 特征根为 a Z

一

音
(一 “: 尸 士斌刀

r Z + 4几考)
.

引进符号
:

a : , :
= 明。, a s , ‘

~ 士n 、‘, , “斌= 1

则我们可以写出
:

斌
一

丁 / 厂
;

一
。 ,

盆
’

斌了 /
,

一
价‘~

一一下二一 飞 / 材 几‘ r
’

十 4 儿白 一 式‘r 一 刀‘~
一 二一 飞 l 材 几‘ r ’

十 4 人‘ 十 凡‘r -

乙 甲 艺 V

所以 X
。

(二)的表达式为
:

X
。

(劣) 二 d , e hm o x + d : s h m o x + d
: e o 、 犯。x + d ‘s , n n *二

式中d
, 、

d
: 、

d
s、

d
4

由边界条件确定
.

(2
.

7 )

由简支梁的边界条件
,

即二二 O
,

l处
, w ~

a 名切

日x 忿
O

,

将。 (x, t) 的表达式代入
,

很容易

地得到所需要的频率方程
:

k兀
s , n 打‘, . 0 ”“= 不厂 (介’ 1

,

2
‘

二) (2
.

8夕

由初始条件 w (x
,

0 )一功
。,

D 。 (x
, O ) 一 山。,

可得到
:
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: v 。5 in (。
、x )d x

5 in “

(n o x )d 劣

{;
(山

。 + “ ?
。

, S‘· (一, “X

。‘

{;
S ‘n

Z

(一, “X

O�矛n

�
.、、、J一
�
玉‘.、,‘

一一C

现在来考察频率 叫
.

将粼
,

2

氛 的值代入 叫 的表达式
,

得
:

/ 儿兀

叭 “ al r \ 丁-

1 、 , :

r粤
一

、
2

1
一

贵才
, 一 工。: 。 : ;

:

f卒、
‘

\ ‘ / J L 4
’ - 一

\ ‘ /

·

〔
1 + 一

(架)
’

]
一 ‘

}
一

, ‘2
·

, ,

上式是考虑转动惯量的粘弹性梁自由振动频率的一般表达式
.

式中第一项
· ; ·

(翎
’

是 不

/ ‘, 、盆 r , ; , 、2 , 一

香
考虑转动惯量的弹性梁的自由振动频率

·

前二项之 积 。二一 “』

叹二云) L
l 十 r Z

七于 ) 」是

考虑转动惯量影响的弹性梁横向振动的频率表达式〔1 1」
.

必 须 指 出
,

5
.

Ti m os h en k试 1 1〕
2 2

给出的频率表达式是近似的
,

即用级数展开之第一项
,

为
a 1

r(架)〔卜
一

奋
2

(午)」
,

这个近似表达式当k > 6时
,

误差大于 5 多
,

考虑转动惯量的粘弹性梁的自振频率

值为
:

当 k = 10时
,

误差高达20 形 (见表 1 )
.

。‘与考虑转动惯量的弹性梁的自振 频 率 。 二之 比

普
一

{卜凌
一

( ‘

半
, ; , 、 2 1 、蚤
J 门、 , 、 一 【 ,

_

~ 、

’

又1
一

)
’

r万下万韧刃福砰不 之 ( 2
.

1 0 )
1 1 十 艺

.
, 了 t

呜,

、一 1 ! !
L 艺 \ 奋 / J

砂�2

若在式 (2
.

9) 中除掉转动惯量的影响
,

立即可得不考虑转动惯量的粘弹性梁的自 由 振
_

,

_ _ _
、 . 、 *

_
、r

r
‘

i , , , ,

z寿汀、
‘
: 告

r , _
。 ,

z 寿二 \,
, , , 、 ,

_

叨朔革衣还甄
,

学县刀。
* = 口

e

l l 一下弋i a 三r
一

气了 ) 1
,

此处田
,

二 a l r 气一万一
~

)
.

仁乙权 田。个目。。 ,

‘ 任 、 . / J 、 ‘ /

可以得到下述结论
:

考虑转动惯量后
,

粘弹性梁的自振频率将随 寿的增大而愈益降低 (见表

2 ) 所以
,

计算高次振型时
,

转动惯量不能忽略不计
.

三
、

强 迫 振 动 的 解

A
、

正交性

由上节所述
,

X
。

(x) 满足方程式 (2
.

3) 同样
,

函数 X ,
(劝 亦 应满足方程式

X 了( x ) + 几:
r Z
X s“

( x ) 一几: X
,
( x ) = 0

将方程式 (2
.

3) 乘以 万
j (劝

,

式 (2
.

3 ) 茶乘以 X 。(劝
,

然后把所得的两个乘式相减
,

全长积分
,

注意在积分式中代入铰支边界条件
,

即得所需要的正交性方程式「13 ]
:

( 2
.

3 ) 补

再沿 梁

{;
〔X ‘( X , X 矛‘/ , + ·’X ‘(二 , X , (二, ““/ 一 ”

( 3
.

1 )

上式的物理意义是明显的
,

积分号内所增加的一项 尸X 孟(x) X : (劝 是由于考虑转动惯 量 引
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起的
.

B
、

挠度表达式

O O

用 F o u r ie r
方法解方程式 (2

,

z )
一

令。 (x
,

t) 二 乙 X 。(x )
·

T 。(t)代入式 (2
.

2)并留意
台一 1

到应用正交性方程式 (3
.

1)
,

我们得到下列二式
:

D
“
T 。(‘, + 2 “‘D T 自

(‘, + “‘“T 。“, 一

击
{;

f (X , ‘, X 。‘! , “x

(;
‘〔X 。(X , 〕

2 + ·’〔X “劣 , “”“X (3
.

2 )

X g (劝 + 心尸 X 考(x) 一 对X 。(x ) ~ O

对于简支梁
,

有X 、(劝 二 s in (叭x)
,

于是下式可 以积分得到
,

l
‘、rx

。

(x ) :
: + ; 2

: x 、(x )〕
2

}、二一 ( 1 、
一

; 2。 : )李
+ (r Z , : 一 , )

j
。 “ ‘

一
“ 、

“
“

一 “ 、 ’ ‘ ’ 、 一
’

一 “ ‘

2

(2
.

3)

即 :

5 in (Zn 、l)

4 n 、
(3

.

3 )

为了讨论方程式 (3
.

2 )
,

我们令f(
x ,

t) ~ f
;

(劝
·

f
Z

。)
,

这是允许的
,

将该 式 代 入方

程式 (3
.

2)
,

得
:

D
Z
T 、(t) + 2 占孟D T 。(t) + 乙石“T 。(t) = 尹。

f
:

(t)

(3
.

4 )
尹

。

l
‘

,
,

(二)s , n (。 、二)d 二

1 J O

p 月
{〔万

。

(x )〕
“+ r Z

〔X 藻(x )」
2

}d x

}
!

方程式 (3
.

4 ) 的解是可以直接写出的
,

为
:

T 。(,
卜鲁};

,
2

(‘一 ,一占‘
r s‘· (。‘

·

, d ·

(3
.

5 )

对于强迫振动
,

感兴趣的问题是计算挠度值
.

下面的分析是基于假定 lf
2

(t) l( l 的情况

进行的
.

为观看方便起见
,

暂时省略各符号中的脚码k与
“ ‘ ” ,

待演算至最后再补上各种原

有的记号
.

因为积分的模不超过被积函数的模的积分
,

故可以 写出下式
:

,T (, )卜蓄一(;
f

:

(卜
· )一‘了 5 ,· (。 · , d ·

{、弓};
一“ ‘f

Z

(‘一 , S ‘· (口
·

, }“
·

又因为在任意瞬时才
,

有 lf
2

(t) !簇 1
,

‘贸(‘”(
蓄(;

故上式变成为
:

e 一

占丁 1S in 。 二

}d
二

‘3 6 )

1:式是可以积分得到的
,

引进记
一

号
九兀

—
十 t 产

口

兀

曰

之二

) t’) O 及刀= e 。 ,

得

IT (t) }福

_

_
_

望{ f
。

乙
一

十省
乙

L

1 + 刀
1 一刀

2刀
” 十 ‘ e 一 ‘君了

臼 2 十 占
“

在定常状态时
,

才, 冈
,

m 今闪 今

1 一刀

所以式 (3

红占5 in (。t
‘

)
一

卜。e o s (
。。t

’

)」刀
‘

(3
.

7 )

7) 成为 (加上各注脚)
:
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}T 。(才) }~
尹 *

。石“+ 省孟
2

c t h 红二
(3

.

8 )

粼 汀

对于小阻尼的情况
,

有刀= 。
叫 、 粼 汀

l - 一
一r 一 二; .

, 一 二·

小
一

瓮)
·

所 以
,

当 二 , ‘《 1 时

我们可以写出下式
:

: 。 , ‘ 、

一 尹。 「 1 + 刀 1
_

_

。 。 J

尹。

,“、‘夕’、
卜

砚1 不蕊了L万二万」‘
”

’

” 任

不瓦r (3
.

9 )

于是
,

挠度表达式为
:

, W ‘一 , , (

琴
”

·

6 ‘

令
S ,· (一)、 。

·

6 4

雾奇
分别代入 以

“

和 , 、~ 占‘/叫 的值
,

上式成为
:

、 .
一 1

.

2 8
!山悄

, ‘少限
一石可砰一 石热 [

‘ 十 尸

、、二 、
2 1 ,

{
月

,
/ , , ,

几
~ ~

一了一 -

】 l 凡 1 一 丁交王a 万r -

、

“
“

l
“

(3
.

10 )

C
、

二个特殊情况

若干扰力为沿梁长均匀分布的简谐干扰力
,

则方程式 (3
.

2) 中的f( 二
,

O = hs in( Pt + a)
,

P 是干扰力的频率
, u 是相位差

.

将谐干扰力代入方程式 (3
.

2) 注 意 到 简 支 梁 有 X
。

(x)

~ s in (n “)
,

即得T 。
(t)的定常解为

:

。 , , 、 _

尹。 ; ; _ , _ ,

“
. _

J 路气‘ 2 ~ 一下下百。 自5 i u 火I, ‘ 卞 “ 一 C O声
‘自

(3
.

1 1 )

, 、 : 、 一

告
。 亡 , ,

式中 U “ 一

{l
‘ 一

又渝 )
一

j
+ 4 又耸)仁贪) }

,
’g ‘。一

市券
~

所以挠度 。 (* ,

t) 可表达为
:

〔1 一 e o s n o
l〕s in (n o x )

,
.

, · :

/己一了万不巧
息一

,

丁下
一

疏
一

、
‘

了 p
”

人刃
‘

‘ .
自 5 自 魂 l 皿 1 一广

, 言下一一 1 1 〕 一 任 电 一气二1 ~ 一 口 1 峋ee艺下-
.

矛

v L \ g ‘ / J \ “ / \ ‘。 /

阅乙曰h

一刚四 (% ,
t) ~

5 in (p t + a 一 。0

)

〔一
: + 1

〕令
+

〔一卜
1

」
s in

(Zn ‘l)

4n ‘

(3
.

1 2 )

若在梁上 二 ~ a
处作用有一集中的谐干扰力

,

f (气O = h : si n
(Pt + a)

,

则 该 力 可表达为

如下的形式 :

, (二
, , ) 一

{
0

h : s in (P t + a )

在 O《戈 < a 和 a 十△< 戈( l处

在 a 簇二( a + △处 (△为无穷小量)
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挠度表达式为
:

山 (劣
,

O =

六获 n 。乙‘
2

〔1 一 e o s (。
、a )履s in (。

。x )
一

~
.

厅万下万
一

下手
一干

一

二了居库一
几 I 口 J — 吸

下
下尸 - 口 . 刁~ 任 龟

,

- 下, 丁-

v L \ “ / J \ g‘

丫了户
_

丫
/ \ 氛 /

5 in (Pt + a 一 。。

)

[
·’·
‘+ ‘

]爹
十

[一
‘一 ‘
〕
一
吕

呀寒遨
(3

.

1 3 )

若集中谐干扰力作用在梁的跨中
,

则跨中挠度由下式给出
,

为
:

六买
f
一丝互互、一 1

、 2
‘

2

5 1。 (n 。, )
]

,
.

, , :

/F
,

一了币
一

平、
, . 刀

厂疏 \
2 一

了 p 、
“

一
, 一 月 b 由 飞 1 1 工 — 、 - 二丁丁 一 r l 刁一 任 、 - 二罗厂- I 龟 - 之

‘

厂~ ,
、 L \ g ‘ / J \ g ‘ / \ 二‘ /

、、12/
.

户‘
l一2

2‘了钦、

功

5 in (p t + a 一 。0

)
‘

f
; 2 。: + , 1了

L
’

J 艺

「
(3

.

1 4 )
r Z n宕一 1

5 in (2 。儿l)

4 n 。

四
、

结 论 与 数 值 分 析

第一个数值例子是说明材料的粘弹性性质以及转动惯量对简支梁的自振频率降低的影响

的
.

表 2 的最后一行给出了考虑转动惯量的粘弹性简支梁的自振频率与 5
.

Ti m os h e n k o 「1 1〕

给出的弹性 简支梁的自振频率的比值
.

当 k 一 10 时
,

粘弹性梁的自振频 率 降 低 29
.

6 形
.

由

此可见
,

弹性体的振动分析不适用于粘弹性体
.

在进行动力分析时 (包括高温
、

高压条件下

工作的结构物的静力分析)
,

必须考虑时间效应
,

否则
,

产生的误差是很大的
,

远 远 超出了

工程的允许误差
.

第二个数值例子给出了复合材料聚丙烯的梁在强迫振动时振幅衰减的具体数值
,

例 1
.

所选用的粘弹性材料是文献「1 4 )提供的
.

表 2 中的 叭
,

叭
,

叫 和 。二分 别是粘弹性

梁
、

弹性梁
、

考虑转动惯量的粘弹性梁和考虑转动惯量的弹性梁的自振频率
.

表 2 明确指出
,

材料的粘弹性性质以及转动惯量对简支梁的自振频率的影响
,

高频时尤

为显著
.

当 k一 10
,

材料的粘弹性性质与转动惯量将分另lj使 自振频率降低 6
.

56 多和 23
.

5 4 万
.

例 2
.

用方程式 (3
.

1 4) 计算考虑转动惯量影响的粘弹性简支梁的强迫振动的振 幅 值
.

拈

弹性材料选用 2 2 ℃时的聚丙烯
,

各有关参数如下
:

弹性模量 百 = 7
.

4 4 8 x 1 0
8

N / m
Z

梁长 l= 0
.

zm

粘性系数 刀二 7
.

0 了5 6 x z o 7 N
.

S / m
Z

横截面 b x h 二 o
.

o z x o
.

o z m X m

材料密度 p = 9 又 10
2

k g / m
“

干扰力的频率 P ~ 2二 火 10
4

R / S

干扰力 f (二
,

t) = s in (P t) (即令 h: = z , a 二 o )

表 3 中的 w m ax 是考虑转动惯量的粘弹性简支梁的跨中振幅值
,

研
关m a 二

是不考虑转动
’

!贯

量的弹性梁的跨中振幅值【1 1〕
.

由表 3 可见
,

对于粘弹性梁
,

不论谐干扰力是低频 的 还是商

频的
,

级数的收敛性都很好
,

取级数展开式的第一项 (庵~ D 即得到满意的近似值
.

弹性梁的

情况则不然
,

5
.

Ti m os he
n k 。 [ 1 1 〕给出的简支梁强迫振动的挠度表达式

,

仅适用于低频浩千

扰力
,

不适用于高须谐干扰力
,

在高频时
,

则至少需取级数的前 7 项之和 伪二 7)
,

才 能 获



粘弹性梁的动力响应 2 4 1

得满意的结果
.

当取级数前 9 项和时
, 切 m a x

/ 田
解 m a x

之比值在低频与高频时分另lJ为 0
.

52 万与 。
.

02 形
.

这

说明粘弹性性质对振幅值有明显的衰减作用
,

高频时此影响尤为明显
.

在本算例中
,

干扰力

频率升高三个数量级
,

振幅衰减作用大一个数量级
.

例 1 与例 2 的计算机程序分别为 V D B
一

l 与 V D B
一 2

,

在 D JS 一21 型 电子计算机 上进行

计算
,

结果详见表 2 与表 3
.

本文承西安公路学院何福照教授的具体指导
,

西安交通大学蒋泳秋教授亲自向陕西省力

学学会 1 9 8 0 年年会推荐宣读
,
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