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摘 要

应用 L ag ra
n

ge 乘子法和钱伟长证明的两类广义变分原理的等价定理
,

在本文中导出有 限 变

形极矩弹性力学的广义变分原理
.

文中采用了在拖带坐标系描述法建立的有限变形应变 张 量 (称
为 B iot 有限变形应变定义的准确形式) 和应变速率定义与拖带系应力张量构成完整的数学 描 述

一
、

引 言

近年来
,

线性与非线性弹性力学的广义变分原理的研究成果在 N e m at
一

N as s o r ‘” (1 9 7 2)

一文中曾作了系统评述
,

但该文叙述的条理性并不十分清楚
,

而且有限变形的应变与应力所采

用的度 量在实用并不方便 最近
,

钱伟长
‘“’

指出
,

广义变分原理的泛函 可以系统地采用L ag
r a n g e 乘子法

,

并证明两类广义变分原理的等价定理
,

建立了广义变分原理 的健全数学基础
.

在仁2 」文中证明了下列定理
:

“

由最小位能原理导出的完全广义变分原理和由最小余能原理导出的广义变分原理是等

价的
. ”

由于这个结果对于广义变分原理发展认识之价值
,

我们称之为钱氏定理
.

这个基本定理

不论对小变形或大变形
、

以及有体矩存在的极矩弹性力学 (Pol ar E la s tic ity ) 也是适用的
.

极矩弹性力学 (或称非对称弹性力学) 的最小势能与余能定理在 N o w ac ki ‘“’ (19 7 2) 提

出的 线性极矩弹性力学中曾有叙述
.

本文则在作者的工作
‘4 ’

(1 9 7 9 ) 的基础上应用钱伟长所

证明的定理导出非对称弹性力学的广义变分原理
,

对于大变形或小变形普遍适用

大变形的变分原理除了采用古典的 G r ee n 应变度量以外
,

还有其他的度 量
,

如 Bi ot 的

大量工作 (近期的研究参见 [ S J(2 9 7 5 ))
.

F r a e ijs d e V e u be k e , 6 ’

(2 9 7 2 ) 由位 移梯度的转

动与变形之极化分解定理 (P ol ar d e c o m p os iti
o n th eo

r e m ) 出发建立了大位移新的变 分原

理
.

作者在〔7 〕文中
,

则由 W ey l的直和分解原理建立新的应变张量
,

因为提出将转动和变

形在大位移过程分离
,

而由此定义大变形的应变度量
,

首先得力于 Bi ot 的研究
,

故 我 们称

新的有限变形应变定义为 B io t 有限变形应变定义的准确形式
.
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二
、

有限变形极矩弹性力学的基本方程

因为作用在变形体上的力可能是保守力或非保守力
,

非保守力之功不仅决定于其最终值

还和力作用途径有关
.

再之
,

当构件大变形时
,

外力方向可以有任意变动形式
;
而且还可能

出现失稳状态
.

因此
,

对于大位移大变形问题
,

我们最好采用变形体的瞬时位形 为 参 考 菜

态 ; 以嵌含在变形体中的拖带系定义的应力与应变张量为基础进行讨论
‘书 ’‘”

.

又因为在任意

变形状态
,

拖带坐标系一般成为曲线坐标系
,

所以应力平衡方程也必须以一般曲线参考系为

旅准 这样
,

我们是以虚功率 ( v jr tu a] p o w e r ) 来表达变分原理的
.

在非对称弹性力学 中
,

由于体矩的存在
,

应力张量是非对称的
.

我们可以将 应 力 分 量

。 { (或 口’) 分为反称 部份 叮; 与对称部份弓
:

“ ; 一 : : + : ; 一; (
。
卜

。· :卜 含(cr
; + 。 ·

‘ 1
,

2 , 3 ( 2
.

1 )

T 表示转置张量
.

设 p 为拖带系中单元休的质量
,

F 为单位质量体力矢量
,

m 为单位质量 体 矩 矢量
.

我

们有下列基本方程 (证明见〔4 」文 )
:

应力与体力的平衡方程 (静力平衡 )
:

a , ‘

}!
, + 户F

,

= o
,

或 二 ; !】
, + 户F

, “ o (2
.

2 )

n
,

表示在变形后拖带对拖带坐标 分 的协变微分
.

应力与体矩的平衡方程

(叫 一 。下 ;) + 户m ; 二 。 (2
.

3 )

叫 是根据矢量 m 定义的二阶混合张最分量
.

没 、
为变形体 中一点相对于固定系的速度矢量

,

L 为在变形体中一点的转轴方位单位矢

量
,

沙为在一点的平均整旋角速度
,

尤 ; 为应变速率
; 在变形体中一点的推广 E 时 e r 运动学

公式为
。, }}

,
= L :

, , + X : (2
.

魂)

其中应变速率

方 : 一

合
‘。‘}卜+

。 ·, !!
;

,
( 2

.

5 )

在弹性体边界面上
,

我们将它分为二部份
:

S
。十 S

。

在S
。

上
,

外力 云为已知
; 在 从

上
,

位移 反
,

为已知
,

在 S
。

上 : P
,

~ a : n
,
~ 歹 ( 2

.

6)

在 S
。

上
: u ‘= 。:

( 2
.

7)
。、为表面外法线矢量的一阶协变分量

.

可以证明存在有应变能密度函数 月 (尤 )( X 表示应变张量 )
,

使得下式关系ljk 立

: : 一

脊
一

,

创 一 ,
二 ( 2

.

8 )

假设 仁式之反逆关系存在
,

我们可以解得
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刀 一

帅
)

(: 表杀应为张量的对称成分)
.

‘

以应力为独立变量可以构成余能密度函数B (卯
:

方(兮) 一兮;X : 一 A (X )

于是有

193

(2
.

9 )

(2
.

10 )

(2
.

1 1 )

因为 X {是对称的
,

州X : 一 。
,

式 (2
.

10) 可以写成

叫 X ; “ A (X ) + B (a)

以 6 为变分记号
,

则

创a }方 力一 a :占X : + X I占口 }

占(a :戈 : ) ~ a 川才 : 十 才 ;乙叫

我们称式 (2
.

1 3) 为 叫万 : 之全量变分形式
,

称式 (2
.

1 4) 为增量变分形式
.

量变分实质上将非线性过程线性化
.

(2
.

1 2)

(2
.

13 )

(2
.

1 4 )

有限变形的增

三
、

有限变形极矩弹性力学的广义变分原理

在弹性体界面 s 内区域
下 ,

当应力处子某一阶段的平衡状态
,

如应变有微小增量 分乍山

t并不一定代表时间
,

也可以是变形系统的一个特征参数
『

则在 :
内变形能的增加率为

‘二

}
a ‘才‘“

·

(3
.

1 )

积分号下之 T 指休积积分
.

而表面力
、

体力与体矩之功率为 (积分号下之
一

S 指面积 分)
:

, r’,

工
,

.

1 。
, .

‘1
二 、 ‘ ,

伴 三 甲P *刹 a ‘十 、P 厂 口 a T 十 、飞 f) 州 ;乙 ; 犷 a T

J J J ‘

(3
.

2 )

今定义泛函 元
,

令

、
, : t

_ , , ,

f f
,

.

f 。
_

,
.

【1
‘ T

“
,

、
介 二甲 一 沙 = 、口 ;人 : d T 一 } 甲 P

;创a ‘十 、P厂 v’ a T 十 、
。 P切 ; 乙冲 a T ! L石浴少

j 又 J J J ‘ 少

在给定条件下
,

凡是一切可能存在的变形状态之中
,

真实的变形状态满 足
:

( 1 ) 应 力

一体力平衡方程 (2 2)
,

( I ) 应力一体矩平衡方程 (2
.

3)
,

(l ) 应变速率与平均整 旋 角

速度的相容条件 (2
.

妇
,

(开) 力的边界条件 (2
.

6)
,

(V ) 位移的边界 条 件 (2
.

7 ) 者
,

乃

使得泛函 元 之一次变分取驻值
.

采用 工
J

ag r a n ge 乘子法t2]
,

将求泛函 介 在条件 ( 1 ) 至 (V ) 的极俏问题化为求下列广

义泛函 异 的极值问题
,

令
i

, . , _ ,

了1
,

.

屯 。
,

.

‘1
_ 、 ; ; 五 ,

〕
.

1
。 _ 、。

二
_
。

, _ 」 _

元 ~ 、叫 入 ; d T 一 1甲 P
;护 a s 十 、p 厂 刀

‘

a T 十 、石 尸阴 ; 乙 奋甘 a 下 ! 十 、t L, 川
; 十 弄,I

’

, 」份 “ T

J 、J J J 乙 少

十

}
〔(· ,一

T

, , 十 户阴 , 」“‘“·十

)
上“一 {,

!

一 “““夕,“·

+

}
(,

, 一。
,

)。
,

J :

5
’ -

(口 一 云
’

)乙d 占

f龟龟、、JS
十

(3
.

4)
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侧
、

刀;
、

川
、

几
‘、 拜

,

为 L a g r a n g e 乘子

弃 的变分 6弃可以分成二部份
;

一部份以位移几何量的独立变分 彻
, 、

6沱 ;
、

品 为基础
,

一部份以力的量的独立变分 j夕
、

占F
: 、

d叫
、

jm : 为基础
.

这样
,

有

}{
. 、 、 ,

f 二
。 ,

f 。
。

_

,

f l
、 。 , , 、 ; 、 ,

口北 ~ 左、 U ; 口人 ; a T 一 、 F 、O别 a 占一 、P厂 ‘O V ’“ T 一 、爪 P阴 索O t乙奋廿少a T

t J J J J 乙

5
。

·

}
〔戈 ,一

’
‘,
盆一 ““」“飞

,

,“二 )
〔“戈 , 一 “·‘,, · 占(乙, ‘’〕? {“二

)
t

“·“ !‘·

+

)
.

(·
’

一 ”‘, “几
·

“·

}
·

{l
戈 ,“· ;“一

)
一己,

‘
“一 )⋯

“F
*
d ·

1
_ ; ; 五 。 ‘ , .

(
。 _ 、 , , . _

。
。 。 ‘ , .

f
。 。 _ ‘ . : _ 。

。
, _ . _ ,

下
-

尸‘ 奋甘 0 阴 ; O T 十 、L口 ; }}‘十 尸 I’ 护J O a
j a T 十 、LO O i l!‘十 尸o f , J“

, a T

乙 J J
丫 下 ,

·

)
〔“ ,一

’
、

,

一
, 〕。”,“二 )

〔“· , 一“·
T

,二“。 ,」“:“一 )
, ·‘
“”

。
“二

(P
*一 歹

。

) 占拼
‘
d : (3

.

5 )
rl吸、JS

十

等号右边的第一括弧内之量记为 占人
,

第二括弧内之量记为 占城
,

于是有

占介= d斤
。

+ 占斤 (3
.

6 、

d斤
。

与 d斤
。

实际上是有限变形过程中
,

以瞬时位形为基准的位能原理与余能原理的功率 形 式

表达式
.

必须注意的是对变分 占(L I幻 的二种意见
,

一者认为 占(L {幻 。 (占粼 )浮十织赫
,

另一者

认为 叔织幻 ~ 职赫
.

后者是合理的
,

因为就一个可变形微圆体 (粒子) 而言
,

它赋有的转

动能量是与转轴方位无关
.

因此
,

在变分原理中转轴方位 L : 之变分不给考虑
.

运用散度定理
,

心城 与抓
。

均可以变型 今先考察 d丸
,

因

“一、}
‘: ; d一 }

(d一 : ; )}{
‘
d一 {

“一 , :、}
,
d一少

“一 : :一d一l
“一 下, ,,

‘
d ·

5
.

+ S
,

(3
.

7 )
将上式代入 赫

。

表达式
,

并注意 L ; 二 一 L }
,

““一}
(。 ; + , ; )“无 : d · +

}
。‘ :
一

整理后得

,

+ L I乎」占下

十

;
一

)
(· ,一

‘

,

一
, , “,“‘d一

)
.

(“,

一 ,二

d · +

}
(, ; !卜一 。F ,)。一d ·

, “一“一
)

,

(· ,⋯ 歹, , “·
’
“·

+

}
(一

,
‘

, ““
‘
d ·

(3
.

8 )

如取 面
, 、

占无 :
、

占手
、

占又
。、

由
,

{ 为独立变量
,

当 赫
‘

一。
,

我们得出泛函 斤
‘

取驻值的条件
:

川 = 一 a }
,

之
,
“护;忆

积 一 。 ,

}}
‘十州矛二 o

川 比一 p F
工

一 。
,

y : 一 v T

; 一 户二 {“

一 , : n :

二歹
,

t , ,

一 币
‘

(3
.

9 )

、

!
、
了.....少

、.声、才
r、,2、.夕
、

、
a
.

bC
J

de
了.、了、、了了.、

r吸了、
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由 (a ) 解出 L a g r a n g e 乘子 又
; 、

州
,

再代入 (c)
、

(d) 诸式
,

我们立即可以看出 真 实

的变形状态满足 ( 1 ) 一 (V ) 条件者使得 d斤
。

= O

另一方面
,

考察 d大
,

因

}
6 a ;、,

‘a ,
“一 }

(ja ; a , , “
,

d一 }
乃a ;一{、

:

“一手
5

.

+ 夕
。

一占J ;一 d一{
占a ; 一 !卜d

·

(3
.

10 )

将上式代入 舫
。

表达式
,

并注意如 月 满足条件
:

风 二 一房
,

占斤 可以化成

“‘一}
: a ; ,、

, + 。F , : “a , d · +

l
〔。 ;

一
: + p m : : d刀; d · +

{
才 :
一}{

‘+ 2 刀: 〕‘a ; d ·

.

{
, 。

.

1
; 、 ; 、 。 ,

.

f
, . ‘ 、 。

。
,

.

(
十 、P L卢奋一 。 L. ; 犷少o m ; a T 十 、户 La

,

一 v’少 0 厂 旧 下十 、 La , 一 v , O P ja S

J ‘ J J
S

(a , 、 。, ) 。, ,、: 、

(
(,

i一歹
:

)占。
‘
、s

S
,

(3
.

1 1 )

r、l、15

+

如取 ja ;
、

占m 】
、

占F ,
、 、

d P
‘、

j a)
、

d户 为独立变量
,

当赫
。

二 o ,

我们可以确定泛函 元
。

为

驻值的条件
:

a ,
一 。‘, 刀;一;

“:‘
,

。‘

一
a ,

U {!!
‘十p F , “ O , J {一 a T

{十 p 。 ; “ O 在 T
内

在 ,r 内

在S
。

上

在S
,

上

(c ) 与 (d ) 式
,

我们立 刻 看 出 d斤
‘

二 0
,

与

、卜产、,尹
a
.

匕
了‘、J

‘
、

(e ) 才卜
a ,

}1
‘+ 2 刀{ = o

(d) a’ 一 乞矛= 0

(e ) p
‘
二歹

,

由 (a ) 解出 L ag
r a

ng
e 乘子 aJ

、

自
,

再代入

赫
。

二 O 为驻值的条件完全相同
.

当变形状态为真实的
,

则有

占完一占斤
。

十 d元
‘

二 O
,

占斤
。

= 一占分
。

以上结果推广了钱伟长定理到有限变形非对称弹性力学的增量形式
,

证明了下列结论
:

“

在有体矩存在的有限变形过程中
,

在任一瞬时平衡状态
,

以位移几何量为独立变 分 量

和以力的量为独立变分量导出的两个广义变分原理的增量形式是等价的
. ”

上述变分原理是从弹性体的虚功率原理为出发点
,

对材料物性方程并没有限制条件
,

所

以对于应力一应变关系成物理线性与非线性的物质都适用
.

当一根铁棒磁化时
,

实验证明有力矩效应
,

这种效应是由于磁矩产生的
,

有关这类问题

的变分原理就要考虑到体矩作用问题 (如磁弹性波)
.

它的应用有待进一步研究
,

本文所述原理对于解决太位移大变形问题的增量有限元逐步迫近法是十分有用的
.
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