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摘 要

在微分方程定性理论中
.

一次奇点的分类
.

高次奇点的分类
,

极限环的稳定性等
,

都是 需 要

研究的重要问题
,

并且是用不同的方法来加以解决的
.

而高次奇点中焦点与中心的区分
,

至今还是

一个未解决的问题
.

在本文中
,

我们从理论上阐明了
.

所有上述问题都可利用积分因子的概念而统

一地加以处理
.

此外
.

我们并给出了判别中心与焦点的方法
,

这一方法对于一次奇点与高次奇点都

是同样适用的
.

从而解决了关于高次奇点的中心与焦点的区分问题
.
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现进而证明
,
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按照上面同样的讨论方法
,

可知此时 功= O 将与
v二 。 (亦即月一。 ) 相互重合

.

为了下面说明方便起见
,

我们称与 功二 o 或 功= oo 相对应的轨线为方程 (1
.

1 ) 的零值或

极值轨线
,

与 拜~ o 或 声一 co 相对应的曲线称为积分因子 拼 的零值或极值曲线
.

如 此
,

综上

所述
,

可得

引理 1 方程 (1
.

1) 的零值或极值轨线与其积分因子 拼 的零值或极值曲线相 互重合
.

如果
,

方程 (1
.

1 ) 之积分因子 环 在原点邻域内为定号函数
,

则 拼 之零值或 极值曲线此

时就退化为一个孤立点即原点
,

由引理 1 ,

知方程 (1
.

1) 的零值或极值轨线就也 退 化为 一

个孤立点即原点
.

这表明
,

此时原点或为中心或为焦点
.

如果 粼在原点邻域内为常号或变号

函数
,

则 户之零值或极值曲线将过原点并具有定切方向
,

由引理 l
,

知方 程 (1
.

1 ) 之 零值

或极值轨线必也如此
.

这表明
,

此时原点或为结点
,

或为鞍点
.

由此得

引理 2 如方程 (1
.

1 ) 之积分因子 拼在原点邻域内为定号函数
,

则原点为中心或焦点
.

如 那 在原点邻域内为常号或变号函数
,

则原点为结点或鞍点
.

现引入下述积分
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其中 G 为某一包含原点在内的单连通区域
.

如该区域的边界为闭曲线 几
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其中
v ,

为方程 (1
.

1 ) 右端所给向量沿 l外法线方向的投影
,
d 。 为沿 l之弧长

.

在极坐标中
,

上式的形式为
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为说明方便起见
,

我们称 I 为方程 (1
.

1) 穿过 l的轨线流量值
.

引理 3 如果
,

在 l: 与 I
:

二闭曲线所包围的域内方 程 (1
.

1 ) 无奇点
,

则 方 程 (1
.
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穿过 l
,

与 l
:

的轨线流量值相等
.

证
:

将域 G 假想用一
s 线断开 (为了看起来方便

,

图中将
‘ 画成双线)

,

如 图 1 所示
.

据 此
,
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.

由于在域 G 内方程 (1
.

1 ) 无奇点
,

故应有 I 二 0
.

另 一 方而
,

在上式右端中
,
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,
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.

引理 4

O二 11 一几

如是
,

引理即被证明
.

以上是假定 l
:

与 l
:

不相交
,

如二者相交
,

其证明 与 上

如果
,

对某一区域 G
,

当 t 增加 (或减少) 时方程 (1
.

1 ) 的一族轨 线 自 ‘外

经其边界 l的某一部分进入 G 内
,

又复经 l 的另一部分穿出 G 外
,

则在 l上对应于这族轨线

的进入与穿出部分
,

其轨线流量值之和为零
.

证
:

如图 2 所示
,

设方程 (1
.

1) 有一族 轨线 自 l的月B 部分进入
,

又 经 CD 部分穿出
.

沿区域 A B C D A 的边界计算轨线流量值
,

则得
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由于在 A B C D A 内方程 (1
.

1) 无奇点
,

故应有 I二 0
.

另一方面
,

在上式右端
,

由 于 B C 与

成 均为方程 (,
.

: ) 之 轨线
,

故 有币二 一
币二

一 。
,

于是得
J 。七 J L 产办
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,

引理即被证明
.

引理 5 如果
,

在区域 G 的边界 l上 召为定号
,

并且有 I笋 O,

则当 t 增加或减少时
,

方

程 (1
.

1) 必有一族轨线最终 自G 内穿出 G 外
,

或由 G 外进入 G 内
.

如果
,

在轨线通过 l的相应部分上
,

有 sig n l
·

si g n 召> O,

则当 t 增加时
,

轨线系 由 G 内

穿出 G 外
,

反之
,

则由 G 外进入 G 内
.

证 : 对于整个边界 l
,

按照方程 (1
.

1 ) 的轨线进出情况可以 区 分 为 三 个 部 分
:

第
‘

一

部分
,

轨线最终自 G 内穿出 G 外
,

设这部分对应 l上弧 长 的 总 和 为 l
; ,

轨 线 流 量 值 为

I! 一

中
,
: :
第二部分

,

轨线最终自G 夕卜进入‘内
,

设这部分对应 ‘上弧
一

长的总和为 1
2 ,

轨线流

量值为 1
2
一

手
1
2 : 第三部分

,

轨线自‘ 夕卜进入 ‘ 内又由 ‘ 内穿出 ‘夕卜
,

设这部分对应 ‘上

弧长的总和为 l
: ,

于是得

轨线流量值为 ‘
3
一

手
l
: ,

并且由引理 ‘ ,
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·
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手
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手
,
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+

手
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,

, 、 。 ,
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、
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否贝。
,
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手
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手
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.

由此可知
,

l
;

与 l
:

中至少有一个不等于零
,

或二者均不等于零
.

如 l
;
斧 O

,

这表明方程 (1
.

1 ) 的轨线中当 t 增加时有一族最终由 G 内穿出 G 外
.

如 1
2

午 0 ,

这表明当

t 增加时方程 (1
.

1 ) 之轨线中有一族最 终 由 ‘外进入 G 内
.

如 l
,

与 l
:

均斧 O ,

这 表明 当

t增加时方程 (l
.

1) 之轨线中既有一族自 ‘ 内穿出 G 外
,

又有一族自 G 外进入 G 内
.

不论

属于何种情况
,

都说明在 I午 O情况下
,

当 t 增加或减少时
,

方程 (1
.

1 ) 之轨线中必有一族

最终由 G 内穿出 G 外
,

或由 G 外进入 G 内
.

止匕夕卜
,

由于 I
‘

一

手
: 。U ·

d s ,

所以
,

女口5 19 0 1
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一19 · 。) 。,

贝。必有
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> 。 ,

故知轨 线 系

由 G 内经 l
‘

而穿出 G 外
,

反之
,

则系由 G 外进入 G 内
.

二
、

中心
、

焦点与极限环的判定

现研究如何利用积分因子来判定中心
、

焦点与极限环
,

它表述为以下诸定理
.

定理 1 如果对方程 (1
.

1) 存在这样的积分 因子 拜,

它在原点邻域内定号
,

且对包围原

点之任意闭曲线 l
,

轨线流量值 I斧 。
,

则原点为焦点
.

并且
,

如果 s馆nI
·s ig n 拼< O

,

则原

点为稳定焦点
,

反之
,

为不稳定焦点
.
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证
:

因 召 在原点邻域内定号
,

由引理 2
,

知原点或为中心或为焦点
,

但由于 I份 0
,

由引

理 5 ,

知方程 (1
.

1 ) 的轨线中必有一族当 t 增加或减少时最终 自 G 外 进 入 ‘ 内 或 由 G 内

穿出 G 外
.

这表明
,

原点不可能为中心
,

因而必为焦点
.

如果
, s ig nl

·

s ig n 召) o
,

由 引理

5
,

知当 t 增加时轨线系由 G 内穿出 G 外
,

故此焦点为不稳定
;

反之
,

殉为稳定
.

定理 2 如果对方程 (1
.

1 ) 存在这样的积分因子 拜,

它在原点邻域内定号
,

且对包围 原

点之任意 闭曲线 l
,

轨线流量值 I ~ 0 ,

则原点为中心
.

证
:

因 召在原点邻域内定号
,

由引理 2
,

知原点或为中心或为焦点
.

设其为焦点
,

则将

有I 年 。 ,

这与 I一 。相矛盾
,

故知原点必为中心
.

定理 3 如果方程 (1
.

1 ) 存在这样的积分因子 拼,

它的零值或极值曲线中有不 自 相交闭

曲线
,

且对位于此闭曲线每一侧充分小邻域内的其他闭曲线 l
,

轨线流量值 I斗 。 ,

则 上 述

闭曲线就是方程 (1
.

1) 的极限环
.

如果
,

在此极限环内侧
,

有
sig n l

·

sig n “> O ,

在 其外侧

有
S论n l

·

si g n 那< O ,

则此极限环为稳定
,

反之
,

为不稳定
.

如果
,

在此极限环内外 两 侧
,

s馆盯
·

si g n 召均 > o 或< o ,

则此极限环为半稳定
.

证
:

如果 拼的零值或极值曲线中有不自相交的闭曲线
,

由引理 1
,

知此闭曲线必重合于

方程 (1
.

1 ) 的某一零值或极值轨线 S
,

从而 S 是方程 (1
.

1) 的一个周期解
.

其次
,

由于对

位于 S 某一侧充分小邻域内之任一闭曲线 l
,

有 I今 0 ,

在此情况下
,

在该邻域内方程 (1
.

1)

必不会再有其他周期解
.

如其不然
,

设有 另 一 周 期 解 S
/

存 在
,

则 沿 此 周 期 解
,

将 有

1, 一币
_

,

一 。 ,

由引理 3知
,

对位于同一邻域内的任一闭曲线 l
,

也必有 , 一币一币
_

一 I, 一 。
,

J s,
一 ’

~
一 ”

一
‘

”
‘ ’

“一
j ” 切 ’ 一 ’

一、 ’ J 一 ‘ ’

一
‘ , ~ 一

’

~ ~
’“ 一

了 l 丁s’

这与条件 I今 0 相矛盾
,

因而在 S 邻域内不会有其他周 期 解
.

这 表 明
,

S 是 其 邻 域 内 的

唯一周期解
,

故它必为极值环
.

如 果
,

在 S 的 内 侧
,

有
s论n l. s ig n “) o ,

在 S 外 侧
,

有

si gn l. si g n “< o ,

由引理 5
,

知在 S 内侧方程 (l
.

1) 的所有轨线最终将穿出 I而 趋 于 S,

在 S 外侧则最终进入 l而趋于 S
,

故 S 为稳定极限环
.

同理可证明其他两种情况
.

如果方程 (1
.

1) 的奇点具有下述性质
: 1

.

所有趋向奇点的轨线均无确定 切线方向
; 2

.

在奇点的任一充分小邻域内
,

均有可数无穷多极限环
,

则称此奇点为中心型焦点
.

定理 4 如方程 (1
.

1 ) 存在这样的积分因子 召,

它的零值或极值曲线为原 点以及包围 原

点的一系列不自相交又互不相交的闭曲线
,

且此闭曲线的数 目在原点充分小的邻域内为可数

无穷多
,

此外
,

对位于相邻两闭曲线之间的任一闭曲线 l
,

有 I今 O
,

则原点为中心型焦点
.

证
:

如 “ 之零值或极值曲线为原点以及一系列绕原点不自相交又互不相交的闭曲线
,

且

此 闭曲线的数 目在原点充分小的邻域内为可数无穷多
,

那么
,

由引理 1
,

方程 (1
.

1 ) 的 零

值或极值轨线必也如此
.

这首先表明在原点处无这样的零值或极值轨线
,

它以定切方向趋向

原点
,

因而可以断定
,

原点只可能是中心或焦点
.

其次
,

由于对位于相邻两零值或极值闭曲

线之间的任一闭曲线 l有 I年 O ,

故可用上面相同的方法
,

证明上述零值或极值闭曲 线 都是

方程 (1
.

1 ) 的极 限环
.

由于这些极限环在原点充分小的邻域内为可数无穷多
,

故原点 不 可

能是中心
,

而只能是中心型焦点
.

现转入研究 di , v 三 0 的情况
,

此时由式 (1
.

3 ) 可以看出
,

方程 (1
.

1 ) 有一明显的积分

因子 那= 常魏 不失一般性
,

可认为 “二 1
.

在此情况下
,

不可能有一族轨线趋向 原 点
.

如

其不然
,

设有一族轨线趋向原点
,

如图 3 所示
,

则对图示之区域 G 求 I 之值
,

并 注 意 在 G

内方程 (1
.

1) 无奇点
,

因而得



妙
由于 B C 与刀A 为方程 (1

.

1 ) 之轨线
, 故 币二

,

一币二
,

一 。 ,

于是得 (注意此 时 。一 1 )

J D 协 J L 少
过

。一

乡二
V O

d · +

手二
V ,

d ·

上式等号右端第一 项为有限值
,

至于第二项
,

当轨线趋向原点时将有 叭、 0 (因 为 v” 0 )

与凸刊
,

从而有
手二

、ds 一 。
,

这 表明
,

上式右端两项之和午 ” ,

于是得出矛 盾
·

这

一矛盾说明
,

在 d iv v 二 0 情况下
,

不可能有一族轨线趋向原点
,

故原 点不会是焦点或结点
.

据 此
,

就得出

定理5 对方程 (1
.

1 )
,

如有 d iv v二 o ,

则原点只可能是中心或鞍点
.

下面举几个例子说明上述诸定理的应用
.

例 1 秦元勋教授在 〔1 」中曾给出如下四个例子

d x

万了 ~ 一 梦
-

} (A )

X一�
y
子‘d习

了 奈一、
2 劣、二

+ (、 +
。 :

厂- 一兮 杂一
〔(拟

“十犷 , 十 “‘X
’ + 少,

“

〕
( B )

、!、
‘

!
/

李
一。

2

(、 一 。3

)

令一
(二

3 十 。3

) } (C )

宁一
, 十 /
、 + ,

忍

,
S‘· 、
号沪

金一
+ 。(、 + 。2

)
S ‘· 、、

扮 } (D )

1

对于 (A )
,

有通积分 x4 十少二 c ,

故原点是中心
.

对于 ( B )
,

有通积分 (2护 + 夕勺
e 一 砂 + y丁 = 。 ,

故原点也是中心
,

但通积分却非全纯函数
.

对 于 (c )
,

有通积分 (xe 十 。。
。ar ct an 手 一 。

故原点是焦点
.

对于 ( D )
,

有一系列可 数 无 穷 多 周 期解 二艺+ 。2

一流
一
、“一 1 ,

2 ⋯ )
,

且在相邻两周期解之间其轨线为螺线
,

按照前述定义
,

原点为中心型焦点
.

但是
,

按 照一般

高次奇点处理法
,

这四组方程都是属于所谓定号情况
,

只能判定其积分轨线或 为 闭 曲 线
,

或为无限次浇原点之螺线
,

至于原点究竞是什么类型奇点
,

就无法进一步加以区分
.

但是
,

利
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用积分因子的有关性质
,

这几种情况却是可以区分的
.

对于 (A )
,

有 d iv 、二 0 ,

由 定 理

5 ,

知原点或为中心或为鞍点
.

此外
,

由于它又是属于所谓定号情况
,

故可判定原点必非鞍

点而是中心
·

对于 (B)
,

有积分因子 “一 不石厄下11厄夕〔石百二不
.

云万
,

它定正
,

且对以原点为中

心之任一圆周
,

根据式 ( 1
.

8) 可算出

‘一}:
’

。 ‘X 一“+ y s ,·“, ““

八”

一一

、、.尹s in se o s o

] + e o s Z
口

d “一 ,。 :

(
1

斌丁下面亏矽一

才2n

一

因而
,

由定理 2
,

知原点为中心 (不过
,

加以判定 )
.

对于 (C )
,

有积分因子 娜

利用式 (l
.

8) 经过简单运算可得

1
I = 10 9

一

犷
一布真井

:

一一 。粼 e o s 6 o + s in 6
0

关于其通积分为非全钝函数这一点
,

尚不能进一步

淤干王万
’ 它定正

,

又对以原点为心之任一园周
,

!
’‘ +

}
2 ‘

呼嘿
; ;;叫黔

.

do
{。 Jo s ln 一口 十 c U S 一口

上式右端第一项之值为零
,

至于第二项
,

由于被积函数在积分区间内为常正函数
,

故此积分值

必大于零
,

于是
,

由定理 1
,

知原点为焦点
.

并且
,

由于此时有
s ig n l. s ig n 拼) o ,

故 还 可

进一步判定原点为不稳定焦点
.

对于 (D )
有积分 因子 召二 一

—
_ _ 一

里 _ _
“

’ + y ”

, S‘“

瑞
它的极值

J

“
、L 二 卜 , 、 :

。 一
_ , . 。

1
, 。

.
。

四软刀」尽瓜以戊田 x
一

十犷 = 几刃丁 L枯 ~ 1 , 乙 ,

污J ‘

) 所组成的以原点为心的可数无穷多圆周
,

并且
,

沿相邻两圆周之间的任一其他圆周 I
,

亦即沿 ; “ ~ 常 数专
1

庵兀
之任一圆周 l

,

利 用 式

(1
.

8) 可求得 I二 2 二r “钾 。 ,

故由定理 4 ,

知原点为中心型焦点
.

例 2

奈
一 。十 / ‘X

’ + , 一 ‘’

合一
+ 。(xz + , 一 ‘’

李一
。
一(妙 + , 一 ‘’

“

令一
, (

X ’
+ “

’一 ‘”

{ (E )

} (F)

对于 (E )
,

有积分因子 召
1

~ 不不兀万而
厄

而
万

丁动
.

’ 它的极值曲线除原点外
,

还有 扩 + 少= l

这一闭曲线
,

此外
,

对 扩 + 犷< 1 与护 + 少> l之圆周
,

可求 得 I 之 值 均 等 于 2 “
,

故 由

定理 3
,

知 扩 + 少~ 1 为 (E ) 之极限环
.

又在 xz + 少< 1 与 xa + 犷> 1 之 邻 域 内
,

分 别

有 si g n l
·

si g n 召< o 与 si g nl
·

s ig n 拼> o ,

故进而可知此极限环为不稳定
.

对于 (F )
,

有 积

分 因 子 拼=
1

不两乎兀画砂万刀
玄, 它的极值曲线除原点外也有扩 + 少= 1 这 一 闭曲线

.

此
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外
,

对 扩 + 少< 1 与 扩 + 犷> 1 之任一圆周
,

可求得 I 之值均等于 一 2二,

故 由定 理 3
,

知

扩 + 少= l为 (F )之极限环
.

又 : 在 妒 + 犷< 1 与 护 + 犷> 1 之邻域内
, sig nl

·

sig n 拼均< 0 ,

因而这一极限环是半稳定极限环
.

二 客 冲 卞 程
一

、 7 口 竺Z 、 洲 曰 拓州JJ

给定如下 。 次齐次方程

贵
一 x

。

(二
,

。)

斋
一 : ,

(二
,

。) } (3
.

1 )

石。 _ T/
‘

.

v _
。 二 : ,

* y
,
_ y ,

、 十
。。 v , 工

、。从
、

期 “ ‘ ” 一夕“ ”
一 ” ’

划钊了哥一了
、
还双阴 八

“ 、 z “ / , 曰J 歹”夕 ’ 此时方程 (3
.

1) 可化为

卫鳖 = 竺
d X 劣

故知原点为退化结点
.

二。
_ .
T /

_
_

二
、 。 。

, : , 。 ‘ 、

一 ~
, 、

~ ,
二

1
, 卜 . ,

二 , ,

~
。 。 _

~如 x y
。 一 yX

。
年 。

,

则 (3
.

1 ) 有 积 分 因 子 召~ 二厂卫

一
.

此时
,

由引理 2 知
,

如
~ 一

价 口 - -

一
「 “ ’

圳
、“ ’ 上 产

门
‘

J/\
夕J
目

J 尸一 劣犷
二 一夕X

。
’

梦‘ “” ’ 囚 J ’

~ ‘ 川
’ 外曰

二Y
。 一夕X

二

为常号或变号函数
,

则原点为鞍点或结点
,

如 x y
。 一 夕X

。

为定号函数
,

则原点为

中心或焦点
.

对于后一种情况
,

我们可以根据 I 是否等于零而进一步加以区分
.

又 : x y
。 一

yX
,

仍为齐次函数
,

故满足 二Y
。 一yX

。
二 o 之曲线不可能为闭曲线

,

亦即 召不会有闭 的 极

值曲线
,

因而由引理 1 可知
, m 次齐次方程不可能产生极限环

.

又 : 对以原点为心
、

半径为
r 之圆周 l

,

由式 (1
.

8) 可得

‘一}
一{

群(X
二e o s口+ y

o sin 口) d o

X
,

(
r e o s乡

, r s in 夕)
e o ss+ F

。

(
r e o so

, r s in 夕)

y
。

(
r e o so

, r s in 口)
r e o ss一万

。

(
r e o s g

, r s in 口)

sin o
一 二-

二以U
r S in 口

注意到 X
。 ,

y
,

均为 。 次齐次函数
,

消去
r耐

’,

并令

万(8) = Y
二

(
e o so

, sin s)
sin o + X

二

(
eo so

, s in o)e
o so

G (0) = Y
二
(e o so

, s in 夕)
e o so 一X

二

(
e o s o

, sin o)
sin o

则上式可化为

, 一

}:
’ 一

箫
d0

(3
.

2 )

据此
,

并综上所述
,

可得

定理 6 对于 二 次齐次微分方程组 (3
.

1)
,

如 x 犷
, 一 yX

。
二 O ,

则原点为退化结点
.

如

戈犷
。 一夕X

。

为常号或变号函数
,

则原点为鞍点或结点
.

如 x y
, 一 夕X

,

为定号函数
,

此 时 如

由 (3
.

2 ) 所算得之 I = O ,

则原点为中心
; 如 I 斗 0 ,

则原点为焦点
.

又 : 。次齐次微 分方

程组不可能产生极限环
.

这些结论
,

与利用一般高次奇点处理法所得到的完全 一致
.
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四
、

在一般情况下中心与焦点的判定

如所周知
,

在一般情况下
,

积分因子是很难求得的
,

甚至它根本就不存在封闭解
.

在此

情况下
,

我们可以利用 (1
.

3) 求下述级数形式解

拼= 拼。 + 拼
。 , ,

+ ⋯ (4
.

1)

其中 拼,

为关于 二
,

夕的 m 次齐次多项式
.

如果这样的解存在
,

这表明原点是 召 的零点
.

而我

们从前述讨论 中可知
, 拼 的几何意义系表示积分轨线的度

.

据此不难断定
,

此时原点必为中

心
.

下面
,

我们着重研究原点是 拼 的极点的情况
.

此时
,

我们可以利用 ( 1
.

3 ) 式求下 述 级

数形式解

1

拼,
+ 拼

。 、 1
+ ⋯

(4
.

3 )

或者
,

更方便地
,

是利用 (1
.

5) 求下述级数形式解

1
“
= 下 = ‘十“二 + ‘

十
’ ‘ ’

(4
.

3 )

我们首先证明
,

上述级数在原点充分小的邻域内必然是收敛的
.

事实上
,

在 原 点 为 “的 极

点的情况下
,

它必然是 , 的零点
.

此外
,

由定理 1 知
,

此时 拼 从而
v 必为定 号 函 数

,

因 而
, = c

当
c
充分小时必为闭曲线

.

这表明当
c
充分小时 x

,

夕也必充分小
,

反之
,

当 x
,

夕充分小

时 c 之值也必充分小
.

前已述及
,

此时原点为
v 的零点

,

故在原点的任意小邻域内
,

必然不

存在
, 的极点

.

这就表明
,

在原点充分小的邻域内
, ? 必可展为形如 (4

.

3) 的幂级数
,

且此

级数一定是收敛的
.

为了应用方便
,

我们可以将 (4
.

3) 写为极坐标的形式

一去一功
·

(“, +一‘
二一 (“, + ⋯

(4
.

4 )

并且有下面的定理
:

定理 7 如对 (1
.

3)
,

可以 求得下述形式的解

1
拼二

~

声瓦函歹干万落

呱丁灭可不万

而且根据 (1
.

8) 所求得之积分

I
。
= r

2 ”

(X e o so + Y s in s)
r “

功
。

(8)
d o并 O

则原点必为焦点
.

如 si gn l
。

·

s三gn # < 0 ,

则为稳定焦点
,

反之
,

为不稳定焦点
.

证
:

首先
,

前已证明
,

产功
二

(0) + 价
十 ‘

人
* :

(0) + ⋯是收敛的
,

因此
,

如 几护 。 ,

则 当: 充

分小时
,

积分 (1
.

8)

I== r
l 召(X e o so + 犷 sin 口)d o

= ,

{兰一嘿擎璧单主哄共一d0
Jo r 价功二欠口)十 r ,’.

’ ‘

劝
。 + 一L口) 十

’

二

亦必年 。且与 I
。

具有同一符号
.

其证明方法
,

与证明定号函数加上高次项后其 符号 保 持不
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变所用的方法完全相同
,

故从略
.

然后
,

再利用定理 1
,

即可得到本定理的结论
.

下面举例以说明上述定理的应用
.

显然
,

上述定理所述的判别方法对一次奇点与高次奇

点是同样适用的
.

不过
,

为了便于比较
,

我们这里采用了〔1 】中 p
.

87 所给出的例子
,

即

d % _
.

刀
-s

一

万了 ~ , 一 万
汤

(G )
d 夕 _
一 1 1

-

一 一 汤 ~ r
a 不

Z a x Z
, 一刀夕

3

2

首先
,

很容易算出
J

/ a 一 3刀 a
·

于
-

r L人 e o s 口十 Y s i n 口) = r ’

l一一下一
一 -

一一一石

\ 己 6

旦一
4“

)
下 面

,

分为两种情况
.

l
.

a 今 3刀 此时可求得

1
4
一

}
一

!

,“ + r “

功
6 (口)+ ⋯

, , : (刃。0 5 0 + I
/ s in o)

。。

一厂
- -

一 一。 。

2 ,

/ a 一 3刀 a + 刀
,
月

\
, ,

l

—
二下~

一 一一 二了 几

一 CO S 4 口 la 口
o \ 吕 匕 /

注意到此时 召 为定正
,

定焦点
.

令
(a 一 3刀, 今 o

故由定理 7 知
,

当 a 一 3刀< 0 时为稳定焦点
,

当 a 一 3夕)
、

o 时为不稳

2
.

a = 3刀 此时可求得

3一2
祥二

—
涛 / 1

r z
+ r 4

答 ( e o s 4口一 止
、

s in 4口一
乙 \ 4

_ , n n .

7
万In 乙口 月- 一二一

吕)
+ ·”
‘

6 (“’+
‘

”

又在 a = 3刀 情况下

_ , v _ _ _ 刀 . u
_ : _ 。、

_
_ ‘

刀
_ _ _ 月D

, 、了 l ‘u 乃 口 刁一 i 。 孟ii u j一 一
,

~

石 七 U 含 任v

‘

因而

_
。 ‘

刀
_ _ _ 月D

—
夕 ~

万
~

L U 合 任U

Z

r “+ ,
·

‘

粤f
。。5 4 0
一李

。*n 4。一 李
、*n Z。+ 子

乙 \ 4 乙 吕

一汀O一一
了上

_
, :

刀
_ _ , , 。

—
I 卜二, ‘U 口任 U

艺
, . _ ,

刀 /
_ _ _ J o

l
_ , _ , 。

3
_ ,

初
.

7
1 -[

.
了

.

万 龟 ‘U 》 任U
一 一了 、 1 11 任 t7

一 气万 5 l fi 乙口
.

宁 不二

乙 \ 4 乙 己

住意到当
r
充分小时

,

有
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1 + 一

夸(
。。5 4“一

含
·‘· 4“一

普
S ‘· 2“+

普)
一
卜嗯(一

4“一

含
5 1· 4“一

普
S *· 2“+

叠)
+ 一

譬
, “”)

,
4
一

}:
‘

[卜嗯(
。。 5 4“一

奋
S *·4”一

普
S , · 2“+

普)
+ 一

譬
‘

4

‘“,

一 ](一普
。。 S‘“

)
d “

可见
,

当 r

定焦点
.

_
_ ‘

刀
2 _ . 门 , 一。、

一
, 万

一“ ~ r 口、 , ,
级

充分小时
,

必有 几> 0
, 又此时 拜为定正

,

从而 由定理 7 知
,

此时原 点 为不 稳

所有上述结论
,

与【1 〕中的结论是完全相同的
.

顺便指出
,

对于一
、

二两节中所述的问题
,

显然也都可以用本节的方法作类似的处理
.

参 考

秦元勋
,

《微分方程所定义的积分曲线》 (上册)
,

文 献

科学出版社
,

(19 59)
.
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A七str a e t

In this a r t ie le w e in d ie a t e d th a t a ll the Pr o ble fn s
.

s u eh

d e t e r m i n a tio o o f th e s t a b ility o f lim it

a s the ela s s ifie a tio n o f the

s in g u 土a , p o i n t a n d th e e v e le c a n b e s o lv e d b y t h e

a PP lie a t io n o f th e in t e g ra 二 fa e to r
.
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a n d

th a t

fo e u s
,

w h ie h 15 a pp r o p r ia t e fo r th e sin g u la r p o in t o f th e

th e h ig h e r o r d e r
.

fo r d e e id in g th e e e n t e r

fir s t o r d e r a s w e ll 。 ,


