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摘 要

本文讨论了一个主星体带环的平面圆型限制性三体问题的可能运动区域
,

给出了第三体的运

动方程
,

并得到下面一些结论
:

( 1 ) 秤动点的位置依赖于系统的参数 烤 环的内
、

外半径
a

,

b ; 两主星体之间距离 l; 以

及环的质量与带环主星体与环的总质量之比e
.

当
。 ,

b
,

l
,

口一定时
,

秤动点的个数随拼变化
,

最多

有五个 最少有三个
.

此外
,

三角秤动点与两个主星体的构形是等腰三角形
.

( 2 ) 当
a ,

b
,

1
.

0 一定时
,

给出了系统参数拼的一个变化范围
,

当“在这个范围内时
,

第三体

可能运动区域的结构与通常意义
一

F的平面圆型限制性三体问题的相似
.

一
、

引 言

平面圆型限制性三体问题是天体力学中著名问题
.

两百 年 来
,

许 多人
,

例 如 Eul o r ,

Lag ra ng
,

,

Ja co bi
,

Hi n
, Po in ca r。 等对它都进行了深入的 研 究

,

形 成 了 一 套 理 沦
.

Sz
ebe he ly 在他的著作 〔1j 中

,

对这个理
:

仑作
一

f详尽的叙述
.

无论在天体力学的理 沦或应用

中
,

这个问题都具有重要的意义
.

但是过去在处理这个问题时
,

天体都被视为质点
.

近年来有人考虑过扁率对这个问题的

影响〔2 ’
.

鉴于目前观测已经证实除土星外
,

天王星和木星也都带有光环
,

所以本文准备讨论

一种有环参与的限制性三 沐问题
,

研究环对这个 问题的影响
.

以下用尸
: ,

尸
: ,

尸
。

表示所研究的三个体
,

其中
:

尸
J

带有环
,

环是圆形的
;
其中心在尸

二的质心
_

L
;

内外半径为
a ,

b
:

质量分布均匀 尸
1

及

其环的总质量为m l ,

环的质量为em
l ,

这里O< 0 < 1 ,

并且设口是一个小量
.

尸
:

不带环
,

质量为 m Z ·

尸
,

不带环
,

质量为跳
,

而且m 3

远远小于m ,

和 “ 2
.

并且我们作下面几点假设
:

( 1 ) 不考虑 尸
; ,

尸
: ,

尸
:

的形状
,

把它们视为质点
.

同时
,

不考虑环的厚度
,

并规定 当

董金柱推荐
.
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口二 o时
, a 二 b一。

;

反之亦如此
.

( 2 ) 忽略尸
3

对尸
,

及其环和尸
, 的影响

.

故可设 m 3
二 0

.

(3 ) 在问题的处理中
,

环的形状及它相对于 尸
;

的位置保持不变
.

本文想解决如下问题 : 在上述假设下
,

当尸
, ,

尸
2 ,

尸
3

及 尸
:

的环都在同一个平面内运动
,

并且尸
l

及其环和尸
2

绕它们的公共质心作圆运动时
,

决定第三体 尸
。

的可能运动区域
.

所用的方法参见〔1 ]
.

二
、

运动方程和积分

先求环对其所在平面上一点尸的位函数 犷,

这里仅讨论尸在环外的情形
.

没
〔,
为环的面密度

,

是常数
;
夕烧

;

为环的质量
;

a ,

b 为环的内外半径
; ‘为引力常数

:
R 为 尸点到

环中心距离
,

R > b> a ,

参看图 1
.

则
:

G 己烧

P

一 G 二}
2 ‘

、,

}
“ 。

J O J
。 八了

r d r

顶乞平户而弃不丽赢
一一

夕

一 G 二

{:
“
“,

{:愈
p

·

(一 , )
(宁)

“

“ “·

这里 尸
,

(co
s
神 是 L e ge nd

r e
多项式

.

注意逐项积分

后展开式中奇数项都为 。 ,

直接计算得
:

G e阴
,

R

、
一

暨
l

纂川
一 十 一

旦创塑嗯雳燮鲤工
十 。

(声

。 / 1 、
, 卜

_

卜 , , _

一
二 , , ,

_ 一_
, .

_
、 , _

_ _
、 _

_
_ _ _ / 1 、

口 、
一

灭厂 , ,
一

、衣从
“
一 。井峪四脚有 坝阴相

·

兰允小充分接近”时
, U
又浦二少是小 量

,

故可取 厂的

前六项进行讨论
.

当然这样得到的结果是所研究问题的近似解
.

以下我们用
:

G 口
, , ; 、

尸

G 户阴
!

(b
么
+ a Z

)
.

3 G 乡,花

一
-

一欢专
〕

一生一十
-

—一一
述 11

-

(b
‘
+ a z

b
Z
+ a 4

)
R J尸5 (2

.

1)

作为环对尹
一

外 一点尸 的位函数
.

2
.

运动方程

设 。 ;
十。

:
一 工; 阴2

/ (m
,

斗
一

二办二热

3 6。
‘

一

卜a Z
b
’一{ a ‘

)/ 弓4 1
‘
= 刀

; : 为j
, :

及其环
、

川 = 1 + 3a + 5刀= l+ 3护

这里 3丫~ 3 a 一

卜5刀
.

注意
, a ,

刀
, 下都是0,

l 的函数
,

至少是口的同阶小量
.

G 一 1 ;
P

,

与尸
2

的距离 I二 1 :

叮护

尸
。

绕它们质心作圆运动的角速度
,

ly

a ,
b

,

I

卜a Z

)/ 3 1
2
= a :

不难推出
:

P , (戈
,
y )

以 尸
,

及其环与 尸
:

的质心为原点
,

尸
:

到尸
,

的

连线为 x 轴
,

引入旋转坐标系
。一 x 夕,

其绕。
旋转

l

沟

角速度为
n ,

则在这个坐标系中(图 2 )
:
尸

, ,
尸

2 ,

尸
。

的坐际分 别 为 伽
,

O)
,

(月一 1 , 0 )
,

(x 沼)
.

P
。

的

f I t l
2洲Lr\

三生
J ‘

匕
P :

(仁一 1
.

0 )
0 P i

(林
.

0)
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运动方程为

矛无一2ng
一众

t 乡+ Z n 轰 = 招
,

(2
.

2 )

黝 侧
二 , 。) 一夺、 + 。2

卜件些十咬丫正护奥掣。
+ 粤十答

。(; 一。)

‘ , 1 , 1 , l , 2 ‘

n Z 。 , ‘ . 、 ,

⋯
, , .

1一拼
.

a 〔1一召)
.

刀(1一拼)
.

“

石万 L气1 一户少r l ~
月

~
仔r Z 一

」寸
.

一一下一
-

一一十
.

一 ~ 一 万一 一 十一
一一蔺

一
一 ~
卜—乙 r 1 r a一 r a一 r Z

(2
.

3 )

r l
二斌 (二 一 “)

, + 9 2 , r Z
= 澎 (x + 1 一“)

,

石
乏

而且 : :

> 石
,

这里 石~ b/l
.

3
.

运动方程的积分

由(2
.

2 )式可得方程的积分
: 护十夕

2
二 2口一 C

称为 Jac o bi 积分
,

C 表示积分常数
.

4
.

方程 (2
.

2) 与通常的平面圆型限制性三体问题运动方程的差别之一是
:

(2
.

4 )

前者 没 有

后者关于 。一

合
的对称性

·

因止匕
,

下面的讨论限制 ; 在〔“
, , 」上变化

·

这里强调指出 ““
,

因为 “= 1 时
,

就不存在环 的影响了
.

三
、

秤 动 点

在这节和下节中
,

我们先不考虑方程 (2
.

2) 中的条件
: rl > 艺

,

来 研究这个方程

1
.

方程 (2
.

2 ) 的秤动点满足
:

{
豁

一 。

男一
。

或

n Z 戈一
(1一 月)(

二一 拼)
r 一3

丝(l , 心介一召) _ 5刀(1一召)(茎二 月)
r 1 7

可
二 + 1一 拼)

r 2 3

(3
.

1)
_ , _

(1一拼)夕
“ 一

夕一一几 万
~

-

, l

3 a
(1一召)刀

r 1 5

5刀(l一 拼), 拼刀 _
八

只

— V
r Z -

o

)
!

2
.

下面讨论方程 (3
.

1) 的解
.

若 y 尹。
,

则有

一一
拼

一叮一

n :
_ 工里创Q 3 a

(一拼) 5刀(1一 拌)
r 一7

据此
,

由 (3
.

1) 的第一式得 :

l
,

3a
.

5刀 1

不
百 个不

石 卞又
币 一
刀
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从而有
:

命
一 矛

协
一

+

尔
+

碧一
‘+ 3· + 弓“

(3
.

2 )

(:盂
.

3 )

(3
.

3)式可写成为
。2 : 17

一 : , ‘
一 :‘ar

, 2
一 5声一。

,

这个方程的系数列 汉有 一个变号
,

据 D e s o a r te

法则
,

方程最多有一个正根
,

易见这个正根为
:

r 一= l

利用 (3
.

4 ) 式
,

由 (3
.

2) 得

:
(二 + z一 拼) = (l+ 3下)

一 2 , s

(3
.

4 )

令

代入上式得
:

1 1
。

X 二拼一不 一 下
-

几
乙 乙

(3
.

5)

所以

又

(r一 兄) = (1 + 3下)
一“/ 3

元二 2? + O (沪)

二一召一

告
一 , 十。(:

2

)
,

。一士
了下李石石

)
2

一 士

(夸
一

争)
+ 。(, 2

,
·

综
_

L知方程 (2
.

2) 有两个三角秤动点
,

瓜
,

I.s
,

位置为
:

{
、一。一杏

一下+ 。
。

一

gd一
/一n乙

一一身
(‘斗

一

之,
2

二 : ‘
一召一

音
-

, L d

一

丫
, 一、

几
3

一

丫+ 。‘。

!
、

!
打

L

1
尤 L ;

= 拼一
又

艺
三、一

, , 一 天一
: + 。(:

2

)

“

(3
.

6 )

L s :

.

_ _ /二一1 又万
一,

蕊一
_

斌 了
.

, 场一 一心 1 一而 以 十 式j
-

一 一
一 万一 卞

, 任 乙

甘+ O (夕2
)而

一3

若 刀一 。
,

由 (3
.

1) 的第一式不难得到三
一

个共线秤动点 (参见〔I J) ;

L
: :

(二
: , , 0 )

, 二: ;

在和一 2 , 那一 z)之中
.

L
: :

(x
: : , o)

, x : 2

在伽一 z , 召)之中
.

L
, :

(二
: , , o)

, 二乙
,

在和
, 拜+ l)之中

.

可以用「2 〕中方法给出 几
: , x 切 ,

丸
3

关于 召, a ,

刀的级数表示
.

3
.

定义 r ,

(么)一 } 二 : 一召 !

r Z

(云 ) = {二
:

+ 1 一召 }
(i= 1 , 2

,

3)

: 2

(L
,

)
, :

』

(L
:

) 随 几单调增加
.

卜 (乙J }喧 那 单调减少
,

对于 亡
,

, 。,

满足
:

、少、,广、Jj,土Q白11
子

‘
、

、了
毛z月‘

性质
:

证明
:

八U
一一

拜
一

时+
(z 一拜)

“ “

卜一五玄一卞

3a (l一召)
r 一4

5口(z 一娜)
r 一d
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这是 由 (3
.

1) 中第一式令 夕二 o 得到的
,

注意这里的
r , , r :

即是
r :

(岛)
, r :

(几)
.

关 于几
2 ,

x : 。 的情形也一样
,

下面不再重复
.

因为 x = 一; 一 z 一 r Z , r ,
二 z + r : ,

则有
:

八U
一一

此
.

一
.

2
|一r

+
, :“

(召一 l一 r Z

) +
l 一月

. 3 a
(r一拜)

. 5刀(l一 拜)
了丁 飞 、 , 一

门 , 一一了
-

一
、 月

一
~ r 一丁二厂一1一一

,

芍矿
气1 卞 r Z夕

一

叹1 十 r :少
’

气1 十 r Z少
“

对 拼求导得

n Z
一。众介

-

nz+ 哥杯多
十

_ 5刀
咬

~
石~

—
一

李 二 一 一一 一屯石 〕
-

少
’

LI 一 r Z少
”(z +

: 2

)
书

一Z a
(1一 月)

.

3 0刀(l一 群) 2 1:

十 一7 丁 i一万凡万一 十
一二下

~

气1
卞

I 之, 1 2
-

> O一一drz一办

(l+
r Z

)
“

所以
r Z

(L
工
) 随 拜单调增加

,

由此可以定出它的变化范围
:

。
一

_ _

, ; 、 , :
厂万一

_
,

⋯ 。 ,
.

朴
”、

r “

沙
‘, 久V l千息丽一

1 一 犷宁 口、r 一
,

对于 八
,

与 L
,

相仿
,

有 丸
2

满足

八U

一一
召一
.

2
护
-

r

一
(r一召)

“ 汤个一 汽恋
-

一

3 a (1一召)
r 一4

5刀(z 一召)
r 1 6

刃�.z)

因为

所以

戈== r Z
+ 拜一 1 , r l

= 1一 r , ,

( 1一
(r

2
+ 召一 l) + 诀

竺 一

于
、1
—

, 2

3 a ( l一 召)

( 1 一 r Z

)
‘

5刀( 1 一召)
勺. 一 矛丁

~

一丁,下下 -

、1 一
r Z少

-

拼
一 - 下

~

二二 U

对 召求导得
:

d r :
_

一

舀再一

1
万丁一 丁一凡万

.

十
气i 一

r Z少

3 口

( l一 r :

)
略

5厅
l一 r Z

l
十

一

万了
-

一 n .

了 2
一�召+一�

舟 }留
+ 2 Za ( 1一

( 1 一 : :

因此有

3 0刀( 1一 拜)
.

了 _ _

凡7 - t~

欠工一
i 以

r 2 3

由
r :

所满足的方程知
,

召尹 1 时
, r Z

< 1
,

粤
> 。

a 拜

所以
, , 2

(岛) 随 “单调增加
,

由此可以定出它的变化范围为
:

。、·2

( : 2

) <
别森

一卜 : + O ( : 2

)

( 2 ) 对于 L
。,

x : 3

满足

。2 二-
一

I上卫工一卫旦。二些工一j 旦。二业 一
典一

。

因为

所以

r ;
= 戈一拼

,

几= 1 + rl

(l 一召) 3 a (l 一拼乏
_ 5刀(l二些) _

卫
一

-

_ 。

“
一

Lrl 个曰 一一不「一一一一五丁一
-

一
一

r : ‘

一 (l +r
:
)

2
一

’

对 户求导得
:

一价一

命
一

架
-

再票育亘补映卿4

5刀
.

1
二一而一 , 门 几不不1

~

二下而
.

r l 一 气i ~ 1~ T l ,

丝旦粤乒且
一

十二攀牛丽
丁1

’

、1 .

1
. .

, l /

dra一办
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由 r :

所满足的方程知
, 拜并 1 时

, , ;

笋。
,

因此有

d r ,

,

一j 下 魂交
、

U
“挤

故
, ,

(几)随 “单调减少
,

而且有 o < : ,

(岛)‘ 1
.

4
,

据上面的结果
,

若考虑
r ,

> 了 ,

则方程(2
.

2 )最多有 五个 (当 , 1

(几)> 不
, : :

(几)> 不

时)
,

最少有三个 (当 r ;

(几)< 不
, r ,

(岛)< 石时) 秤动点
.

与通常的平面圆型限制性三体问

题相比
,

共线秤动点的个数有些变化
.

此外
,

三角秤动点几
、

L
。

与主星 体 尸
: 、

尸
:

的 构 形

不再是等边三角形
,

而是腰为 1 底为
。一

2,3 = l 一 , + O (沪) 的等腰三 角 形
.

由此 知
,

当氏

a 、

b 变大时 (在一定范围内)
, v 跟着变大

,
L

4 、

L
。

将向不带环的主星体靠近
,

而 与 带 环

的主星体距离保持不变
.

四
、

Q (x
, y )的 性 质

性质 I 口 (
二 , y )= 口 (x

,

一y)
,

即 口 是关于 x 轴对称的
.

这条性质是显然的
.

性质 I ( 1 ) 口(x
, y )在 L

4 ,

L
。

处取得其最小值
.

( 2 ) L
, ,

L
Z ,

L
:

是 口(二
,

刃 的鞍点
.

(3 ) 1im 口(二
, 夕)= + co

,

lim 口(二
, 夕)= + co

,

lim 口 (二
,

夕) = + 00
.

r , 的 r i o o r Z o o

一
32

一
r

一一

一一
rlv

一

证明
:

(l) 令

习
、

一 。2二 _ Q二兰虹兰二三) 3 a (l一 召)(二一召) 5刀(l一拼)(x 一 拼) 拼(二 + 1一召)

= g (x
,

夕)

“
,

一 ,

【
。2

- (1一“工
r l a

3a (1 一拼) 5月(1一 “) 拼

r 2 6 r 1 7 r , 3
= 夕f(二

, 夕) }
(4

.

1)

.
矛
J

一梦口一门 口_ ag

“”一
~

a牙
, 口

: , 口

口劣
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当 丫一 。时
,
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。 + 邓)
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,
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第三体P 3 的可能运动区域

1
.

第三体 尸
:

的可能运动区域是 二夕平面上的点集
:

R 二 {(劣
, 夕) ! 2口(x

, 夕)>
c , r l

> 或}

这里
‘ 由第三体 尸

,

在旋转坐标系中的能量决定
.

满足 2甜(二
,

刃 = 。的曲线称为零速度曲线
.

2
.

记 2 口(L
、

)=
e

(‘= l , 2
,

3
,

4
,

5 )
.

对给定的小量 y ,

当 。( 拌( m in 伊气刃
,

召料 (乃 卜二户气乃时
,

据第四节性质 正有
:

e 。= e ‘( c s

( e ;

《 e Z

再根据 口(x
,

刃的其他性质和条件
, ,

> 丈,

可以作出各种能量情况下第三体的可能运动区域
,

参见〔1 」中第四章
.

除了考虑环的形状外
,

可能运动区域的结构与通常的平面圆型限制性三

体问题的相似
.

具体的图形参看〔1 〕中第四章相应的图
.

3
.

可以 证明 : 当 尹气灼簇群簇尹(v) 时
,

有

c 。二 e ‘( e ;

( e 。《 e :
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这时可能运动区域的结构与 2 段中情况类似
.

4
.

其余情况不再讨论
,

因为在实际问题中
,

这些情况不会出现
.

但可以肯定
,

相应的

可能运动区域的结构会出现和一般的平面圆型限制性三体问题的不一样的情形
.

六
、

结 论

与通常的平面圆型限制性三体问题相比
,

本问题的结果和它有如下差别
:

或更小
.

的
.

“ ) 运动方程不再具有关于 。一

奋
的对称性

·

( 2 ) 秤动点的个数是变化的
,

最多五个
,

最少三个
.

( 3 ) 三角秤动点与 尸
; ,
尸

:

的构形不再是等边三角形
,

而是等腰三角形
.

相同之处是
:

在 O< 拼成召权乃范围内
,

可能运动区域的结构相似
.

对于土星与天王星
,

它们相应的 0 如下
:

人~ 1 0 一 6 ,
0天王~ 10 “ . ,

在有它们参与的限制性问题讨论中
,

环的影响可按上面方法处理
,

但影响是很微弱

本文是在郑学塘
,

贾沛璋两位老师指导下完成的
,

作者对他们表示衷心的感谢
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