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起了重要的作用
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为周期的
.

设有一列周期函数

F
,

(t)“ 乙
a
二
‘、 e x p (公

n r , t)

其中
r ,
二 乙

n
歹
‘’r
沂
‘, , n

尸为整数
, r
歹
‘,
为有理数

.

f, 1

又假定lim r
歹
‘, = 。

, f一 1 , 2 ,

⋯
, 脚 ,

那末
J

.

, . ; ‘

F
,

(‘)一 乙
a
孟
‘, e X p

(in 艺
n
厂
‘’r厂

‘, t = F
、

(
r
万
‘, t, ,

丁
, , r,

⋯
, r
厂

, , t)
、、l了

‘ = 1

F (
u ; , u : ,

⋯
, u 。

)对
u ; , u Z ,

⋯
, u 。是以 2 : r为周期的

.

有子函数列收敛于拟周期函数 F (。
, t , 。 Z t

,

⋯
,

。。

O
,

在适当的条件下
,

可以证明 F
,

(O 具

把这关系式写为下面的引理
.

, ,

::
引理 3

.

设有周期函数列F
,

(r)二 F
,
(r歹

‘’t
, r
夕
2 , t ,

忿二二

尸
.

1
,

2 ,

⋯
, 。 ,

F
,

(
u , ,

(u
: , u : ,

⋯
, 。。) 〔C ‘r , , :

以2 , 二 , u 。

) 是

= : + 2 (。 + l)
,

林 l , u Z ,

!D ‘F
,

r
夕

, , t)
, r少

‘,

为有理数列
,

lim r
歹
‘, = 。

, ,

u 。 的 以 2 二 为 周 期 的 周 期 函 数
,

⋯
, u ,

) }( M
,

}}h }1成
T ,

M 是个

常数
,

r }
“, t ,

双2 ,

它与 人= (h
, ,

h
Z ,

⋯
,

h
二

)
,

j
, u ; , 。, ,

⋯
,

(
u 工 , u Z ,

u。 无关
, 那末存在子函数列 F ,

,

(
r
厂
’

t,

, : }
沉 ,

O
,

在任何有限区间上一致收敛于拟周期函数F (。
, t , ,

。。 t)
,

F (
u : ,

, , .

)对
。 , , 姚

,

⋯
,

嘛是 以 2 二 为周期的
,

而且 F (
“1 ,

叽
,

,

二 , 〔C (s少
.

证明
:

可 设

F
,

(t) 乙
a ;”

。 x p (‘(寿
l r 夕

‘,
+ 庵

Z r l
Z
、

+ + 态
。 r {

“ ,

)t)
,

庵= (庵
, ,

庵
2 ,

⋯
,

庵
。

)
,

由于

假定 !D
人
F

,

(
。 , , 二 ,

嘛 ) }( 汀
,

{{训 一。
,

1 ,

2 ,

⋯
, r - 如引理 2 的证明中所推导的

,

知

一叭一

}a乏
, ,

}( M l{k }}J
丁 ,

乙 Ja李
‘,

}( C
。

(m )l
一 ‘, + “,

(3
.

3)

}J寿{
。~ l

= 口 ; s }}寿{{
。
= o , i , 2 ,

从
、胜

.

了

万

巾了口.、幽

a对数列 {试” }可用对角线方法
,

可以得到数列 j
,

使 h m

] 净 OO

(3
.

3)得

兄 ja !( C
。

(
。 :)l

一 ‘“ + 2 ,

方左J{
。
二“
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lim F j (t) = 乙
a、 e x p (‘(h

, 。)t) = F (t)
] ;

分 O( )

在任何有限区间上一致收敛
,

且F (O 任C (s)
.

四
、

Flo q u e t特征指数

考虑上面 (2
.

1) 的周期线性系统

令
一A (, )。

,
A (‘+ T , 一A “,

(2
.

1)

设F (t)是它的基本解方阵
,

令 y
一 ’

( o )Y (T )=
e x p (B

o
T )

.

叫B
。

的特征根为 (2
.

1)的 Flo q u e t

特征指数
.

很容易指出Fl oq ue t特征指数具有下面的性质
:

( i) Fl o q u et 特征指数跟基本解方阵 y (O 的取法无关
.

(ii ) Fl o q u et 特征指数跟以T 为周期的周期线性变换无关
.

事实上当 B
。

的特征根为 刀
: ,

刀
: ,

⋯
,

刀
。 ,

而Y
一 ’

(o )y (t)的特征根为占
;

(t)
,

占
2

(t)
,

⋯

占
。

(t)
,

取 d
,

(t)为 t 的连续函数
,

则有

刀
,
一
{瑰了争

,。g d
,

(‘T )
,

, 一 , , 2 ,

一
”

·

现在要从这角度进行考察
,

把周期线性系统的 Fl oq ue t 特征指数根推广到拟周期线性系统

李
一 A‘。

1‘, 。2‘,
·

一
‘, ‘

(4
.

1)

其中 A (
u , , 。 2 ,

⋯
, u 二

)对 晰
, 。2 ,

⋯
, u 。 是以 2二 为周期的

.

为了说明定义 (4
.

1 )的Flo q u e t

特征指数根的合理性
,

可先证明下面的引理4
.

引理4
.

设(4
.

1 )的 。 ; , 。 2 ,

⋯
, 。。 满足7 (3

.

1 )
,

同时假定(4
.

1 )的 A (
u l , :‘2 ,

⋯
, u 。)

〔e (, ) , : = (万 + 1 )
二 0 , : 。

== 2(。+ 1 )
,

万 == 冬
n
(
。+ , )

, 。 为(4
.

1 )的阶数
.

设x (, )为(4
.

1 )的
一 “ ’ 一 尹

2
、 ’ 一 产

”
’ ” - - - 一 ‘ ”

’

~
-

一
、 z

“
、 -

一
产 一 J

基本解方阵
.

X
一 ’
(o)X (t)的特征根为各

;

(t)
,

j
Z

(t)
,

⋯
,
占
”

(t)
,

要求 d
,

(t)为 t 的连续函数
,

j= 1 , 2 ,

⋯
, n

.

则有与基本解方阵取法无关的数
,

几
,

刀
: ,

一
,

刀
二 ,

使

刀
‘

= lim
了 一. 亡。

其中数列 t ,

服从关系式

lim
t了峥 。

10 9 占
‘

(t
,

)
, i= 1 , 2 ,

⋯
, ”

.

(4
.

3 )

(。
, t , , 。 : t , ,

⋯
, 。 , t j

) = (0
, 0 ,

⋯
,

0)(m
o d Z二) (4

.

3 )

证明
:

取有理数列打
”
使 li m :

尸 = 。
: , s二 1 , 2 - 。

.

其次考虑周期线性系统

d x
‘ ,

.

、 , , 、 , , , , 、 . , 。 、
.

,
_ 、

_

、

丽 = 丑
‘Lt ) % , 月“t少= 月Lr ; “ t , r ;

‘’

t , “” r ;
一

’

t ) (4
.

4 )

这时A
,

(t )是才以 2 二 /r
,

为周期的周期方阵
, r ,

为某有理数
.

为方便起见
,

可取 (4
.

1) 的基本解

方阵X (t )
,

X (O ) = E
,

取 (4
.

刃的基本解方阵 X
, ‘幻 ,

X
,

( 0 ) = E
,

E 为单位方阵
,

由于引

理 3 知道下面的极限

lim A
,

(t) = A (。
It, 。 : t,

⋯
, 。。 t)
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在任何有限区间上一致地成立
,

故得

lim X
,

(t) = X (t)

同时此极限也同样地在任何有限区间上一致成立
.

从引理 1 知道存在酉周期方阵 Q
,

(O以 T
,
= 2 二/r

,

一 l

行变换
之= Q

,

(t)x ,

可得

(4
.

5 )

为周期的
,

且Q
,

(t) 〔C
‘r 干 ”

.

对 (4
.

4 )施

d Z 。
, . 、

一万玉 = 七 j气犷, 之
“ ‘

(4
.

6 )

C
了

(t) 〔C “
, ,

C
,

(t)是 t 以 2二/
r ,

为周期的三角型方阵
.

从引理 3 推导了下面的关系式
:

(甲)
、

(乙)
、

。 , 二、
_ d西仪O 。 ‘

八
.

二
, , 八 , , 。。 , 八

灿八勺 一
一

一一一j 玉一
一一

一一

W 八 . 门,

呵 i 、‘ j
‘, s气丢

j呵八 .
“ ‘

(4
.

7 )

亡贯(t)== 口季(t)
d Q

d t

(t)
+ 口萝(t)A- 亨(t)Q

,

(t) {
由于 l{A

,

(t)}}( M
,

从引理 1 指出{}C
,

(t)}}镇 3M
,

即 C
,

(t) 为一致有界
.

因之从 (甲) 得到

d 口萝(t) {{

( }IC
,

(t)口亨(t){}+ 1}口萝(t)月
,

(t)11簇4M

d 口萝(t)
肠IJ 一 一 石

“乡 四李工
为一致有界

U ‘

再从 (甲)
、

(乙 ) 推出

景
一

(e
,

(, ) + 。: (才)卜 层
(。: (才)(“

,

(才) + 厂 : (‘))Q
,

(‘))

为一致有界
.

注意到引理 1 的证明
,

指出(2
.

2 )的 C (O 的对角线元索的虚部分是常数
,

故得

丝旦少工1⋯二州}-

d t }1 2 1{

d C
,

(t)
d t

d C萝(t)
了一一一面了—U ‘

因之止
d C (t)

为一 致有界
,

从 A (t) 〔C
‘r , ,

同样地推出D , ,几, , C
,

(t)
,

1}h }卜 o , 1 , 2 ,

⋯
, 二 ,

D 11
5 }IQ

d t

(t)
,

}!5 11= 0 , 1 , 2 ,

⋯

的条件
,

故有正整数子列 {j
。

}
,

,

(
: + z )为一致有界

,

所以C
,

(t)
,

Q
,

(t)满足了引理 3 中F
,

(
u
)

使下面的极限在任何有限区间上一致地成立

lim Qj
:

(t)二 Q(t)
,

lim C j (t)= C (t)
]

:

呼 . 了:

咔 。

Q(t)二Q(。
It , 。 Zt ,

⋯
, 。二t)

,

为酉拟周期方 阵
,

C (t)= C (。
It , 。 : t ,

⋯

周期方阵
,

C (t) 〔C (N
T 。) ,

Q(t) 〔C (N 丫。+ 1)
.

对(4
.

1)施行变换
, z = Q

一 ‘

, 。。

O 为三角型拟

(O劣
,

则有

奈
一 C“,

“

(4
.

8)

此可证明如下
:

从 (4
.

7 )得

Q夕少(t)2 2 (‘) = Q歹少( 0 ) + C]
‘

闭 q 少闭 Z , :

闭击

上面说过Q j
:

(t)
,

C j
:

(t)
,

Z j
:

(t) 在任何有限区间上一致收敛 于 Q (t)
,

C(t)
,

Z (t)
,

故得
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Q
一 ’

(‘)Z (‘)一Q
一 ‘

(o) + {
。
C (

‘)Q
一 ‘

(
丁
)Z (

‘
)“

‘

此即表示 (4
.

8) 成立
.

对(4
.

1) 的任何基本解方阵X (O
,

可取 (4
.

8) 的基本解方阵 Z (O = Q
一 ’

(OX (t )
,

可表达

X
一 ’

( o )X (t) = Z
一 ’

( o )Q
一 ’

( o )Q(t)Z (t)

= Z
一 ‘

( o )Q
一
‘

( o )Q(才)Z (才)Z
一 ‘

( o )Z ( 0 )

其次注意到 (4
.

5) 的 C (O 为三角型方阵

C (t) ~

c 1 1

(t)

e Z :

(t)

e .
(t)

那末 Z (t )Z
一 ’
( 0 )可表达为

Z (‘)Z 一‘。)一 E +

!;
C (

·
)d

· +

};
d ‘

!

}:
’
C (‘

t

)C (‘
2

)d ‘
2
+ ⋯

二 p

({;
⋯(

·
, “

·

)
由于 Q(t) = Q(。

, t , 。 Zt ,

⋯
, 〔。。 t)

, t ,

满足(4
.

3 ) 的关系式
,

那末当 t,
一

, co 时
,

使Q(t
,

)、Q (o)
,

所以

X
一 ‘

( 0 )X (t
,

)一 Z
一 ‘

( o )(E + o ( 1 ))Z (r
,

)Z
一 ‘

( o )Z ( o )

又因为 Z 仪)Z
一 ’

( 0 )的特征根为

的特征根为

。x p {}
‘’。‘ ,

(二)、:

)
\J n /

~ i
,

2 ,

⋯
, 。

.

故得 尤
一 ‘

( 0 )X (t
,

)

一 p

({:
’

一(
·
)d

·

)(
‘+ ·

(‘,
)

,

c , ‘

(t)为拟周期函数
,

且 e 、‘

(t) 任C (N 丁。) ,

故有刀
‘

使

= 1
, 2 ,

⋯
, n .

lim
t ,

兮冈

1

不
‘0 9 0 ,

L丁‘少- lim
t

,

~
c。

t , 。‘

(
: )、: 一刀

‘, *== z
, 2 ,

⋯
, n

.

此即表示 (4
.

2 )成立
.

同时也从上式得到 刀
, ,

八
,

⋯
,

刀
。

与基 本解Z (O的取法无关
.

事实上只要C (0 CC “。, ,

就可以保证极限

1 〔t
,

黑下
~

}
。 c “、了, a :

存在
.

为了建立下面的定理
,

才要求 理(
。 , , :‘: , ·

⋯ 。,

) 〔c( N+ 卜 、
,

即c (O ‘c (N
‘。)

.

总之

只要 月(
“、, : ‘: ,

⋯
, 。。

) 任e (Z T 。) ,

数列弋t
,

}服从关系式 (、
.

3)
,

常有 刀
: ,

口
: ,

⋯
,

刀
.

为 (4
.

1)
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的 Ffo q ue t 特征指数
.

定义 当(4
.

1)的月(
u , , 。2 ,

⋯
,

刀
: ,

刀
2 ,

⋯
,

刀
n

为(4
.

1)的 F一o q u e t

。。
) 呀C

‘4 ‘“ + ” , ,

常有刀
, ,

刀
: ,

⋯
,

刀
。

使 (4
.

2) 成立
,

称

特征指数
.

五
、

Fl
o que t 理论的推广

从上面的几节来看
,

(4
.

1) 可以经过拟周期线性变换成为 (4
.

5)
,

而 (4
。

8 )为三角形的拟

周期系统
,

不难看出在适当的条件下
,

(4
.

8 )为可约系
,

因之 (4
.

1) 为可约系
,

(所谓 (4
.

1 )

为可约系是指 (4
.

1) 可以通过拟周期线性变换
,

化为常系数微分方程系)
.

从上面所讨论的
,

要使(4
.

1) 成为可约系
,

需要 (4
.

1) 的须率 。 , ,

叽
,

⋯
,

。。

满足 (3
.

1)

外
,

尚会出现小除数

i乙 k
,

。
,

+ 艺 j
,

刀
,

的问题
,

夕
, ,

刀
: ,

式成立
:

v 一 l 科 . 1

其中寿= (寿
, ,

庵
2 ,

⋯
,

寿
。

)
,

j= (j
工,

j
Z ,

⋯
,

j
,

)是整数向量
,
乞 !j

,

I( 2 ,

I艺 j
;

}( 1
,

⋯
,

刀
。

为(4
.

1) 的 Flo q u et 特征指数
,

因此对我们所讨论的问题
,

尚进一步假 定 下

、

全
、

,

。
二

+

全
,
。

刀
。

{>
、(。

,

刀)

洲
{、}l

‘加一)
)一

(5
.

1 )
, . 1 拼 = l

其中 城。
,

刀) 是正的常数
,

只 跟 。二 (。
, ,

。 2 ,

一
,

。。

) 和 刀~ (刀
, ,

刀
: ,

⋯
,

凡) 有 关 系
.

左= (寿
, ,

存
2 ,

⋯ k
二

)
,

j= (j
, ,

j
Z ,

⋯
,

j
。

)为整数向量
,

}{庵{}一 1左
,

{+ }左
2

{+ ⋯ + }k
。

1并。
,

{鑫
,
·

{
《 ‘

’

乙 }j
,

}簇 2,

关于 。和 刀的关系的详细讨论
,

可参考〔2 〕及 [ 3 〕
.

下面的定理是本文所得的结果

定理
:

对 (4
.

0 的 n阶拟周期线性系统
,

如 果满足了下面的条件 ;

( i ) 刁(
u , , 。2 ,

⋯
, 。。

) 。e
‘·, , : 一 (、 + 1)

T 。, : 。
一 2(m + 、)

,

、一粤
。
(
n + 1 )

.

( 11) 拟周期频率。
l , 。 2 ,

⋯
, 。。满足条件 (3

.

1)
,

这时(4
.

1 )存在 Flo q u e t特征指数刀
: ,

刀
: ,

⋯
,

刀
。 .

同时假定(5
.

1) 成立
.

那末 (4
.

1) 是可约系
,

也就是 (4
.

1) 存在拟周期线性变换
,

把 (4
.

1) 化为常系数的线性微分方程系

d 夕 。
二

~
~

j l
~

=
。J 夕

以 ‘

其中口为常数方阵
,

同时 口 的特征根就是 (4
.

1) 的 Fl o q u et 特征指数很
,

进一步来说
,

如果

任何拟周期线性变换把 (4
.

1) 化为常系数微分方程系

奥一。。

a 奋

则口
“

的特征根一定是伪
.

1) 的Fl oq u et 特征指数根
.
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证明
:

当 A (
。, , u Z ,

⋯
, u。

) 〔C
‘” , 二= (N + z )

: 。, 二。= 2 (m + ] )
,

引理 4 指出可以经

某拟周期酉变换把(4
.

1) 化为(4
.

5)
,

因此只证明定理对 (4
.

5) 成立
.

可把 (4
.

5) 写为

令一
(, )一 + 一(‘)一 + ⋯ + 一(‘, 二

c Z :

(t)
2 2

+ ⋯ + e Z ,

(t)
: ,

(5
.

2)令一八

、

万了 =

设这系数方阵C (t )的平均方阵为

c .
(t)

: ff

。
, .

I f
’。 , 、 ,

灿= :男了{
。七 L了川

r

由于上面说过c (t) 〔c ‘, 一 , ,

故 c (t)一。的不定积分

{:
(C (

了
)一 。)“

·
为拟周期的

,

可设

f 才

e “

(t)

如四
、

所说的
,

(5
.

2 )得

一刀
‘
+ f

‘

(‘)
, g

‘

(‘)一 }
。

f
‘

(
‘
)d

“
一 ‘

, “,

一
n

·

(5
·

“)

这里刀
1 ,

刀
2 ,

⋯
,

几是 (4
.

1 )的F lo q u e t特征指数根
, 夕

‘

(r)为拟周期函数
,

从

: 。

(t)二
二。

(o)
e x p (几t+ 爪(t))

取拟周期变换y
,

二人e x p (一岛(t))
,

那末

(5
.

4 )场几一一
y一介内一d

为常系数线性微分方程
,

可归纳假定有
n 一 1阶拟周期正则三角型方阵J

, 一 ;

(O
,

使

(5
.

5 )
\、llesz

关凡几
、、

凡o

、、1.....夕z了于1......几、舜礼⋯几Z‘.....,、、

、产子肠矛‘、

�nJ一一

、、砚......刀活产协珑场⋯

(
一一凤

、、......了/2右」g梦了
“艺

、 /
d l 夕5

1 ~ l

了 }
‘

J
一 ‘J卜 ‘

}
、
夕

: ‘

飞

口
。 一 ,

为常数方阵
,

上面指出口
,
= (几)

,

J
:

(O = ex p ( 一汤( t) )
,

故这归纳假定是合理的
.

现在考虑

d z ,

习于 = “ , ,
( t ) “,

+ “1 2
( t) ‘

:
+ ⋯ + C ; ·

( t ) “
·

其中

= c : ,

( t )

(
5 2

( t )
, 5 3

( t )

z ,
+ 5 2

( t ) , :
+ 5 3

( t ) , :
+ ⋯ + ‘ ( t)玩

= (
c : 2

(t)

⋯
,

C la

s 。

( t ) )

( t)
,

⋯
, e ; .

( t) ) J口
,

( t ) ( 5
.

6 )

参照 ( 5
.

2 )
,

( 5
.

3 )得
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d
一

刁了
一

‘之‘ex p L一 g ,
Lt)) ) == 卢

‘2 , e x p (一 g ,
(t))

+ e x p (一夕
,

(t))(
5 2

(t)夕
2
+ 5 3

(t) ,
3
+ ⋯ + s 。

(r)夕
。

)

令

H
关
(t) = (h

, 2

(t)
,

h
, 3

(t)
,

⋯
,

h
l。

(t))

为待定的拟周期向量
,

施行变换

夕;
== : : e x p (一 g ;

(r)) + H
开 (t)亨

。

(5
.

7)

{
块玩⋯从

/官了...,龟、、

一一O
冲y

得到

d 夕
1

d t

d
J云一 吸2 , e x p 又一 g ; Lt ) ) ) +

了丝少(红
\ d t

+ 、
,
(, )。

: 一 ;

)
:
。

从关系式 (5
.

7)
,

上式可表为

粤二一刀
1。l

+ (亘黑¹ 一口
:

二
, (才) + 二 , ( , )。卜

; + 。, ( , ) ),
。

U 奋 \ “ ‘ /

其中D 铸 ( t ) = e x p ( 一夕
;

( t) ) ( 5
2

(t )
, s :

( t)
,

⋯
, s 。

( t ) )
.

只要证明存在拟周期向量H 叹O使

d H 补 ( t )
d t

一刀
;

H 关 (t ) + H 关 (t )口
, 一 : + D 关 ( t ) = (a : : , 。 ; 3,

⋯
, 。 , ,

) (5
.

8 )

为常数向量
.

从

夕, = : l e x p ( 一夕
,

(t ) ) + H 关 ( t) 亨
。

2322一
, ···( - ·1

( , ) )

一{)
可取

e x p (一 g ,

( t) )
0

H 苦 ( t )J
。 一 1

( t)
J
。 _ 1

( t) )
万了了.、、

一一
、,户

(tJ

显然几(O为正则的三 角型的拟周期方阵
,

而上面y : ,

协
,

⋯
,

写为

夕
.

与
z ; , : : , ⋯

,

‘的关系
,

可

、、、....,户/zl介:
·

z’
/‘了!!l、

、.矛

(t几一一

、、、龟.1..1户
I

gl头

{
直接计算得
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了
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l

州叼
一 “

·

}冲
“

。

一

片
口工2 ’

裁
口

冲
夕

,
y n

而口
。

的特征根为(4
.

1) 的 Flo q ue t 特征指数根刀
, ,

几
,

⋯
,

几
.

以下将证明拟周期行向量11 气O的存在性
:

上面说过C (t) 〔C
‘N r o , , 夕

:

(t)为f
,

(t)的不定积分
,

从引理 2 可以保证

J
I

(t)“
e x p (一 夕

,

(t)) 〔C “N 一 ‘, T o , ,

J
。一 ,

(, )为三角型方阵
,

它的非零元素不超过弄
,
(
。一 1 )个

,

人
一 ;

(t )的元素可以由 c (t ) 中的元
‘

素至多不超过告
一(一

, )次积分而得至。
.

故J一‘: ) ‘C (N
一‘

·‘一‘, 一 ’,

即 J卜
:

(,) 。e ‘一 , ,

从 (5
.

6 )知D
关

(O 任C (”丫。) ,

因之D 气O 的转置向量 D (O的平均向量存在
.
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{
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{
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。
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,
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;

为 口
。 一 ,

的 转置方阵
,

则
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.
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了
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, 2

(O所满足的方程式
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, 2
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,
一刀

2
) h

, 2
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Z

( t )

这时d
:
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从 (5
.

9)
,
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.

10 ) 知 d
Z

( t)的平均值为零
,

所以 d
Z

( t) 为拟周期函数
,

可设

d
Z

(t) = 乙 d (
2’e x p ( i ( k

, 。) t )
儿护 0

那末
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篇
(”

1 2

(‘)一p (一 (刀
1
一刀

2

, ‘, ,

= 乙 d :
2 , e : p (i(k

, 。)t一 (刀
;
一口

2

)t)

可取

入
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(t) = 乙
d三

, ’e x p (f(几
, 。)t)

‘(k
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)一 (刀
,
一 口

:

)

由于 d
Z

(t) 〔C (” T 。),

又从条件 (11)
,

得 h
, 2

(t) 为拟周期函数
,

_

民 h
, :

(t) 〔C (‘” 一 i) T o )
.

可 归纳假

定已经取好了拟周期 函 数 h
t :

(O
,

h
; 3

(O
,

⋯
,

h
, , 一 :

(O
,

它的平均直为零
,

且这些函数属于

c
‘

一
+ “) ·。, ,

不难看出

d h
l r

(t)
d t

一
= (刀

,
一刀

r

)h
; ;

(t) + J
:

(t)

J
r

(O 〔C(
‘”一均

T
O) ,

『
r

(O 为拟周期函数
,

它的平均值为零
.

故可同于上面 无
, :

(t ) 的取 法 而

确定了 h
, :

(t)
.

h
: r

。) 任C “ ” 一 r + ‘, T o , ,

h
, ,

(t) 为拟周期函数
,

它的平均值为零
·

这样
,

就 用 归

纳法确定拟周期向量 H (t )
,

H (t ) 〔C(
下。, ,

而定理的第一部分得到
.

如果 (4
.

1) 经过任何一种拟周期线性变换

夕= R (。
It , 。 : t ,

⋯
, 。。t)x

后
,

所得的常系数线性微分方程系为

争
一“

。。

月
”

为常数方阵
,

设(4
.

0 的基本解方阵Z (O
,

可设Z (0) = E
,

E 为单位方阵
,

那末

Z (t) = R
一 ‘

(t)
e x p (一口

o t)R (o)

R (t) = R (。
; t , 。 Zt ,

⋯
, 。。t)

当 t, 一‘ OO 服从 (4
.

3 )关系
,

则

Z (r
了

) = e x p (一 口
o t ,

)(E + o
(1 ))

设Z (t)的特征根为d
,

(t)
,

占
:

(t)
,

⋯
,

占
.

(t)
,

口
。

的特征根为刀;
,

刀;
,

⋯
,

刀二
,

那末

占
‘

(t) = (1 +
o
(1 ))

e x p (刀: t)
, ‘= 1 , 2 ,

⋯
, n .

但占
‘

(t)与(4
.

1)的Flo q u e t特征指数刀
: ,

刀
: ,

⋯
,

风的关系式为

刀
‘

二 ; im 洁
一

10 9 。
‘

(, ,

)
.

‘一 1 , : ,

⋯
, n .

幻峥 OO

把此关系与(5
.

1 1) 相比较
,

即得刀: = 尽
, ‘= 1 , 2 ,

⋯
, n

.

于是定理的第二部分证毕
.

附注 1
.

(3
.

1) 的关系式
,

可以改进为下面的命题
.

命题
.

在 m 维欧 氏空间R
。

中
,

几乎所有向量。 ~ (。
, , 。 2 ,

⋯
,

。砂满足不等式

鑫
“

,。 ,

!
) “。 ,”“”

一 ‘“ 一 ’‘ “’

(5
.

1 1 )

( ; )

其中 九= (秃
l ,

壳
: ,

⋯
,

壳
。

) 为非零的整数向量
,

{}庵}卜 Ik
、

! + Ik
: !+ ⋯ + !冷

。
1

.

户 为 任何固 定

的正数
,

《。)为某正数
.
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证明
:

只证明对刀
。

中任何有界区域 I
,

在 I 中不满足 (荟)的点。的集合是个 L eb e s g“ 零

对任何。> 0及固定的非零整数向量寿~ (寿
: ,

机
,

⋯
,

k刁
,
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{鑫
“

, 。 ,

}
( ·

,,“,, 一‘’一“
p ,

的集合
,
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。,
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.

其次考虑两个平行的超平面

p
; :

艺 k
,。 ,

= 。
}}k }}一 (份一 1 + p )

p
: :

乙 k
, 。 ,
二 一 :

}l寿[!一 (, 一 1 + p )
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,

可设
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。
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(}寿
, 1

,
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Z

I
,

⋯
,
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。

}) = !存
;

!
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儡
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.

1
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一 (m 一 1 + p )
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‘, 厂 2

上
·
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.
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。 ,

的的测度满足不等式
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e ,

左))(
。K (I)l[k }1

。一 ‘

耐
”,

如引理 2 所推导的
,

则有

艺 m (I(
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I
, 一 ‘
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。二 l
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C洲 , 0 0
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(m ) 乙 I
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, o
,

当 。、 0
.

}{k IJ
。一l 卜 里

这样就得到了命题的证明
.

附注 2
.

当(3
.

0 改为( g )
,

则定理对光滑性的要 求 条 件
,

可 以 改 为 丫~ (N + l) TO
,

T o
= Zm

.
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