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摘 要

在 E PIC ‘’, 2 ,
、

N O N S A P , 3 , 等弹塑性撞击计算的有限元程序中
.

都有一些共同的弱点
.

所有

这些程序
.

都采用静力学问题 中常用的简单线性形状函数来描写各位移分量
.

在这样的有限元法

中
,

应变和应力分量在每一有限元中都是常量
.

但在运动方程中
,

应力分量都是以它们的空间导

数的形式出现的
.

于是
,

在采用了线性形状函数来表达的位移分量以后
,

应力分量对运动方程的

贡献必恒等于零
.

克服这种困难的一般方法是通过虚位移原理
,

把运动方程化为能量关系的变分

形式
,

从而建立既作用在结点上而又在每一有限元内自相平衡的人为内力平衡系统
.

把施加在某

一结点上的所有相邻有限元的人为内力的作用叠加在一起
,

就能计算这一结点的加速度
.

但是从

虚位移原理化为能量关系的变分形式时
,

要求位移和应力在积分域内处处连续
.

也就是说
,

要求

位移和应力有限元都是协调的
.

我们很易看到
,

线性形状函数所描述的位移有限元是连续协调的
,

但其有关的应力分量在有限元界面上
.

则并不连续
.

所以
,

这样的有限元处理
,

是否收敛并无把

握
,

即使从近似角度看
,

也是难以令人满意的
.

而且
,

为了计算结点的加速度
,

我 们 还 应 该有

建立质量矩阵的计算规则
.

目前有两种计算方法
:

一种是集总 (lu m Pe d) 质量法
,

另一种是一致

(co ns is te nt )质量法 I们
.

一致质量矩阵是通过正规的有限元计算求得的
,

它 和 所用形状函数相一

致
.

不过
,

这样求得的一致质量矩阵一般不是对角线化的
,

这就给数值计算带来不便
.

在大多数

计算程序中
,

人们采用集总质量矩阵
,

也即是说
.

有限元的质量是按一定的比例分配给该有限元

的各个结点的
.

集总质量矩阵是对角线化的
,

对角线项就是结点分配到的质量
.

当然
,

这种集总

质最的假定还缺乏证明
.

其实
,

所有这些困难都是从采用线性形状函数 (静力的 ) 所引起的
.

木文采用了二次式形状函数来处理弹塑性撞击问题
.

这 种二次式形状函数不仅给出了对角线

化的一致质量矩阵
,

而且运动方程中的应力的总效应也不等于零
.

所以
,

在采用了二次形状函数

后
,

上述的所有困难都迎刃而解了
.

一
、

引 论

设有四面体有限元
,

如图 1
.

结点i顺着 二轴向的位移分量为
u ‘

= 戈
‘

一衅
,

顺着夕和
二轴向的位移分量分别为

。‘

二y
‘

一必
,

切‘
= : ‘

一对
.

典型的四面体有限元中任意点的位 移 分 量
u 又e) ,

护川 , 切 “田 可 以 用 形 状 函 数

2 31
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N 。= L且

翻为一U 翻, 功k

(它们是未变形前的几何的函数) 和结点位移 分 量

来表示如下
:

u ‘·, 二五?
u ‘

+ L :
u ,
+ L二

u 二+ 弓
u。

。‘·, 二乙夕。 + Ll
u ,
+ L篇

”。+ L呈
”,

脚 ‘e) 二刀 。 + 月 。 ,
+ 髯阴。

+ 尽断

在程序 E PIC
一

3 所采用的线性四面体有限元中
,

(1
.

1 )

L :
,

(1
.

2 )
⋯
护
..||||||,2

图 1 典型的四面体有限元

L黑
,
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正、u ; 卞 口 p % 十 “矛, 个 “ p 若少

其中 厂
“

为四面体有限元在变形前的原来的体积
.

nU‘几咨」

夕夕对衅

o川oP
夕夕

0挤OP
X况

1
y ’ ; 二二二 ~

下二一

b
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.
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其它各系数也和有限元在变形前的原来几何有关
.

二
夕

二夕

“
二

z

昙

它们是

二二

夕, : l

嵘 礁

夕盆
z
二

x ) : 夕

x 袅
z
条

畔
“

里

b夕二 (一 1 )

g 夕 z ,

夕二
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条

夕;
“

二
(1

.

4 )

d 夕= (一 z )

x 梦 y,

劣二 夕乳

x二 夕盆

其它和未变形前的几何有关的常数(衅
,

付
,

川
,

哪
;
嵘

,

此
,

嵘
,

嵘
;

弓
,

似
,

弓
,

心)可以

通过轮换下标和正负号求得
.

在采用了上述线性四面体有限元的形状函数后
,

在这一元素中的所有各点上
,

应变分量

和应力分量都是常数
.

于是
,

在任一元素中
,

运动方程
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的右侧各项都恒等于零
.

因此
,

计算到此失败
.

在程序 E PI C
一 3 中

,

这种困难是通过引入虚功原理和假设集总质量来克服的
.

设我们研究的材料空间域为D
,

在 D 中(1
.

5) 适用
,

在 D 的表面占D
,

上受外力 (q
二 , q , , q

:

)d s

作用
.

表面 6D
,

的外法线矢量为 (
n 二 , , , ,

气 )
,

于是在外力作用的表面上
,

应有

a
二”、 + 丁二 , ” ,

+ 丁 : : ” :

= q
,

: 二 , 。、

+ 。
, 。 ,

+ : , z n z

= Q ,
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I
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.

6 )

r 二 :

几 + 丁 , : n ,
+ a

; n :

= q
:

并设在另一部份表面 占D
:

上
,

位移已知
:

u = 反 , u = 万 , 。 ~ 汤 在 占D
:

上 (1
.

7 )

于是在体力 (p 应
,

p ”
,

p 动)和面力(q
、 ,

q , ,

q
:

)作用下的物体的虚位移原理可以写成
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如果在D 内
, 。

二 ,
a

、

⋯和 加
,

占。
,

6切 都是连续的
,

则利用格林定理
,

我们可以证明
:
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二

劣
+ 。 ,

留
十 二

Z

鲁
+ 二

·

(会
+

留)

+ \
·

(会
+

鲁
十 几

·

澄
一

十

会冲
/
甸“一 :

功
l

‘。“ + 。“ + 。“? ’““

一

基
2

‘(。⋯+ ··

⋯ + ··

⋯’占
· + (·

·

⋯ + J ⋯ + ‘·

⋯’“
·

+ (二
, 二n 二

+ : , , n ,

+ 。
之n 二

)d、 }d s = 0

在利用了位移边界条件 (1
.

7) 后
,

上式简化为
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这就是最小位能原理的变分形式
.

从此
,

我们引进有限元计算
.

E PIC
一

3 用了下述两个假定
:

( 1 ) 集总质量假设
: 设每一有限元的质量 厂户 (其中 厂 为有限元在变形后的容积) 平

均分配在四个结点上
,

我们有

M
‘

= M
,
= M

。
一M

,
二李。

。。 = 粤
一

饰
任 任

(1
.

1 1 )

其中 厂
“ ,

P0 为元素在变形前的原有体积和密度
.

而 厂
, p 为元素在变形后的体积和密度

.

( 2 ) 用线性形状函数 (按变形后的几何计算的 ) 来表示位移分量
,

即

u = L
‘u

:

+ L
, u ,

+ L
, u 。 + L

ou 。

u 二L
‘”‘+ L

ju z
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, v 。
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J
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。田二
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。切 , } (1
.
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其中 L
‘ ,

L
, ,

几
,

L
。

为 (1
.

2) 式
,

但按变形后的有限元几何计算
,

量
.

从 (1
.

12 )式计算所得的应力分量在有限元中是常量
,

把(1
.

型有限元的积分可以用(1
.

1 1 )
,

(1
.

12 )求得
:

如

从
,
认

,

毋 为 ￡结点的位移分

1 0) 式离散为若干有限元
.

典
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其它各式依此类推
.

由于 加
, ,

占u , ,

加
, ,

撇
,

等都是独立变分
,

所以
,

有限元的积分
,

得典型有限元的特微方程

( 1
.

1 4 )

我们从 ( 1
.
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,

我们 也有相类似的计算公式
.

例如 :

l
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其中
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刃
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f
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我们很易证明
,

f
、 : ,

八
, ,

f
、。 ,

f
: p在有限元内是平衡的

,

即
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从 (1
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15 )式
,

我们可以把人
、

看作为有限元的内力作用在结点玄上的集中力(在、轴向)
.

结点 i上所受力的合力 (乙人
‘ ,

乙儿
, ,

乙fz 〕为结点上各相邻有限元中的集中力的总和
.

假

女。: 李厂
。= 兄M

,

为各相邻有限元在结点 * 上的集总质量的总和
,
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我们必须指出
,

上述集总质量的假设
,

有很大的随意性
; 同时

,

我们在 (1
.

1 0) 的有限元

积分中
,

采用了线性形状函数来表示近似的位移函数
,

它在有限元边界上是连续的
,

但在这

样的近似之下
,

应力分量在每一有限元中都是常量
; 在 有限元之间

,

应力分量并不连续
,

所

以格林定理不适用
,

而且 (1
.

10 ) 式根本不成立
.

这从根本上动摇 了 E PI C
一 3 的计算基础

.

在下节
,

我们用二次式的形状函数来表示位移分量
,

从而导出了对角线化的一致质量矩

阵
,

这样
,

上述诸假设可 以完全避免
.

二
、

二次式的位移形状函数和对角线化的一致质量矩阵

设每一有限元 (四面体) 的位移分量 可以用下式表示
:

u “ ,
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.
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b
, e
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这个四面体有限元有四个结点
,

其中
, 葱,

j
, m ,

P 为四面体的四个角点上的结点 (图 2 )
.

形状

函数N
。 ,

N
, ,

N
。 ,

N
,

为四面体的体积坐标 L
‘ ,

L
, ,

几
,

L
。

的函数
,

而这些体积坐标则是根据变形

后的几何按(1
.

2 )式计算的
.

设几为待定常数
.

N
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N
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N
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N
,

可以写成
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图 2 四结点的四面体有限元

结点 乙
‘

L j L
。

L 户

主 1 0 0 0

了 0 1 0 0

拼 0 0 1 0

P 0 0 0 1

、.产、夕、.少
�

、少、.户

4a4b奴4d4e0000(2

矛

很易看到 N
‘,

N
, ,

N
, ,

N
,

满足下列诸关系式

N
‘

+ N
,
+ N

。
+ N

。
= 1 (在有限元内 )

N
、

二 1
,

在结点 i上
,

N
,

二 0 在其它结点上

N
,
= 1

,

在结点j上
,

N
,
二 0 在其它结点上

N
。
= 1

,

在结点m 上
,

N
。
= 0 在其它结点上

N
。
= 1 ,

在结点p 上
,

N , = o 在其它结点上

现在让我们用下列对角线化的条件求 瓜

}}}
N

‘

N
,
d 二d “d “一 0

( 2
.
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还有 N
,

N
。 ,

N
o

N , ,

N
‘

N
。 ,

N
,

N
。,

N
,

N
,

等的条件
,

实质上是和 ( 2
,

5 )式相同的
.

把 ( 2
.

3 ) 式

的N
‘,

N
,

代入 ( 2
.

5) 式
,

用积分关系式

}!{
五考乙,五系乙宝“厂 - a !刀! , !己!

( a + 刀十 , + d十 3 ) !
6犷 ( ‘) (2

.

6 )

从 ( 2
.

5) 得

1 2元
2
一 1 4义一 2 1 二 0 (2

.

7 )

其解有

7 1
山二 石万一 石石心 3 0 1 ~ 一 U

.

匕匕乙4 4 b ,

碗二
1 乙 1 ‘

7
.

1
, - -

一一

元十万材 3 0 1 = 艺
·

U艺, 1 1西 L艺
·
艺少

以N
,

为例
,

取还
;
或还

:

分别为

N
。( 一 ’= L

‘

一 0
.

8 6 2 4 4 6 [ 3 L
, 2
一 4乙

‘

+ 1一 ( L产+ L
二2

+ L
o Z ) 1、

N
, ‘+ , = L

‘

+ 2
.

0 2 9 1 1 3 [ 3 L
.
“
一 4L

‘

+ z 一 ( L产+ L
, 2

+ 与
2

)」J

在四面体 的ij 棱边上
,

与 = L
二
二 0 ,

L
,
= l一云

,

于是 ( 2
.

9) 可以简化为

N
, ( 一 ) 二 L

‘

+ 0
.

8 6 2 4 4 6L
‘

( l一 L
,

) 1

N “
+ ,
二 L

,

一 2
.

0 2 9 1 1 3L
‘

( 1 一L
‘

) J

同样
,

在 ij’棱边上
,

N
, ‘士 ’

值为

(2
.

9 )

( 2
.

10 )

、.、‘,J
、.声
‘、.

LI.一一
嘴.上j
‘

.
了.、了‘N

, ( 一 )
二L

,
+ 0

.

8 6 2 4 46 L
,

N
, ‘+ , ”L

了
一 2

.

o 2 9 z l 3 L
,

( z一 L
,

)
( 2

.

1 1)

图 3 为形状函数 N
‘,

N ,在 i]’棱边上的分布
.

N “
一 ’,

N
, ‘一 ’

都是正的
,

N
‘

<+ ’ ,

N , (+ ’

有正有负
.

以后计算中建议用 之‘
一 ’

.

现在 让我们计算对角线项
.
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N. 二1

N, = 1 叭‘ 1
.

0

大
‘二 0

.

5 N j” 。
.

5

托一 0
·

5

} /NI
。 二 ,

一

; N ,= 0
.

5
工J二O

= L
:

( i )

L , = 。匕一二些
1

。

0 0
。
吕
坚
O
一
6

0
。

6 0
。

8
.

曰
-

. . . ~ 占
-

O
一
4 0

。

2

yl
·

o

O二乙
,

二
一
O

。

5

( 犷) (j

图 3

从二
·
0

.
5

形状函数N
‘,

N
,

在棱边灯上的分布

}}{
N

‘

N
,
d X d o d一{{}

、L
‘
+ “〔3L

‘2一 ‘L
‘
+ ‘一 (L

, 2
+ 乙

。 2
+ 五

·2

, , ’
Z
d X d “d ·

(e )

1
, _

.

_ . 。 . J _ . , 、 , , ‘n 、

l
二

。

二
二 ;二 L ] 4 一 1 4 滩十 1 艺凡

“

) 厂
、一 /

= 沃
- 厂 -

1 4 U J

(2
.

1 2 )

同样
,

有限元中任意点上的加速度可以用诸结点上的值表示
‘(‘) = N口

, 衫(“) = N 讶
,

茄 (e ) = N访 (2
.

1 3 )

其中N见 (2
.

2 a )
, u

、
讶必为

O T二 L女
‘, ‘, , 左。 , ‘。J

v r = L衫
‘ , 石, , 衫。 , 书, z

诉T == L幼
‘ ,

茄
, ,
汤
。 ,

份
, 」

还有任意有限元的应力分量的表达式

} (2
.

1 3 a ,

b
, e )

口
: (e ) 二N 口

二 ,

r , : (“)二 N T , 二 ,

仃 , (“)二 N 仃 , , J
: (‘) = N口

之

丁二二 (e ) 二 N T : 二 , 丁。(‘) = N T 。

(2
.

z 4 a
,

b
, e)

(2
.

1 4 d
, e ,

f)

其中
仃

二 T = L二
x ‘ ,
二

、 , ,
二

, 。 ,
。

, 。j (2
.

1 5 a )

仃 , T = ta , , ,
口, , ,

二 , 。 , 二 , 。J (2
.

1 5 b)

仃
: 了= La

: , , a
z , , a

, , , a
: 。J (2

.

1 5 e )
T , : T

二 Lr , : ‘ , : , : , , 二 , : , , : , : , J (2
.

1 5 d )

T
: 二T二 L r : 二‘ , r : 二, , r 二二。 , : : : , J (2

.

1se )

T 二, T = L : 二 , , 二! , , , 二、, 。 , : 二 , , J (2
·

1 5 f)

现在让我们研究第一 个运动方程 (1
.

5a)
.

在 (1
.

5a) 上乘叔
,

并在域内积分
,

得

伽
“ ““

一叭瓮
+

.

日r ,

八
。

十不于 )o u a x a 夕a z

O 名 /

(2
.

16〕机
�

即

把D 分为若干个有限元
,

典型有限元的特征方程为
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_

_
一

一
一

一
-

- - 一

一一
一 ~ 一

一一
~

-

一
一

-

一!!)
二“

· “·“·“一)!}(鲁
+

会
+

令)
“·“·“·“·

(2
.

1 7)

把 (2
.

1 3 )
,

(2
.

1 )
,

(2
.

1 4 )代入上式
,

得

f Cf
二 .

.

⋯
。 , ‘ ,

fff / aN
.

口N
.

日N
_

\
‘ . 。

11lp N u N占u d x d 夕d z = \11(偿斗a
:

+ 苍紧 T
: ,
+ 是于T

二:

)N占
u d 二d 夕d : (2

.

18 )

川
尸 ” 一 ”

一
‘“一 ”
一 只)\”

一

” 即
, 书

二 由
一

“ ,
- -

- - - -

一由于加
‘ ,

6“
, ,

乙甄
,

6 u ,

都是独立的变分
,

同时设在有限元内
, p近似地为常数

,

在用了 (2
.

5) 和

(2
.

1 2 )后
,

(2
.

1 8) 式可以分为下列四个特征方程

aP 八
‘

一

!))(臀
二+

会
aP八

,
一

){)(鲁
二+

器
·“F ‘

。
一

}!}(鲁
二+

会
·”厂

一!!!(鲁
二+

尝

T。 +

臀
T

·:

)
N

‘

d / d o d ·

二
,

+

臀
二

:

)
N

,
d X d , d ·

(2
.

19 )
1 。 +

鲁
1

二:

)
、

。

汾
! d , d ·

, 。 +

臀
T
·:

)
N

·
d 劣d , d ·

(2
.

1 9) 也可以写成

a p 厂应
,

= B
‘
口

二

+ C
.

T
二,
+ D

‘T 二 :

== f
二

a p V 应
,
== B

, 。
二

+ C
, T。 + D

,
:
二:

= f
二 ,

a p 犷a 。= B
。仃

:

+ C
o T 二,

+ D
o T 二二

= f
: .

a 户厂左, = B。仃
二

+ C , T 。 + D 。T : 咨

= f
: ,

其中a见 (2
.

1 2)
,

可以写成

(2
.

2 0 )

1
, ‘ , . , . , _ , , 、

a = 万丽
、土住一 上4 几卞 上乙几

一

少 (2
.

2 1)

B
: ,

C
. ,

O
‘

等为

B
.

= LB
、. ,

B
了‘,

B
。 , ,

B 。‘

C
.

= LC
“ ,

C
, ‘,

C
。 ,

C
, .

D
.

= LD
‘: ,

D
, ‘ ,

D
。 , ,

D , { (2
.

2 2 )

等

其中B
, ,

C
‘, ,

D
‘,

定义为

B
‘,
一

}{}
c

‘,
一

}}}

登
N、、*

瓷
、

,

dx 、山

臀
N、、六

(2
.

2 3 )
、,
r

r... ...,�、,(r.恤. ..1..汀

七D

把 ( 2
.

3 ) 式代入 ( 2
.

2 3 )
,

积分后得

B
二
==

1

1 2 0
( 5 一 8元一 6只

2

) b
‘

一
1

1 8 0
(3 + 只)之( b

,

+ b
.
+ b ,

) ( 2
.

2 4 a )
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及
,
=

1
。 , _

一 育言摊 L艺一 沁 , O ‘

b U

1
LO 一 1 4 摊

目

分 乙滩
“
) D 了

一
~

万只认
一

LJ 月
一
滩州 LU m 十 U 口)

1 乙U
(2

.

2 4 b )��日�

,土一9口

门一上

C “
一

击
‘5 一 8 , 一 6 ,

2

)一亩
(3 + , ) , ( ·

,

+ ·。 + 二)

C , ,

一命
, ( 2一 , ) 一+

击
( 5 一 14 ; + 2 ;

2
) ·了一

谕
( 3 + ; ) , 。·

。
+ 二 )

口
‘

一

击
(5 一 8 , 一 6Az) 峨一

谕
( 3 + , ) ; (d

,
+ d

。
+ 劫

几一扣
(卜A)d

‘+

击
(“一 1 4 , + 2二 “

,
一

亩
( 3 + “, “(

倍劫

(2
.

2 5 a )

( 2
.

2 5 b )

( 2
.

2 6 a )

( 2
.

2 6 b )

其它系数可以轮换下标求得
.

在 , , 2
轴向

,

我们也有相类似的计算公式
.

例如
:

a 犷P U
‘

== f
, ,

= B
,
T

二,
+ C

,
叮,

+ D
‘T 二:

a 犷户U
,
“f

, ,
= B

, T
二,

+ C
, 仃 ,

+ D
, T

二:

a 厂p 动
‘
二 f

: ‘

= B
.

T
二:

+ C
‘T , 。

+ D
;
叮

:

a 厂p 肠
,
二f

z ,
= B

, T
: :

+ C
, T , :

+ D
, a

:

等

把有关的相邻有限元的贡献组合在一起
,

得时间为 t 时
,

{ ( 2
.

2 7 )

结点

左: =
艺人

‘

艺
a p 犷

二一万—
一 , 动: (2

.

2 8 )

了了

!

艺

乙
a p 厂

i 的加速度的三个分量
:

乙人
‘

乙
a p 厂

其中亡为结点
‘相邻元素中求不口的符号

.

还有结点 ,
, 。 ,

, 上的相类的力。速度分量的诸表达

式
.

在下一时间增量 △t 后
,

新的速度为

公,
△,

= 创+ 试△t (还有 公:
十 △, ,

亩枯
,

) ( 2
.

2 9 )

其中 试
,

试
,

创 为结点‘在前一时间增量结束时的速度分量
,

配 为时间 增 量
.

最后
,

时

间 t + △t 时的新的位移分量为
u :

+ △‘= u :+ 公:△t (还有
。:

+ △‘ , 。:
+ △,

) ( 2
.

30 )

结点 i 在 t+ △t 时坐标为
二:

+ △ ,

= 二夕+ u :
+ 八‘

(还有 夕{
+ △ , , : {

+ △‘

) ( 2
.

3 1)

其它结点在时间为 t + △t 时的位移分量
,

速度分量和坐标位置也可 以用相同的方法求得
.

在积分运动方程时所用的积分增量 △t 可用下式求得
〔‘’, ‘2 ’:

4 f h 飞
“ = 百

一

飞万万牙干万歹不不了
( 2

.

3 2 )

其中
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9 2
= e
了Q / o (2

.

3 3)

c .

为材料的声速
,

Q 为人为粘度
,

它将留待下节解说
.

h 为四面体有限元的最小高度
.

当结点上的应力分量已给以后
,

我们可 以用上面的计算程序求下一时间 增量 △t 以后的

各结点的位移分量
.

我们可以看到上述方法求得的质量矩阵为对角线化的
,

它可以写成

a M
a M

a M
aM
{ M = p 扩 = P0 犷

”

(2
.

3 4 )

�‘.....L

一一M

a 见 (2
.

2 1 )
.

三
、

结点上应力分量的计算

在上节业已证明
,

当每一结点的应力分量已给后
,

元素中各结点所受等效力的分量 了
: ‘,

几
‘,

人
‘

等都可以从 ( 2
.

2 0)
,

(2
.

27 )式计算
.

为 了计算所有结点上的应力分量
,

我们首先应计

算弹性区域中的各应变分量
,

或塑性区域的应变速度分量
.

设某一元素中的位移分量
。 (e)

, 。‘“
,

。 ‘“ 可以通过形函数 N 尸
,

N ,
,

N二
,

N 盆用这些分

量的结点值来表示
.

上述形函数是按原变形前的几何来描述的
.

它们根据 (2
.

3)
,

是

N , 二 L , + , [ 3叨
’
一 4 L , + 1 一 (乙夕

,
+ 五三

’
+ 乙旦

,

) ]

衅 = 粼 + 科 3
岁 一 4L , +] 一 (L 少+ 群 + 才 ) 〕

衅 二 鱿 + 叔 3L三
’
一 4L 二+1 一 (L 9

’
+ 才 + 才 )]

姆 = 粼 + 双 3L旦
,
一 4L 二+1 一 (才 + 才 + 疏z)]

} ( 3
.

1 )

其中 L夕
,

L梦
,

嵘
,

L昙见 ( 1
.

2 )
.

这个元素的位移分量为
u “ , = N

O u 。‘“,
= N

Ov 、“ , = N
ow ( 3

.

2 )

其中 。 , , , w 见 (2
.

2b
, 。 ,

d)
.

在这个元素中的应变分量
,

可以从下列非线性应变位移关系中

求得
「石, .

‘

一斋
+

翎偿
一

)
2
+

(
一

需
一

)
‘
+ (

一

霎们
‘,

一斋
十

川
一

爵
一

)
“
+

(
一

豁
2
+

(
一

剔
’

]

‘

一器
+

一

拟会
一

)
’
+
(会)

2
+

(器)
’

〕

场一

斋
十

摆
一 +

会斋
一

+

器斋
+

器会

( 3
.

3a )

( 3
.

3 b)

( 3
.

3 e
)

( 3
.

3d )
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一十
U一2口一口口U

+ 一

口y

口功 口田

口y 口2

au一灸
一

面一即y, 二

护
z :

=

口功
十

一兀

—十O夕

+
~

夭二
O Z

口切 口出

口男

(3
.

3 e )

(3
.

3 f)
面
一

叙U
�

Z口
一

口
�+

公X口i口一“之口
工

口
+

U�之口一口
�

.r
.

。一。枷一"

‘。 = ( 3
.

4)嘴上

一卿一气

其中 厂 “,

是从
x {

,

夕;
,

或等值用下式计算的
.

,,,护,加
之22夕梦

‘...舀
. -
..

劣X
Jl.,1

( 3
.

5 )
1 二轰 夕盆

1 心 琳 荞

z一6
一一

(eF一一厂

把 (3
.

2 )代入 ( 3
.

3 )
,

得

‘: 一

嘿
。 +

省{(嘿
一

)
’
+

(嘿
·

丫
+

(臀
W

)
’

}
口N

0
.

1 1了a N
O

\
2

.

/ 日N
O

\
2

/ 口N
O

\
2
1

‘,
二 石乡

一

丫 十 厄
一

认万乡
“

夕十气百石
丫

2 十气而
一

w
夕了

( 3
.

6 a
)

( 3
.

6 b )

‘
; 一

臀
, +

一

乡{(臀
”

)
2
+

(臀
丫

)
2
+

(嘿
,

)
’

}
:

,

一警
·十

嘿
· +

(臀
·

)(臀
一

卜(嘿
一

)(癸
·

)
+

(嘿
,

)(嘿一)
( 3

·

sd)

:
二

一

臀
· +

盟
, +

(臀
·

)(臀
·

)
+

(摆
·

)(沓
·

卜(臀
,

)(臀
。

)
‘3

·

6e)

:
二

一

嘿
, +

嘿
· +

(臀
U

)i臀
。

)
+ 又摆

一

以
一

嘿
一

)
+
又瞥

,

)(贯
。

)
( 3

·

6‘)

在结点 i 上
,

我们有( L ?
,

L ,
,

L急
,

L昙) = ( 1
,

o , 0
,

0 )
,

而

‘
;
‘

= H呈
i u + 三

一

{( H呈
‘
。)

2
+ (日呈

.

v )
,
+ ( H呈w )

,

}
‘

‘几
‘

== H三
‘
v +

一

冬{ (日号
;
。)

“
+ (日之

‘v
)

2
+ ( H乞

‘
w )

,

}
J

.
少 , ’

2

( 3
.

7 a
)

( 3
.

7 b)

‘
二
‘
二 H呈

‘
w +
专‘(

H“
‘

u )
2
+ ( H旦

‘v
)
“
+ ( H里

、
w )

2
} ( 3

.

7 e )

v二
y ‘= H ;

‘
u + H三

‘
v + ( H竺

‘
u ) ( H ;

‘
u ) + ( H里

v) ( H ; v ) + (H旦
,
w ) ( H ;

‘
w ) ( 3

.

7 d )
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y乡
: ‘

= H竺
‘v + H ;

‘
w + (H旦

‘
u ) (H ;

‘u
) + (H竺

‘v
) (H ;

‘v
)+ (H里

‘
w ) (H ;

‘
w ) (3

.

7 e)

?二
二 ‘

= H竺
‘
w + H旦

‘ u + (H旦
‘
u ) (H旦

‘ u
) + (H呈

‘
v) (H竺

‘v
)+ (H呈

‘w ) (H竺
‘w ) (3

.

7 f)

其中 H呈
. ,

H ;
,

H竺
、

为

H ;
‘

一

声
L(1 + 2 ; )“:

,

一 2 ; “: + (卜
4 , )“:

,

一 2 *“: + (卜
4 , )“:

,

一 2 ; “, + (卜 4 , )“: J

(3
.

sa )

1
n 乡

‘

= 丽
。

~

L Ll 十以少
“: ’

一洲
c 了十 Ll 一 4 滩少“犷

,

一劫
C : 十 气1 一 4 滩少“盗

,
一 2 元c 梦+ 吸1 一 4泥)“答J

(3
.

sb )

1
n 石

‘

= 万万下
~
L LI 十 2泪 a 丁

,

一粼
a 丁十U 一 4泪a 华

,

一粼d 丫十 U 一 4肋以众
,

一 2滩d 梦十 tl一 4肋 d 竺」
V , 一 厂

(3
.

se )

在结点 j
,

m
,

P 上还有各有关应变分量的同类的表达式
.

应变速度 ‘妥
, ‘乡

,

心
,

火
, ,

个乡
: ,

宁几
二

可以从下式计算
,

‘

,
.

旦空
. , ,

=
、

鲤{

口y
’ 2

口z

·

双一2
.

v

呢巡毋

‘; 一

器
,

宁;
:

一

器
.

口幼
,

十 一 屯

O夕

我们用变形后的几何描写形函数
,

即

云
‘

二N自
‘, 心

‘

二 N奋
‘,

云
,

口山
,

‘ ,

一
~

石又

一 N云
‘

(3
.

9 )
口创

.

口口
气‘一

气

十
一二二二

O 夕 O 劣 {
(3

.

1 0 )

所以
,

我们有

口N
.

_

,

口N
.

‘ ·

= 石了
“

‘
’ ‘; =

一

百歹
~ v ”

日N
.

‘二 二二: 二 - 一 W
岛

d 2

口N ⋯ 口N
.

下妥
。

= 下
~

r 十
一 只 L ‘ ,

丫
. ,

O 万 a 刀

口N

口夕
w ‘

+

{
、3

.

1 1 )

日N 二 口N
.

!
二 目

‘

十
~
又二一 W

‘

l
U 若 O 万 j

在结点f上
,

(L
, ,

L
, ,

L
m ,

L
。

)一 (1
,

0
,

0
,

0 )
.

所以 有

‘二
‘

= H
: ‘

自
‘ ,

‘乡
‘

“ H
,

,

亏‘
,
‘互

‘

= H
二‘

亩
,

宁二
, ‘
= H

二‘

* ‘+ H
, ‘

。
‘ ,

宁二
二‘

= H
, ‘

宙
‘
+ H

二‘

仑‘ ,

宁二
二

== H
, 、

。
,
+ H

, ‘

宙
, }

‘3
·

‘2 ,

其中 H
二 ‘,

H
, ‘,

H
二‘

见 (3
.

8a
,

b
,

c) 式
,

但通过变形后的几何计算
.

在结点 J
,

m ,

P上还有相类的应

变速度分量的表达式
.

弹性应力是通过胡克定律
〔“3
从应变分量直接计算的

.

帐 = 不二+ ZG ‘

卜口
,

弓
二

~ 卿;
:

弓= 升急+ ZG ‘

;一Q
, , : 二

二

= G 代
二

帐= 形急+ 2口弓一Q
‘,

吐
,
二 G 代

, { (3
.

1 3)
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其中
,

又万为拉梅弹性常数
,

口 为人为粘度
〔“’,

C : 户 c o

h }‘急. + C若户h
Z

卜二1
2

在 ‘乙< o 中

0 在 礼》 0 中
(3

.

1 4 )

‘.7、.t

盆口

这里
, c :

为材料的声速
,
/l为四面体元素的最小高度

.

C : 和C
。

为无量纲系数

C : = 0
.

5 C
o Z
二 4

.

0 (3
.

1 5 )

从结点玄到其它三结点构成的平面的垂直高度为

6厂 (叮)

‘

一双牙不百万干砰
一 (3

.

1 6 )

结点‘上的弹性应力分量是根据 (3
.

1 3 )式用该点的有关应变分量表示的
.

它们是

人
‘

= 不二+ ZG 〔二
‘

一口
,

a ;
‘
= 天‘二+ ZG ‘乡

‘

一 Q
,

试
‘
= 形二+ ZG ‘二

‘

一 Q
‘

‘
乡
z ‘

“

:
立
二 ,

=

T二
y ‘

=

(3
.

1 7)

其 中 弓见 (3
.

4 )
,

口
t

见 (3
.

14 )
,

在每一元素中
,

它们都是常数
.

我们必须指出
,

按 (3
.

17 )计

算所得的在结点上的应力分量
,

在各有关的相邻有限元中并不保证是等值的
,

也即是说
,

在

诸有限元间
,

结点位移是连续的
,

但应力分布不连续
.

在结点 ‘处的弹性应力分量组成一个等效应力
,

它是

口: =

‘

/州
一

V 2 1

(。;
‘

一 ;
‘

)
2
+ (a 、

‘

一 ;
‘

)
2
+ (。 ;

,

一 :
‘

)
2
+ 6 (

·

式
‘

+ ·

负+ ·

负
‘

)
}

‘3
·

1 8 )

当 口:小于材料的拉伸屈服强度时
,

应力就属于弹性范围的
.

当 司超过材料的拉伸屈服强度时
,

材料就产生塑性流动
.

在发生塑性流动后
,

正应力分

量就由塑性应力偏量
,

静水压强
,

和人为粘度三项组成
,

亦即

呱
‘

= S立
‘

一 (尸:+ Qf)

弓
‘

~ S乡
‘

一 (尸: + Q
‘

)

人
‘

~ S二
‘

一 (尸:+ Q今

(3
.

1 9 )

塑性应力偏量代表材料剪力强度特性
,

采用冯
·

米西斯塑性 增 量 理 论 后
,

应 力偏 量

(又
‘,

S 乡
. ,

义
‘

) 和剪应力 (心
: ‘ ,

礼
: ‘,

心刃为

、......‘、,....声J

/l、、21、、1一31一3。
.

2 / 户圣八 示

O 乙 一
几蕊

‘

l

~
10

J \ ‘ ; /

‘二
y ‘

~

r
乡
z ,

=

令)
“

令
一

)
g

(3
.

2 0)
2一3

一一

一

刹普)
反 心

,

一组令)
“

ly-苦SS

其中夕为材料的等效拉伸强度
,

桥飞为等效应变速度



长一伟

一
钱一

‘

/ 2
V 9

(
‘二一 ‘;

‘

)
2
+ (‘;一 ‘几

‘

)
“+ (、二

:

一 、;
‘

)
,
+ 漫

乙

一

以
!

+ ;六+ 宁

封 (3
.

2 1)

或
,

礼
,

之为应变偏量速度
.

如果把 (3
.

1 9 )
,

(3
.

20 )中的应力分量代入 (3
.

1 8)
,

即得结果

厅:= S (3
.

2 2 )

等效拉伸强度可以用静力拉伸强度来表示
,

在这时
,
S 只 是 盯的函数

.

鱿为

/ 2 丁J
_

二
-

e ‘
= 丫 百1、

七“
一

‘

;
‘

)
2
+ (

。
;
‘

一 ‘
二
‘

)
2
+ (

‘
二
‘

一 ‘;
‘

)
2
+

一

菩(
: 止

‘

+ ,二
‘

+ :止
‘

)}
乙

- 一

J

(3
.

2 3 )

在大多数的撞击问题中
,

应变总有少量的恢复
,

而鱿总是增加的
,

这样
,

使 (3
.

2 3 )式成为一

个适用的近似式
.

静水压强既和体积变化有关
,

也和有限元内的内能有关
〔7 ’.

本文用 M ie
一g ru n eisen 物态

方程

n
. ,

二 ⋯ 二
.

, .

二
二 , 、

/
.

厂拼 、
.

。
_

。
,

厂
‘

= 气八 俨
一
r 八

2拼
-

一 八
s尸 , 气 1 一一下子

~

1 十 I P乃
‘

\ ‘ /
(3

.

2 4 )

这里的符号为

K
; ,

K
Z ,

K
。
= 和材料有关的常数

厂 = G r u n e is e n 常数

P
、

V
o

拼= 己命
~

一 1 ~ 万兀了一 l「 P“ ‘

厂佃 } (3
.

2 5)

而 E )为比内能
.

它是各应力分量在结点 ‘处对有限元每单位质量做的功
.

它是从下式的积分求

得的

豁
(。二 :卜。 (一 、s ;

,
‘;

,

+ s ;“ ;
,

+ s ;“ ;
,

+ 2 ·;
, ‘

、;
, ,

+ 2 : 乡
二 ‘

宁;
二 ‘

+ 2 : 二
二‘

宁二
二 ‘

} 一 (Q
,
+ p {)V

‘· ,

(3
.

2 6)

以上给出了计算撞击的三维问题的全部公式
.

根据本文所编出的计算程序和计算例题将

另文发表
.
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In s u e h fi n ite e le m e n t

fo r m u la t io n
,

th e s tr a in a n d s t r e ss e o m Po n e n t s a re e o n s ta n ts i n e v e r y e le m e n t
.

In th e e q u a ·

t io n s o f m o t io n ,
th e s t r es s e o m p o n e n t s in g e n e r a l a pp e a r in th e fo r m o f th e i r s pa e e d e r iv a

-

t iv e s
.

T li u s ,

if w e u s e s u e h fo r m fu n e tio n s to r ePr e s e n t th e d i sp la e em en t e o m p o n e n ts
,

the

e ffe e t o f in te rn a l s t r e s se s t o the e q u a t io n s o f m o t io n v a n is he s id e
n t ie a lly

.

T h
e u s u a l p r a e -

tie e to o v er e o m e s u e h d if fie u ltie s 1 5 to e s ta b li sh a s e lf一e q u ilib r iu m sy s te m o f in te r n a l fo r e e s

a e tin g o n v a r io u s n o da l p o in ts by m e a n s o f t ra n s fo r m in g e q u a tio n s o f m o tio n in to v a r ia
-

t io n a l fo r m o f e n e r g y r e la t io n th r o u g h th e a p p lie a tio n o f v ir t u a l d isp la e e m en t p r in e ip le
.

T he

n o d a l a e e e le r a t io n 15 th e n e a le u la te d fr o m th e to ta l fo r e e s a e tin g o n tlz is n o d e fr o m a ll the

n e ig hb o u r in g e le斑e n t s
.

T h e t r a n s fo r m a t io n o f v ir t u a l d is p la e e m e n t p r in e ip le in to th e v a r ia
-

t io n a l e n e rg y fo r m 15 p e r fo r m e d o n th e b a s es o f e o n t in u ity e o n d it io n s o f s t r e s s a n d d is p la
-

e e m e n t th r o u g ho u t th e in te g ra te d s p a e e
.

T ha t 15 to sa y
, o n th e i n te r fa e e b o u n d a r y o f fin ite

ele m e n t
,

th e a s s u m e d d isp la e e m e n t a n d s t re s s fu n e tio n s s ho u ld b e e o n fo r m e d
.

H o w e v e r ,

it

15 e a s ily s e en th a t
,

fo r lin e a r fo r m fu n e t io n o f fin ite e le m e n t e a le u la t io n ,

th e d is p la e e m e n t

e o n tin u e s e v e r yw h e r e
,

b u t n o t the s tr e s s e o m Po n e n ts
.

T h u s ,

the e o n v e r g e n e e o f s u e h k in d

o f f in ite e le m e n t e o m p u ta t io n 15 o Pe n to q u e st io n
.

T his k in d o f t re a tm e n t h a s n e v e r b e e n

ju s tifie d e v e n in aPp r o x im a t io n se n s e
.

F u r th e r m o r e ,

th e e a le u la t io n o f a e e e le r a tio n o f n o d a l

Po in ts n e e d s a r u le to e a le u la t e th e tn a s s m a t r ix
.

T he re a re tw o w a v s to e s ta b lis h m a s s

m a tr i x
, n a m ely

,

lu m Pe d m a s s m e th o d a n d e o n s is te n t m a s s m e tho d
.

t4 1 T h e e o n s is te n t m a ss

m a tr ix e a n b e o b ta in e d n a t u r a lly th r o u g h fin i te e le m e n t fo r m u la t io n
,

w h ie h 1 5 e o n s is te n t t o

th e a s su rn e d fo rm f u n e t io n s
.

H o w e v e r ,

the r e s u lt in g e o n s is te n t m a s s m a tr ix 15 n o t in d ia g o
-

n a li z e d fo r m
,

w h ie h 15 in eo n v e n ie n t fo r n u m e r ie a l e o m p u ta tio n
.

F o r m o st e o d es ,

th e lu m p ed

m a s s m a tr ix 15 u s e d
, a n d in th is e a s e ,

th e e le m e n t m a ss 15 d is tr ib u te d in e e r ta in a s s u m ed

p r o Po r tio n s to a ll th e n o da l p o in ts o f th is e le m e n r
.

T he lu m p e d m a s s m a tr ix 15 d ia g o n a liz e d

w ith th e d ia g o n a l te rm s e o m p o s e d o f the n o d a l m a o s e s
.

H o w e v e r ,

the lu m p e d m a s s a s s u m p t io n

h a s n e v e r b e e n ju s t ifie d
.

A ll th e se d iff ie u lt ie s a re o r ig in a te d fr o m th e s im p le li n e a r fo r m

fu n e tio n s u s u a lly u s e d in s ta t ie p r o ble m s
.

In this pa p e r ,

w e in tr o d u e e d a n e w q u a d r a t ie fo r m fu n e tio n fo r e la s t ie 一p la s tie im p a e t

p ro b le皿 5
.

T h is q u a d r a t ie fo r m fu n e tio n p o s s e s s e s d ia g o n a liz e d e o n sis te n t m a s s m a t r sx
, a n d

n o n 一 v a n ish in g e ffe e t o f in t e r n a l s tr e s s to th e e q u a t io n s o f m o t io n
.

T h u s w ith this k in d o f

d万n a m ie fin it e e le切 e n t
, a ll a b o v e 一s a id d iff ic u lt ie s e a n b e e lim in a t e d

.


