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摘 要

各种模态综合方法已广泛应用于线性结构的动力分析
,

但是
,

一般都不适用于非线性系统
.

本文基于〔2 0〕〔21 〕提 出 的方法
,

将一种模态综合技术推广到非线性系统的动力分析
.

该法应用于

具有连接件耀合的复杂结构系统
,

以往把连接件简化为线性弹簧和阻尼器
.

事实上
,

这些连接件通常具

有非线性弹性和非线性阻尼特性
.

例如
,

分段线性弹簧
、

软特性或硬特性 弹 簧
、

库伦阻尼
、

弹塑性滞
后阻尼等

.

但就各部件而言
,

仍属线性系统
.

可以通过计算或试验或兼由两 者 得到一组各部件的独立

的自由界面主模态信息
,

且只保留低阶主模态
.

通过连接件的非线性祸合力
,

集合各 部 件运动方程而

建立成总体的非线性振动方程
.

这样问题就成为缩减了自由度的非线性 求解方程
,

可以达到节省计算

机的存贮和运行时间的目的
.

对于阶次很高的非线性系统
,

若能缩减足够的自由 度
.

那么问题就可在

普通的计算机上得以解决
.

由于一般多自由度非线性振动系统的复杂性
,

一般 而 言
,

这种非线性方程很难找 到 精 确 解
.

因

此
,

对于任意激励下系统的瞬态响应
,

可以采用数值计算方法求解缩 减 的非线性方程
.

一
、

引 言

过去二十年来
,

作为结构动力学领域里的一个分支发展起来的模态综合技术
,

已广泛应

用于复杂结构系统的线性动力分析
.

模态综合的概念是 H盯ty
L‘’‘名’引入的

,

他的 第 一 篇 文

章发表于 1 9 6 0年
,

更早的工作可追溯到 S e r bin
L“1 ,

S o fr in 〔4 ’和 BISh o p 【6 ’.

自从 H u r ty初期

的工作发表以来
,

又有很多的改进工作
‘。’一r ‘“’,

近期的评述
、

总结可见「17 〕一〔19 ]
.

应 用的

范围从飞机
、

导弹一直扩展到其它机械
、

土木工程结构
.

该法成功的关键在于大大缩减系统

的自由度而又不影响问题的物理本质
.

但是
,

就作者所知
,

这些方法通常只限于线性系统
,

遗憾的是很多工程结构不能当作线性系统来处理
.

当出现强非线性特性时
,

线性近似和实际

观察与试验很不符合
。

此外
,

线性化理论还自动滤掉像跳跃现象
、

亚谐振动
、

极限环运动等

如此重要的振动现象
,

因此
,

目前正致力于求解能更准确代表实际情况的模型的非线性方程
.

对于复杂结构系统
,

尤其是对非线性系统作振动分析
,

所化费的代价是极其昂贵的
.

线性系

统中采用模态综合缩减自由度
,

对节省内存和机时是十分有用的
.

因此
,

把模态综合法推广

到非线性系统确实是一个值得进一步研究的问题
.

文献仁2 0 〕「2 1] 给出了一种适合于具有连接件拙合的复杂结构系统振动分析的模态综合技

术
.

但是
,

这种连接件被简化成线性弹簧和阻尼器
.

如果结构遭受到强的激励
,

这些连接件

井
钱伟长推荐

.
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将首先呈现非线性特性
,

而各部件则通常仍保持线性特性
.

例如
:

行驶在随机性路面上的车

辆
,

板簧将出现非线性
; 转子

一

油膜轴承
一

基础系统中油膜力在本质上是非线性的
; 在滨海结

构
一

土壤交互作用问题的动力分析中
,

土壤是很强的非线性材料
.

当连续加载时
,

应力
一

应变

呈曲线关系
,

因此
,

切线模量连续下降
,

在循环载荷下出现滞后回线
.

本文基于文献〔2 0」「2 1 〕提出的方法
,

企图把模态综合方法推广应用于上述非线性系统
.

具有非线性连接件祸合的系统
,

其模态综合的方法类似于线性系统
,

大致包括以下四个

基本步骤
:

五
.

分解

当系统的连接件被解除后
,

整体结构将解体为一系列的部件 (或称子结构
,

子系统 )
,

由于这些部件和连接件是在建造的组装过程中所用的
,

因而这种模型自然而然能等同和描述

系统的各个部分
.

2
.

分析

我们考虑各部件仍属线性振动系统
,

由有限元法计算或 由试验可得各部件的自由界面主

模态信息且只保留低阶模态
.

此外
,

对于大型复杂结构而言
,

往往 由不同工厂 和 部 门 所生

产
,

子结构化的分析可由各负责的工程师们独立地进行
.

非线性连接件的特性
,

也由试验或

计算得到
,

有的很容易
,

有的则很困难
.

3
.

总装

当经过模态分析得到各部件的模态信息之后
,

各部件的运动可以用一组减缩的低阶主模

态来代表
.

集合各部件的运动方程即可得总系统的运动方程
,

部件之间的棍合是由连接件的

偶合力实现的
.

这样
,

就把问题化简为求解较少 自由度的非线性方程
.

4
.

再现

在结构部件的某些重要部位
,

一

工程师需要很好了解 到计算所得到的振幅
、

动应力等的动

力分析的结果
,

而求解非线性方程所采用的是模态坐标
,

因此
,

要转换到物理坐标以再现结

钩的动态特性
.

二
、

运 动 方 程

考虑图 l 所示由连接件组装各部而成的复杂结构系统
。

当解除各连接件B G
,

G H
,

⋯后
,

系统分为各部件B
,

G
,

万
,

⋯
.

用角标b
, g ,

h
,
二指示各矢量 (位移

、

力
、

⋯ ) 所 属 部 件

的关系
.

部件之间连接的本质是连接件的藕合作用
,

当连接件被解除后
,

其作用可用藕合 力 或 /

和力矩来代替
,

如图 2 所示
.

连接件的惯性一般可以忽略
,

因此这些祸合力成对出现并符合

平衡方程
:

甲
}G 月

(‘ ,

砂

f夕 , b 尹

‘几 , 夕、

、夕 ,
万

1‘.

r
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叮

. , . . . . .

一一
月中 ~ ~ 一

.

一
一 , ~
一

. . . . . . . . . . 叫. , .

图 2
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f了夕
, b 飞

= 一 f(b , 口)

这些藕合力是连接点相对位移和相对速度的非线性函数
.

为了选择由各连接件如 B G 连楼到

部件G 上的界面坐标
,

构造指示矩阵 L‘“
, 吞, ,

若对幻 是界面坐标
x ‘“ , ” ,

中第川
、

元素
,

则粼 ;
, ”’

= l
,

而L
‘“ , “, 的时于的其余元素皆取零

.

这可得
x ‘g , ‘) == L (g , 卜) x ‘g ,

其中 x ‘幻表示部件召的位移矢量
.

非线性力矢量可以表达为以下函数

f ‘
口 , “, = f ‘口

, “, (x ‘夕 , 。, ,

交‘g
, b , , x ‘b , “, ,

交‘b
, “,

)

某些非线性力的特殊情况如图 3
.

a ) 分段线性弹性 句 硬 (软) 特性弹簧

c) 双线性滞后 d) 弹塑性滞后

图 3

应用有限元法
,

可建立任一部件 G 的运动方程如下
m ‘口, 父‘g , + e ‘g )交‘g , + k ‘口

, x ‘g ’= r‘口, (t)一 f
‘g ,

其中r ‘自 (t )是外激励力矢量
,

祸合力矢量 f‘幻是由零元素和由连接件 E G
,

G H

部件 G 上的藕合力矢量f
(口

尸
,

f‘夕产
,
⋯等集合而成的

。

可得整系统的运动方程为

M父+ C交+ K x = R (t)一 F(x ,
云)

其中准对角矩阵

M = blo ek
一
d ia g [ m

‘, ’ , m ‘劝 ,

⋯
, m 佃 ,

]

C = blo ek
一
d ia g 【c

‘, , , c ‘幻 ,

⋯
, e (a , 〕

K == blo e k
一

d ia g〔k
‘, , ,

k ‘2 , ,

⋯
,
k ‘

a , ]

(2
.

1)

一等作用于

(2
。

2)

(2
.

3 )

(2
。

4 )

(2
.

5 )
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外力矢量和祸合力矢量为

R (t)= [ r“ , , , r ‘2 , , ,

⋯
, r . ) , ] , (2

.

6 )

F (x
,

交)二 [ f
产, , , ,

f‘2 , r ,

⋯
,
f(, , , 」, (2

.

7 )

系统具有
s
个部件

,

任一部件G 具有N
,

个自由度
,

系统总 自由度 N 二 N l + N
:
+ ⋯ + N

,

由于复杂结构系统的 自由度 N 过大
,

所以对非线性方程 (2
.

2 ) 的求解是困难的
,

采用下

述模态综合法以降低系统自由度
,

将使非线性方程易于求解
.

三
、

模态分析及综合

模态综合是使复杂结构系统得以用缩减自由度的方程来代表的一种模拟方法
,

也可以认

为是瑞雷
一

李兹 (R
a y le ig h

一

Ri tz )法对复杂结构系统作动力分析的应用
。

模态综合基于对各部

件的模态分析
,

这种分析可采用有限元法或其它任何合适的方法来进行
。

模态分析是为了得

到各部件的模态矩阵中
‘g)

,

该矩阵由李兹基矢量亦即部件各阶模态所组成
,

对于给定的部件
,

可由求解特征值问题和静力问题得到
.

H ur ty 采用部件的固定界面主 模 态 巾户以及刚体模

态 中沪和约束模态 侧约
.

Cra ig 〔” 指出事实上勿需区别刚体模态和约束模态
,

因为它们都是

由界面上给定点的位移所决定的
.

G ol d o a n ‘’“和H ou
‘“’只用 自由界面主模态 . 沪

.

主模态经常分为低阶保 留主模态 中沪和高阶剩余模态 中沪如下

巾二
, ,

= f。扩
, ,

巾犷
, 〕 (3 一 )

根据频率截取准则
,

从低阶频率开始截去高阶剩余模态而只取全部主模态中的一部分
,

即保留主模态 巾 ‘“,

来进行分析
.

经典的 自由界面法由于没有考虑剩余模态的影响
,

因而界面上的局部柔度难于反映
,

致

使结果的收敛性很差
.

为了改善自由界面法的精度
,

许多作者
‘’“, 一【’。’

采用其它模 态
,

例 如

附着模态中尸
’

以替代剩余模态
.

文献 〔2 0〕〔2 1」的算例表明
,

由于有连接件祸合的系统部件之间一般是一种弱藕合
,

因此

不计剩余模态的影响仍有足够的精度
.

本文仍采用这种方法进行非线性振动分析
.

求解自由界面主模态可由部件 G 的无 阻尼 自由振动方程

m ‘, , 父(g ) + k
(“, x ‘“,

= o (3
.

2 )

得到
.

对应上式的广义特征值问题的方程
户矛

, , Zm ‘g , 。 矛
“, 二 k ‘, , . 舒, ,

(3
·

3 )

共有N 口 (部件G 的自由度) 对特征值和特征矢适合上式
,

第i特征对 为 (P 了
口 , 2 ,

中尸 )
,

频率平方对角矩阵A玲口)和主模态矩阵中产
,
分别如下

:

A琦, , == d ia g [p 尹, , ’ ,
p 牙口, 名 ,

一
,
力装

, 2 ,

⋯
,

夕片乙
“ ] (3

。

4 )

叫
扔 , 〔勿 ,) ,

叫,), ⋯
,

。忿
,

⋯
,
中跳〕

中尸
, 已经正则化

,

满足正交条件

中汀
g , , m ‘口, 巾玲夕, = I(口)

中寿
夕, ,

k ‘口, 巾诗口
,
= A寿口

,

通常我们只需n ,
个保留模态

,

故

A
‘“,

= d ia g [p 扩“, ‘ ,

p 矛
g , ’ ,

⋯
,
夕欲

, : ]

(3
.

5 )

(3
.

6 )

(3
.

7 )

(3
.

8 )
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巾
‘, ,
二 }

一

中沂
“ , ,

巾犷
“’ ,

⋯
,

巾华
,

」 (3
。

9 )

其中保留模态的数 目
。, 《N

口 .

将物理坐标转换到保留的模态坐标 q
‘“, ,

其近似关系为

x ‘“,
= . 若

g ,

q
‘“】

(3
·

1 0)

其中略去了高阶模态
,

由上式把
x ‘“, ,

交
‘
仍 ,

父“
,

代入方程 (?
.

0 并前乘必宕
“, , 得

访
‘g ,

+ C ‘g ,

q‘
g ,

+ A矛
g ,

q
‘“‘

= 。续
‘, 牙r ‘“

’

(t)一 巾、
g , 少f

‘口 ’

(3
.

1 1)

通常阻尼矩阵C
‘口’并非对角矩阵

.

集合全部部件方程
,

可将系统方程缩减为

可+ 己向+ 八q= 中
T
R (t)一 中

,
F (q

,

q) (3
.

12 )

其中系统模态坐标矢量和模态短阵为

q = 仁q “
, r ,

q ‘
2 , , ’ ,

⋯
,
q
‘B , r

]
,
’

(3
.

13 )

巾= blo e k
一

d ia g [中聋
‘, ,

中矛幻
,

⋯
,

中考
a ,

] (3
.

14 )

准对角阻尼矩阵和频率平方矩阵为

万二 blo e k
一
d ia g〔e 产‘

, ,
e 矛”

,

⋯
,

C瓷
‘ ,

j (3
.

; 5 )

A = d ia g [ A塔
,

’
,

A‘
, , ,

⋯
,

A若
. ,

l (3
.
1 6 )

方程 (3
.

J2) 右端非线性力 F (q
,

的 原来是位移
: 和 交的非线性函数

,

通过 (3
。

10) 即可转换

成 q
,

向白勺非线性函数
.

在转换中只涉及到界面上的位侈相速度
。

事实上
,

采用系统的模态矩阵 巾
,

引入变换
x 二中 q (3

.

1 7 )

代入运动方程 (2
.

2 )
,

即得对应于模态坐标q的缩减运动方程 (3
.

1 2 )
,

显然

巾 rM巾 = 备 (3
.

1 8 )

中牙C中 = 己 (3
.

19 )

中 , K 巾= A (3
.

2 0 )

各部件缩减后的自由度为
n , ,

缩减的系统运动方程自由度
。= 矛: , 十 : 2

+ ⋯ + 、、

大大低于原系统

的自由度挥
,

即。《N
.

从物理坐标二到模态坐标g 的变换
,

这意味看一种坐标的减缩
.

四
、

数 值 解

一般而 言 非线性系统方程的精确解是难于得 到的
,

但有时可以很有效地得到近似解
,

可以采用直接积分法或称逐步积分法
,

近来有很多著名的数值计算方法
‘“么, 。

上节已得 到减缩的系统运动方程

可+ 厅q+ 八q= 中r R (t)一 中 , F (q
,

口) (4
.

2)

现在为了选择合适的积分格式
。

把方程写成下列形式
.

1
.

若能把非线性力矢量分成线性项 F
‘

和带有摄动参数
。的非线性小项 「

. ‘,

即

F (q
,

向)~ F‘+ 召F
. ,

(4
.

2 )

共中线性项为

F
‘
二又q + 石q (4

.

5 )

附加刚度矩阵和附加阻尼 服阵K和C可由参考文献【2 1〕求出
.

方程 (3
.

1 2 )则成为

花+ Cq+ K q = 中
?
R (t)一 。中

T
F

。 ‘(q
,

q) (4
.

4)

其中
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C一己十乙 (4
.

5)

K = A + K (4
。

6)

组合的阻尼矩阵和刚度矩阵C
、

K与时间t无关
.

对于非线性项为零的特殊情况
,

以上结果化为线性系统的模态综合的情况
‘“‘’.

就非线性性质而言
,

方程 (4
.

4) 易于写成 t十△t瞬时的形式为

可
‘+ 。 :

+ C q
: , △‘+ K q

‘十
“二中 , R

: + 。 :
一 。中犷F

。。(q
。, 八: ,

q
‘+ 么.

) (4
.

7 )

其中角标f表示时间增量△t开始瞬时
,

方程 (4
.

7) 右端依赖于 q
: , ‘ ,

和 自
: , 八.

可近似地取作已知

载荷
,

采用迭代法求解这一方程
,

其 (n十 l) 迭代方程可写成如下形式
:

花跳
:
+ C向跳

。
+ K q跳

:

二中 r R
t , △‘

一。中 , F
。 ‘

(q乳△。 ,

口蓄
+ A :

(4
.

8 )

其中
。
为迭代次数

,

当q以
。
* q犷

, ‘.

时
,

迭代停止
。

这一方程易于由 N e w m ar k
一

刀法或W ils on
一

e 法逐步积分求解
.

上述方法的优点是对等刚度矩阵三角化只需一次
,

因为矩阵 K
,

C都是

常数矩阵
; 其缺点是每步要采用迭代以减少精度的损失

。

2
.

另一种形式是采用增量方程
。

方程 (3
.

12 ) 在邻近的时间站 t 和 t+ △t展开 后可得

增量方程

城十杏△q+ A△q二 . , △R

一
, △F (4. 的

其中各增量为

△q = q
‘, △‘一 q

:

△R = R
: + ▲:

一 R
,

AF= F
‘, △‘一 F

‘

将 F
。+ △ ‘

在 F
,

邻域 内展成台劳级数
‘

, 口F I“
.

日F “
、 .

凸 r = 一5 舀
一

l甲凸q 十 一蕊泛一甲凸 q十
. 0 .

U 几 1 t U 人

略去 △q △q 的高阶小量
,

代入方程 (4
.

9) 得
△荀+ [已+ c

‘

」△q+ (八+ K
‘

)△q = 。 , △R

其中梯度矩阵

(4
.

20、

“
‘
一 ,

丁

票
一

}
K

‘
一 ’

甲

告

(4
.

j l少

(4
.

2 2 )

依赖于时间 t ,

但在每一次新的时间增量之前可以求出
.

方程 (4
.

10) 是线性方程可以 采 用

直接解法而勿需迭代
.

但是
,

组合的刚度矩阵和阻尼矩阵在每次新的增量开始时 要 重 新 集

成
,

这包含着矩阵的重新存贮和三角化
,

文献 [23 }提出了采用迭代法来改进
.

注意到 (4
.

10)

的广义质量矩阵是单位矩阵
,

因此勿需三角分解的中心差分法是适宜的
。

下 管 扬 1.
~ 口叫Jj 、 二了~ 「~

护 J

图 4 表示一扭转振动系统
,

为具有扭转刚度为 左‘ 的无重轴段和转动惯量为 I‘的 刚性圆

肠 算例是由研究生谭明一完成的
.
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盘所组成
,

且设

11 二I
:
= ⋯二 I

。5
二I

吞一= k
Z
= ⋯ = k

3 。
二 k

图 5 表示轴 (A )的恢复力矩M 和相对扭转角 0 的弹塑性近似关系
.

当第 20 圆盘和末端圆盘受

到如图 6 所示的一对反方向但相等的扭矩 M (O作用时
,

求系统的瞬态响应
。

当轴段月的变形在线弹性范围内时
,

系统的固有周期

, _ 二 /丁
, :

_
,

。

J , ~ 丁丁了互三二了、
一

V
一

万 、了一
‘ ’‘ ” ” ’。。少

勺 1 玉几.
门
八 J 卜 口

、 1 4 艺 I

若常扭矩 M
。

作用于第2 0和末端圆盘时
,

末端圆盘的最大静转角为

e
。 . = , 5

尊R

取图 6 和图 6 中值

M
,
= 0

.

9 5 M
。,

T 卫 == 0
.

7 0 4 T
:

应用上述模态综合法
,

把系统分割为两部分
,

把轴段 (月)取 作连接件
,

左半部和右半部

分别取 。, 和 n :
个保留模态

,

于是系统缩减为(n , + 恤)个自由度
。

采用 刀=
一

李
, :

任

i , 。

=
、

下犷阴
乙

N e w m a rk 积分法
,

并取

△t = T l/ 2 8
.

4

口= 口
。5

/o
a 。

计算第 35 圆盘的瞬态响应如表 1 和图 7 所示
.

其中
n , = 30

, n Z
= 5 是未减缩 系 统 的 计算结

果
。

一1洲叫日一日 (
“

4

·

姗
图

一一一�洲

-

— 口

入了
。

卜
一

万
} /
口卜四

!

图 5 图 6
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犷1
.

0

(”‘= 3 0
,

, 2 “ 毖戈

(矛了J

(n l = 5
, ”2

10
, ”2

、飞

、、

\

沁
、

加分了

7/

少‘了

沪

/

\
\

.一

洲
�

尸0

\

月

尸卢

/

t /八厂
�

\

\蕊肠

2 魂 6 乙 王O 1 5 而 3 O 3 5

/
4 5

\ /

\~ 才/

图 7

丧

3 0 1() \
夕

’

3 0 1 O

\
.

打 ?
、一\ _

4 八亡

8 △t

12 八t

13 八t

16 心t

2 0 △t

2 4 △t

2 8 八t

3 2 么t

之1
.

1
’

{4 忍

0
.

55 2 3

0
.

匀4 2 、

0
.

g t; 19

O 巳5盛2

0 50 9 ()

0
,

1( )3 3

一0
.

20 9 6

一 C
.

32 4 t

0
.

16 9 4

( ) 5 3 6〔‘

(j
.

9 17 7

0
.

93 5 3

一 0 83 4了

1 0
.

4 9 8 2
1

} 0
.

0 9 9 8

{ 一 0
.

2 0 8 8
一

} 一 0
.

32 0 5

( )
.

1 65 3

()
.

5 2 0 5

f)
.

8 9 0 2

0
.

9 0 4 9

0
.

8 12 0

0 4 8 3 5

0
.

0 95 2

一0
.

2 0 6 7

一 0
.

3 1 4 2

36 八l

续(飞八t

44 八l

48 八t

52 △ t

56 △才

60 △t

64 △t

6 8 八才

一 O
_

1了0 5

(}
.

0 9 2 2

0 2了0 4

0
.

2 6 4 (s

11
.

10 9 8

一 ()
.

0 6 2 7

一 0 13 6 5

一 0
.

0 8 1 1

f)
,

0 4 3 3

一 0 1 6 8U

0
.

0 90 1

0
.

2 6 5(演

〔)
.

2 5了9

0 10 56

一 0
.

0 6 40

一 0 13 60

一0 0 80 7

0
.

0 4 18

一 0 1 64飞

0
.

0 8T 8

〔、
.

2 5 76

0 2 4 9 2

0 0 9 9 8

一 0
.

0 G6 3

一 0
.

13 4 3

一 0
.

0 7 9 3

0
.

0 4 0 6

计算是在 D JS
一 1 3 0 机上进行的

,

计算到 1 00 △t 所用机时了
。

比较如表 2
.

啊应最大值的截断误差 万
,

比较也见表 2
.

表 2
J

一一
-一一

-

一
- -

一

—
‘

一—
一万

一

—
一
—
一

3 ((

,j
、

( m i” ) 4 2

打
.

仁% 》

一
lrl

l..
_

.

;;...
二

⋯一节
-

通过计算表明
,

本方法在非线性分析 中
,

共有物理概念清楚
、

数学简洁
、

计异结果足够

精确
、

所需内存少机时节省等特点
.
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