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摘 要

本文首次用边界摄动方法求解了二相同角速度转动的圆锥面间 (窄间隙) 均质流体的 流 动
,

和锥

面间流动稳定性
,

证实了在小轴向R ‘数
、

窄间隙血液分离杯中血液流动的稳定性
.

并 进而采用一种新
的数学技巧证实了二相同角速度转动的圆柱面间 (窄间隙) 流动流体动力稳定性

.

理论分析得到上海医疗器械研究所实验的证实
.

一
、

血液分离杯内的流体运动

1
.

引言

近十年发展起来的血液细胞分离技术
,

是现代血液成份采集和临床治疗的新技术
.

血液

分离杯是分离技术的关键部件
,

它利用离心分离原理
,

使血液中密度不等的几种成份分离开

来
,

达到成份采血和临床治疗的目的
。

血液分离杯的结构
、

血流方向
、

分离过程如图 l 所示
.

环隔开
,

这个密封环是设计在收集 口上面的
。

来自供血

者的血液经中央管道流入分离杯内
.

当从供血者体内抽

出血液时
,

抗凝剂与这些血液以规定的比例 不断 地 混

和
.

血液经中央管道流到杯子底部
,

然后通向周围的孔

口 进入由内外杯形成的分离空间内
.

用特殊的夹具将血

液分离杯装在离心机上
,

使它高速旋转
,

进入分离空间

内的血液按密度大小进行分层
.

分出的血液成份依次由

溢 口处流入静止的收集管道
,

从顶部离开血液分离杯
.

当前
,

国外已广泛将血液分离杯用于临床
,

有些国

家成份采集占采血总量的60 肠
,

成份输血和临床治疗比

例也高达5 0 % 一80 肠
.

我国是于 19 7 8年开始这项工作的

技术研究的
.

上海医疗器械所承担了这项任务
.

我国的

试制要考虑利用进 口的离心机 (保持外杯半径不变)
,

它分内外两杯
,

用一个旋转密封

菠菠鑫戮李李

图 1 血液分离杯的结构
、

血流方向

肠
钱伟长推荐

.
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又要缩小每次循环的血处理量 、怀子容量从美制 3 75 或22 5 ml 缩小到 150 m l)
,

井使 血液分离

杯能多次拆卸清洗
.

这就不得不重新设计和试制血液分离杯
.

在试制过程中碰到了已分离出

的成份重新相混的现象
.

分析这种现象并加以解决
,

这就是我们的研究任务
.

血液分离杯有两种类型
,

同轴圆柱型和同轴圆锥型
.

血液分离杯内的流场可以看成是叠

加轴向流的二相同角速度转动圆柱 (锥) 面间的流场
.

叠加轴向流的转动圆柱 (锥 )面间流场

分析和稳定性问题
,

是 目前未能完善解决的复杂问题
.

从 1 9 2 3 年 G
.

1
.

T a y lor 开 始
, 一直

到现在
,

许多人进行过理论和实验方面的研究
。

其中
,

本 世 纪 六十年代R
.

C
.

DI Pr im a,

5
.

C ha nd ra s 。k h a r
等人对叠加轴向流的转动圆柱面间粘性不可压缩流的稳定性问 题

,

乍于对

窄圆柱间隙
、

小轴向R e
数的情况

,

采用 G al e
rk in 法及小参数摄

动法得出过临界 T a ylo r
数的半分析式子T

。
= 一7 0 5 + 2 6

.

5 R e 2 「‘’,

至于圆锥面间的流场分析
,

由于涉及的二阶非线性偏微分方程组

难于数 学精确求解
,

而在规定的定解条件下近似求解 也 异 常 困

难
.

目前国外还停留于数值摸索求解阶段
.

2. 叠加轴向流的二相同角速度转动圆柱面的流体运动

我们将采用圆柱坐标系
.

圆柱坐标系下的N a vi e r 一

S to ke s
方程和连续性方程是

‘“’
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式中厂
, ,

犷
, ,

厂
:

分别表示三个速度分量
; 尸表示压力

; F
, ,

F
, ,

F
:

分别表示外力的三个分

量 ; v系运动粘度
, p系流体的密度

.

考虑到 a) 圆柱足够长 (忽略边端效应 ) ; b) 流体不可压
; 。) 流 动定 常 ; d) 离心力

大于重力等条件
,

N a vi e r 一

s to k o s方程简化成
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.

考虑到血液分离杯的具体数据 (即外杯半径5
.

sc m
,
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.

sc m )
,
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并求得流线为圆柱螺线族

{
r =

c o n s t

z = 口中 + f
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形下傅
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提常数
·

我们完全精确地解决了同轴圆柱间均质流体的流场分析
,

得出了所有流体质点均以相同

角速度绕转轴旋转
,

轴向速度仅是 r的函数
,

以及流线为圆柱螺线族的结论
。

3
.

叠加轴向流的二相同角速度转动圆锥面间的流体运动

我们考虑定常流动
.

N “v , e r st ok e s方程和连续性方程是
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我们知道
,

粘性流体运动方程组是由四个方程

组成的二阶非线性偏微分方程组
,

而数学上要在一

定的定解条件下解决一个非线性方程组却是非常困

难的
.

目前只在极少数情况下才可以找到它们的精

确解
.

我们同样无法求出方程 (1
.
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.

7 )的精确解
.
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,

我们可以采用边界摄动的方法
,
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,
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我们于是用边界摄动法求出了二相同角速度转动的同轴圆锥 面 间的 流体流 动近似分析解
.

因为在流动稳定性的证明中
,

并不必需求出基本流动的压力值
,

所以这里我们不专门去求一

级摄动压力尸
, 了

.

二
、

血液分离杯内血液流动的稳定性

如果不存在轴向流
,

很明显离心分离出来的分层流体是稳定的
.

但是
,

如果叠加上轴向

流
,

情况 可 能 不 同
.

L
.

N
.

H o w ar d在 196 2年指出
,

无轴向流时稳定的密度分层对任何可

能存在的轴向流具有稳定性影响“
’. 当然

,

这种稳定性影响未必大到足以使叠加上轴向流时

的流动也是稳定的
.

不过
,

在我们的情况中
,

如果证明了叠加上轴向流时均质流体在二相同

角速度旋转的同轴圆柱面间流动的稳定性
,

再加上无轴向流时稳定的密度分层的影响
,

自然

也就证实了带轴向流的二相同角速度旋转同轴圆柱间离心分层流体流动的稳定性
。

.

二相同角速度转动的圆柱面间血液流动的稳定性

设扰动速度和扰动压力分别是
u , , u , , “ :

及尸
, ,

则扰动后的速度和压力是

f 厂
,

二 O + 协

厂
,
二 r 习十 “甲

厂
:

一 A (r) 十 跳

尸一 h(; ) + c z + 尸
‘

扰动方程是

今
十“

贵一
2 汤

·

一告盟
+ ·

(
、

ZU ,

一
声

瞥
+ 月

贵
十 2汤一咖

“

一各)

今
一

十 A
一

贵
+ 二

留一分釜
+ vv 、

·

今
+

、

今
十

贵
一 ”

式 中 v
Z
一

斋
+

子
一

食
+

吞
一

扰动方程是线性的
.

方程 中的系数仅是坐标的函数
,

而不是时间的函数
.

方程的一般解

可用特解的和式来表示
.

在这些特解中扰动速度
,

扰动压力将通过因子彭
“‘

而依赖于时间
.

扰

动
“

频率
” q 不是任意的

,

而是根据符合于相应条件的方程解式来确定 的
.

假若有虚部为负

的 一 些 q 存 在
.

则与它们对应的尸
“‘

将随时间无限增大
.

换句话说
,

这种 扰 动一 经发生就

会不断地增强
,

也即是对于这种扰动流动将是不稳定的
.

因而要使流动具有稳定性
,

就必需

任何可能的
“

频率
” q 的虚部为正

.

这时
,

所发生的扰动便随时间按指数律而衰减
‘。’.

我们将只考虑轴对称扰动
,

并设
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「u
, 。, u :

P
‘

] 牙= L“(r ) 。 (r ) 出 (r ) P (r) j
’
『

。 ‘ 、“‘+

“
,

_
_

_ ‘
_

,
、

d 一 d
_

l _
,

引人异付 口 二 歹
·

口 , =
一

丽
一

十卞
,

则

以
_

J

“了
, , , 、 , 、 二 , 。 , 、 , 、

.

1

V
‘

~ 吸一万 + 一 1一万
-

一 八
‘

~ 门
多 曰一 八

‘

“ 川尸
二
十 万

_ ,

一 八
‘

、 沂石r r , 〔不F 厂一

扰动方程改写为

, (D D
二
一 开

,

一 i卫

.

K
J 、

~
, r : 、

尸
一 寥 一 汪少“十 2 占卉 ~ 似

一了

工
,

尸

,

(I少D 、一 l\-
‘
一 ;

荟
一

入一
P

一

。

(z, I, 二 一 兀
‘一 ‘

一

若
刀砂二 一

,

式功

万
、

竺 心
。
一 2招 。

V

、

理) , 一
‘

二)
‘

生~ i

一

I
,

八 一
P

扰动边 界条件是

u = v ~ :、一 口。二 O
,

于: = r , , r : 处
.

对d 《兰l冬互的窄间隙r6J 题
, l。6。年 R

.

c D ip r im a用c a l。r k ; n 法对同向旋转的两圆筒进
乙

行数值计算
,

发现当轴向R e
数介于 。与 5 之间时可用角速度的平均值代替 角速度

.

轴向速

度的平均值代替轴向速度
‘6 ’.

这样的观点
,

以后为5
.

C h a n dra s
ek ha r ,

E
.

R
.

K r ue ge r 等

人所证实” , , ’.

我们现在的问题也属于窄间隙小轴向R e
数问题 (比如

,

当血液流量 4 OInl / m 时
,

轴向R e

数仅0
.

5 3)
,

所以也能采用平均化的假定
.

半
~ 旦
争

一

““一“, 一 6“““一“,

式中 、一犷群

对于窄间隙问题
,

D 、 D
、 ,

利用恒等式

.

兀d
令

ru

lj)tr (子
一

)}一
‘2“、 (a 二K d)

及 。
(
。

, j) 一、一介
、

和)即
之十

一

价
一

: ,似 , 、)

。。
*
一二一

2

介
忿

夸
了

;

冲热科
:
K 阴

【
刀
州?)]

r
.

_
2幻d

Z
。 , 卜 、 、 、 ,

。
_

, 一
, ,

,

_ 一
, , 、 _ , _

~
, r , 二 ,

_

, ~ _ L

并将 乙的起点移到两 圆筒IH] 隙的 中点
,

用
一

万一
“‘“ 代口 ,

逐得到间 1创百阴饥动力 住组仪优动

边界条件
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{(瑟一
‘
一 ‘。

一
“
’(汾

一“‘

’
“一 ‘2 ‘“““-

少
1 d Z

⋯
_ 、 _

_

i
气毋

一 “‘

一 ‘“一 ‘““ ,
”

一
‘

一

“ ‘“

! 以u ~ ~ d 〔
_

一
。

l
, ,

!
“ = “

一刁了= “= ” = 飞沱
一‘ ”

,

士‘= 土了处

(2
.

1)

(2
,

2 、

(2
.

3 )

式中 二
q d

Z
,I. _

一

—
, I

一 _
F

生日
Z
d
‘

, 2 < O以及
“

~
”

表示取共扼值
.

我们将从这组方程着手
,

证明稳定性
.

展开式 (2
.

2 )
口一 a 么口一 , J 口一 io R u = 一了

, 。2 “
(2

.

4)

沪口如创护

式 (2
.

4 ) x 。 。鲁
一砂·。+ ‘子·” + ‘·R ·”

一Ta
Z
“·

(2
.

5 )

对式 (2
.

5 ) 从一冬到斗对。进行积分
乙 乙

注意到

f“
乞 , ,

少旦
J
一 : / : 一

北
“
d亡

~
, ,

丝 {
“么

_ f
d g ! 一 ; z :

J
}。

,

}
“
d亡

一 l , 2

d 石 d 口
, 。

f
一下不一 一一了多 a g = 一 l
G 乌 口S J 一 1 , 2

所以

一

{里
:

}一 }
Z
d。一 (
一

‘行一 ‘·R ,

I
.
。

,
·
、:
一

: 一

I 奋u d亡 (2
.

6 )
一 l , 2 一 ! , 2

展开式 (2
.

1)
,

少
l
一 歹‘;

-

一 Z a
‘

\ 以‘
,

d
“

.

d
“

刁乙了 一
‘a

~

万醉
~

一 ’

, d
Z

J

二
。

二
。 n

、 _
.

~

a扰
一 J了互~ 十a ,

十 : a a ‘

十舍a “

扰) u 一 1 2 吕双u a = 口

U S
-

(2
.

7、

j�9白

式 ( 2
,

7) x 汗
,

并从一 对C进行积分
,

注意到

I一 音一 2

_ d
4 u

, _ ,

~
,

睬 万石 a g = 一丫『
a g

’
一 i , 么

““左
“

“一 I }
u ,,

.
Zd乙

, 1, 2

了..
J

+

( 一 2 ·么- !。

一
R )
I一 l沪 2

_ d
么u

, _ . _ _ .

_
、

r
“

、

刁醉
一
“““ (“旷十’口十 ’“ “, J }

u ,

}
Z
d乙

一 1尹:

所以

I 不I
u ,,

!
2
+ ( 2 a 2

+ i 〔, + ; a R ) }
u ,

}
2
+ (a

4 + i二 a Z
+ ia 3

R一
ZI R a ) !

u
l
Z
}d乙

~ l , 2

{ 汀v d C ( 2
.

8 )
一 ! , 2

将式 ( 2
.

6) 代入式 ( 2
.

8)
,

得到

! 镇卜l/
!
2
+ ( 2 a 2

+ i a R ) !
u ,

!
“
+ ( a

4
+ i a 8

R 一 zZ I R a ) !。}
2
卜d乙

一 1 尹:

+ “a
·

+ ‘a ‘,

丁. 1尹 2

‘,
·‘

,
‘
+ ·”· ,

’
‘d“

一尹
。

一

{
一

!览
:
〔}一 !

:

、
、‘,

户�一d2
‘
口.盆
.
百

刀
.百..+ (

一
*· * ) 、

·
,
么: d。+ ‘(a

产

一 ‘a
,

)
{一 1 , 2
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式中。
, ,

a ‘分别是a 的实部和虚部
.

将上式的实部分出
,

得到

I
_ : , : {I

u l,
I
“
+ “a “}“

‘

!
‘
+ a ‘

卜,
’

} d亡一 子
a * {{二

:

〔,
·‘

,
’
+ ·“

’
·
”〕“亡

一 。‘

不(
, ‘2 [一。

,

!: + 。 2

1。I
:

〕、: 一级
二了
{

, ‘,

}。 1
2

“飞=
。

一 ’
LJ产 l, : 气

’一

”
一 ”

’ “一 ,
T a a

j
_ 1 2 : ’“ ’ 一 》

J一
“

未里 , /
。

二
, 、 : l 、 。

拣 *
,

.

山 、二
。,

。 _ \ 。

二
_ _

q 少 二
t、 , _

从、
* 。 _

由于T < O
,

所以一节二 > 0
.

欲使上式成立
,

必 需 入> 0
.

而a 二卫兰- ,

所以 q 的虚 部价
囚

J ‘

、 甘 ’ 产/ ‘

协 T a z
/

U .
栩\

人山决、 ’的山
’

力
’

阳 以 ‘/ U . ”u . 一 v ’ ‘J ,

林
, 目 ”

腿
p 尸 , ‘

> O
,

从而扰动随时间按指数律衰减
。

我们于是完全用数学分析的方法证明了圆柱型血液分离杯中血液流动的稳定性
。

这是与

实际观察到的现象一致的
.

二相同角速度转动的圆锥面间的流动稳定性

我们采用同样的符号
、

类似的方法及仍然采用速度平均化的假定
,

得到的扰动方程组是

D4
。一2K 叨

2“ + 处沙
。 十
丝

一

Da
。 + 二D

AD
么。

一竺DB D 。

一竺
一

沙
“

护 V V 朴 V

+ K 4u 一夕

咨1一。丫
d A

_
_ _ _

“一口F
-

刀“ 一 八
乙

—
公

U — 一 - 生 D
Zu 一

K
, , .

。
、

。
。

一 (月 十 舀万 z 夕刀
‘粼

+

丝uD
Z

(A + 。

价卜 i夕望丝{
。

+l’ 丝兰奥士少刁
V V 扩

2兀
2

补r
(r习 + : C )。 (2

.

9 )

式中g = q
,

+ ‘q ‘、 以及

沙
。一尸

。 + 卿 一竺
。 +
塑

一

刀。一 (
{‘)土兰塑

一

试
。 + 州竺

梦 护 梦 护 卜 r

_

。
,

。
, .

d C
艺占J 十 召七 / r 十 ￡ 一厂

~

a r

V
(2

.

1 0 )

我们将在任一
二= 常数的截面上来取平均

.

如果对任一截面都能说明q ‘> O
,

白然证明了

流动是稳定的
.

用 、 (·) 一
吞J

r’一“ , (r)。r代。, (·)
,

r , 一 心之

。(
·) 一奋I

“一“。(·)J·代替B (
r )

,

r 】一 e之

。(·卜刃代替c (r)
,

其 中 。(z) 一

扩
一 “‘

c

(r)d
r,

伙 一 f 之

从
_

}: 面两个扰动方程出发
,

利用扰动边界条件
“= 。, 切 = D 。== 。于r = r , 一“

, r Z
一 “二

处
,

得到了

‘
飞一 eZ _ 厂 ‘ . , 、 _

I J一
。‘一

,
一尤“一。一

“
+ 五 l。一

‘
+

一

些兰
-

竺卜J
, + i少 = 止I工犷立全

~

房

J L

”
’

, p r J v L 艺

勺一召2
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+ 。 (卜溯
.

广
一“

一

电 d r

(z. ll)
J r

r l 一 已之

{
r Z
一 己Z

r ! 一 C之

{ }
二 !

2
+ 2、 2

,二 }
2
一
令!一 !

2
+

一

尹
一

!一 !
2
+ 、

4

!· !
2
- 口‘K

Z

二 。 ZK
Z
r

十 ’厂 = 不一」

r Z 一 己之

r l一 己之

如d ;
.

「立少些 . + : (‘一 二º 1

式中巾
,

F 为所有虚数的总和
.

将式 (2
. 11) 代入式 (2

.

12)
,

并取实部
,

得到

{
r Z
一君言

r l一君之

{}二。2 + 2“
2

}一 }
2 +
孚一 }

2 + K 4

: }2

}d
·+ 2K 2

{
r Z
一 左之

r 丁一 召Z

!。 }2

}
d :

(2
.

12)

〔,
“‘

”

: 尸 , : . , 。A }v

J、 一 I V } -

一
-

一
-

— 一一
V r

色飞d
r 一叫

J 歹 J

r Z
一 己之

汁
r l一 召z

{}一
+ K Z

:· :
2 + : “

Z : · }‘}d
r一 “

我们能证明B > 0 .

由于

二I ( r :
一。二 )

_ 心一 r {
理川 n r ,

r 1

口P 。

日z
1n 生

一十
r Z
一 君之 ;

、

淤
: (几
一

,
2

一‘

月 (r , 一 : 二 ) 二 心二叮
4子‘I n r ,

r 1

口尸
。 ,

百二
: 11

r 1

r l一 己之

月一李
二

4拜 豁
“(

一
,
“

一‘

A ( r Z
一 e z )一 A ( r , 一 。 z ) 二

d ( r , + r , ) 口P 。 , r l一 。z

—~

—
一 二下一 I n 一

-
- - -

一, , 1 r Z d z r Z
一 己z

住仔 I n 一

l 口P
。 , ,

十 、户 一瓦刃L气r , + r Z) 一艺““ Ja

r I

而
啦

< 。
,

所以为了证 明
a ‘

” ( 二 ) 一
告
〔A ( r Z

一 。z , 一 A ‘r l一 “z , 」> 。

只需证明
一 ( r r + r Z )

,

—
一

一 -一一
- -

一 I n
r 2

犷2
一 己之

r l一 巴之
+ 仁( r l + r 。) 一 2巴二〕< 0

I n l

r 1

这是显而易见的
.

因
砍二:升 ::

,

所以‘
·

军:居 则 ( r ; + r : ) 1,、
犷2一 忍之

r l一 君Z
> 厂( r -

犷
r

r
n少

, , , r Z

一l
一

r Z ) 一 乙君之 」 In r , ’

另夕卜
,

虽然、> 。
,

但是 !。
产 }么一
求

, : 厂 }。 !“

了丫
一

,
而
介

,
, ·《 1 ,

肠一少
_ _

.
、 ‘

护
_ _

。才
‘ 卜 _ . J . 。 _ 。厂 I川 “

不日 / l、
‘

尸少「护丈
一

二 。一

》

—
口‘ 。

以IJ I V
’

l“ 牙》

—
一- - - -

一’

a . 一 p r

”
V r

于是
,

因为
r Z
一。 > rl 一韶 > 0 ,

所以为使等式成立
,

必需叭> 0
。

这样
,

我们证实了同轴圆柱型和同轴圆锥型血液分离杯内的血
.

液流动稳定性
.

这是与实

践中观察到的怀中已分层的血液成份并没有在进溢口前在杯内重新相混的现象一致的
.
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ou e s (n a r r o w g a p ) w it h e q u a 儿 a n g u la r v e lo e it : e s o f r ot a t io n 。了 u s ; n g a o o tl n -

d a r y pe r tu r ba t i o n m eth o d
, a n d th e hy d r o dv n a m ie s ta b主lity o f b lo o d 犬lo w In th e e o n 。一t y p e

b lo o d pr o e e s so r 1 5 v e r ifie d
, u 口d e r e o n d itio n s o f t h e n a r r o w g a p b et w e e n t ho e o n e , 匕 n d

:口 a ll a盆 ia l R 口 。u m be r s
‘

T h is p a p e r a ls o v e r : fie s t he hy d r o dy n a 以ie s ta b ilit y b et w e e n

e o n e e n t r ie e yl: n d e r s
(n

a r r o w 峨a p ) w it h e q u 从 1 a n g u la r v e lo e zt ie s o f r o ta t lo n b y 、15 一n g a u e 节

m a the m at ie a l te e h n ie s
.

T he s e th e o r e t ie a l a n a ly g e s a r e I n a g r e e tn e n t w it h th e e x p e r im e吐a l o bs e r v o t to n s ,
w h : eh

h a v o b e e n m a d e 七)y S h a n g h a z M e d ie a i In s t ru m e n t s In s tit u te
.


