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摘 要

木文研究两对边简支
,

其它两边任意支承
,

板的刚度沿简支边方向按任意规律变化的矩形板
.

采
用文〔】」提出的有限板条元索法求解

,

其特点与习用的有限元法或有限单条法不同
.

不是先建立单元或

单条的刚度矩阵
,

然后拼装总刚阵再求解
,

而是确立各个板条元素的变位和内力的传播关系
.

实例计

算表明
,

该法是一个简便有效的方法
.

一
、

板受横向载荷和中面拉力联合作用的弯曲

基本微分方程
,

问题的简化与归结

大家知道
,

变刚度矩形薄板弯曲问题 (图 1)
,

归结于求解下列偏微分方程
〔“’‘“’:

切
,

厂气一刀口口曰工劣澎口
. _

口D d
‘ , _

口D 口

刀凸凸W 十艺二 下 万万
一

口功 十艺一又一 又

0 工 O 环 O y 口y
△二 十△D △功一 (l一力

口2切

a 戈a刀

, 、 ;

口2功

二 q 十 ‘““一

币广

了工日程,况口卜(口O曰

一
汕
一

尹口日理一夕日一口

式中
“子 “一

具
+

募 切 是板的挠度
; D 是板的弯曲刚度

, v
是板材的泊松系数

;

q 和 N
,

是横向载荷和中面拉力
.

厂

口口口口口口口口口印印印} 4444444

牛牛牛牛牛牛牛
~ 月月

厂厂厂厂厂
’

]]]]]]]
一一 , 一州州

lllllllllll 「二下二二一一一二 lll

巨巨门门门门门门门门
巨巨了了了了了了了了

劳

叶开沉推荐
.

理7 7



4 7仑 黄 道 岸

精确求解上述方程数学上有很大困难
,

故对任意 变刚度矩形板弯曲问题
,

目前尚难求得

精确解
.

对于刚度按线性规律变化的简支矩形板
,

仅受横向载荷的弯曲问题 R
.

G
.

Ol ss on 研

究过
‘“’.

厚度按线性变化的矩形板横弯曲问题 H
.

Fav re
,

B
.

G ieg 研究过
‘“’.

U
.
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.

巴斯拉

夫斯基对刚度线性变化的板弯 曲问题也曾作过研究
‘弓’。

现在我们用文章 【l〕中提出的有限板

条元素法对所提问题作进一 步探讨
.

首先把变刚度板离散化
,

看成是
n
个等刚度板条元素的组合体 (图 2 )

.
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刚度记为 D
‘

(‘= 1 , 2 ,

⋯
,

n)
,

其挠度 功 ‘
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表 1 标准基本解组及其导数间关系
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令 夕= b.
一 1 ,

并把板条左边的变位和内力展成级数
:
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再把它们回代到变位和内力的诸式中
,

最后得到结构紧凑
、

物理意义明了
,

计算板条变位和

内力的通用公式
.
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:
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反映板
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。

不过
,

在有限元素法中
,

单元上载荷通常根据静力等效原则

转化为节点 (线 ) 载荷
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再根据节线处的连续性及平衡条件
,

很容易得到相邻两单条变位和内力的传播关系
:
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显然
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式
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.

综上所述可以看出
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,
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卜 。h “。 (, 一 b , 一 , )

y 含一

炭
‘。一 b , 一)

·

sh “。 (。一b ,一)

‘
3
一

潇
、‘· (。一 b , 一)

· 。h , 。 (。一b
,一卜

sh “。 (, 一“一) }

(2
,

z )

以及取 如= 一 2几氛
,

久 = 几氛
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三
、

板受中面压力作用的弯曲
,

板的失稳

该情形也可看作是第一节讨论问题的特例
,

只要假定横向载荷 q (二
,

y) 等于零
,

用一 N ,

代 N , 即是
.

第一节的分析计算公式仍然适用
,

但要用下列标准基本解组取代 (1
.

2) 式
:

Y
。
= e o s

刀(夕一b卜 , )
·

e h a (夕一 b卜 1 )一
旦i二夕i

, ; 。

2叨 一
刀(, 一b卜 , )

·

sh a (夕一 b卜 : )

Y l
3 a 2

一刀
2

Z a (a
艺
+ 刀

名

)

eo s
刀(, 一b卜 , )

· sh a (夕一b一 :
)

, 3刀
“
一 a Z _ : _ 。 , 二 : 、

一L 一 I

一
; 、

了动丈沪干万万
“ ‘u 尸 、夕一 “‘一 ’声 ’ “u 以 、夕一“‘一 ’,

Y : 一

命
5 , n “‘、一 b ‘一,

· sh a ‘“一“
。一, (3

.

1 )

Y
3

瓤六两
S , n “‘y一“卜

,
, 二h a ‘“一“

, 一,

一石
俄画

C一 “‘“一“
, 一 , 一h a ‘“一“一,

一怀
一

瓮乒
刀一(念

以及取 p Z
= 一 2 (a

Z
一刀

2

) ; p
4
= (a

Z
+ 刀

2

)
“

应用通式 (1
.

9)
,

根据板边 y = 0 和 梦= b 处的边界条件
,

很容易得 到变刚度板稳定问题

的特征方程
,

解特征方程就可确定使板失稳的临介压力
.

下面我们以 刀= 0 和 夕= b 边固定情形来说 明
.

对于稳定问题
,

传播通式 (1
.

9) 变成

(3
.

2 )

1 .............J
协仍价协研口MQ

飞......且.......d
中中中中l兄34巾中巾中古.

么34中巾巾中侣里
乞3‘巾中巾中

厂..............L

一一

1.....r......J.

场
.

嘛
.

枷
.

恤研口MQr

eese
..L

式中
: 中 ; 一 巾, ,

中1 3 巾、‘

中
: , 巾 : :

巾
2 3

中 2 -

中s , 巾
5 2

巾
3 3

中: -

巾一 巾
一: 巾

一。
巾一

l

二 fl 〔巾 (占
‘)] (3

.

3 )

夕= O边固定
,

故 口 你
,

0) = 0
,

(戈
,

0) = O,

也是第 1 号板条 切 , (戈
,

0) = 火 :
(男

,

0) = O,

这需

要 碎 ;
。二聪

。 = 0
.

夕= b 边固定
,

故 叨 (%
,

b )= 0
二

(二
,

b )= 0
,

也就是第
n
号板条 。。

(%
,

b) = 0
二 ”

(x
,

b) = 0 ,

这

需要 班孤= 0孤二 0 ,

即是要求下式成立
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{
中一。 中1‘

巾 : 。 巾
: 4
1{

M‘
。

1
-

J L Q孟
.

J
(3

.

4)

板失稳产生纵弯曲
,

必需要求 M告
。 和 吼

。 有非零解
,

这只有 (3
.

4) 式系数矩阵的行列式等

于零
,

从而得到

巾1 :
·

中
: ;
一中一。 ·

巾: : == 0 (3
。

5)

这就是确定临界压力的特征方程
。

对于 , 二 O 边固定
, 夕= b 边铰支情形

,

代替 (3
.

4) 式为下式
:

.r....,�一

1
1

{
巾z、 中1 -

巾
3、

q)
s -

( 3
.

6)

特征方程为 电
。 ·

巾34 一中1 ‘
·

叭
3 = 0

对于 刀= O 和 刀= b 边铰支情形
,

代替 ( 3
.

4 ) 式为下式
:

( 3
.

7 )

!拭爪捌
一

( 3
.

8 )

特征方程为 电
2

·

中
3。
一 巾1‘ ·

中韶= o

对于 夕= O边铰支
, 刀= b 边固定情形

,

代替 ( 3
.

4) 式为下式
:

( 3
。

9 )

{状沮刹
一

( 3
.

诬0 )

特征方程为 电
,

·

。红一。 1‘ ·

。。 = 。

对于 , = o 边自由
, y = b 边固定情形

,

代替 (3
.

4) 式为下式
:

( 3
.

z J)

一一

、...‘J.

==0r.....Ll.

ee
.J

!
中 z一 中 1 :

协2l聪中巾
2 ,

(I) 一

中
2 :

特征方程为 中22 一巾 1 : ·

( 3
.

JZ

( 3
.

J3

四
、

计 算 举 例

讨论刚度按线性规律变化D 一
州

l
+7 十

一

)
,

四边简支方板
,

受到线分布横向载荷

_

l
, . , 刀

q 一 g o t 1
.

1司 ‘一〔
、 口

一

)的横弯曲问题 ‘图 3 ,
·

板材 ,白松”匕一
”

·

, “
·

首先把板离散化为 3 个板条
,

其刚度依次为 D , = ZD
。 , D :

= 4 D
0 ,

D
3
二 6 D

。 .

其次根据静力等效原则把分布载荷 q 转化为节
“

点
”

载荷 (与 y o z 平面平行的剖面看)
,

如图 3 所示
.

节点载荷峰值为
:

器鲡
,

器
一

ba0
,

(仅取级数 l 项 )
·

节线广义
“

集中
”

载荷向量为
:

、矛
1
, 一

〔
。 。

牲
一bq 、分

2
, 一
[
。 。 。

器
。。

。

〕
’
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再次
,

根据边界条件确定初始向量 {研盖砂
.

因 夕= o 边简支
,

故。 (x
,

0) = M
, (x

,

0) = o
,

也即是第 l号板条 。, (x
,

0) = M
, , (二

,

0) = 。,

从而 四l
二 = M I

二 = 。
.

由 夕= b 边简支
.

故 功 (二
,

b)

= M
,

(二
,

b) 二 O,

也即是第 3 号板条 。 :

(x
,

b) 一 M
, 3

(x
,

b) 二 o ,

从而 。全。一M矛
二 二 o

,

由此条件

利用传播通式 (1
.

9) 可确定 0孟
二= 一 0

.

0 1 6 1 3 0 5 ,

吼
m - 一 0

.

64 5 02 74 q0 b
.

于是初始向量为

{附孟
。

最后利用传播通式
·

== 〔0 一 0
.

0 1 6 一3 0 5 0 一 0
.

6 4 5 0 2 7 4 q o
b〕

,

(1
.

的 计算各个板条元素的变位与内力
,

结果列于表 2 中
.

表 2

挠挠 度 脚脚

(0
.

3 3 5 ) 羊
(。

.

6 5 3 ,

O

一。
.

。。4 :。:

群
(一。

.

。。40 4 6

签
)

一0
.

0 0 3 7 34

一 0
.

()0 3 6 42

9

群
。

晋)

转 角 口
一。

.

。。; 4 3 7

晋
。

.

。。80 4 4

孵〔 ‘

少
0

一 0
.

1 86 9 2 7 9 9 0 口:

(一0
.

1 63 61 7 0 q o砂)

一0
·

2 4 5 90 6 9 q o a Z

(一 0
.

2 1 82 3 7 0 g o a 2 )

前 力 Q 一0
.

3 2 4 8 73 5 q oa 0
.

5 3 46 0 7 6 q o a

注
:

圆括号中数字是文献 〔幻 中的结果
.

本文结果与其它方法 【幻 的结果是很按近的
,

其优点是很显见的
.

2
.

研究线性变厚度方板在中面压力 N ,
作用下的纵弯曲问题

.

板的两对边简支
,

另两

~
、

二 ~ 、 二 ~ ~
,

~ 八 , 。
。 _ 。

「二 (h。一 h0 ) 夕1
。
_

。 _ , _

访一协平夹
.

一边固定 (图 4)
.

板厚 h= h
。

1 1 + 五竺生 - 二卫左
.

书 j
,

h0 = 0
.

85
。m

,

坦 思下人
’

思目咫
、

囚 叼
.

协甲
”
一

‘

.O L
孟 ’

h
。

b J’
’

, 一
“ ’

~ “一 ,

弹性模量 E = Z x 10e k g /c m
“ ,

泊松比 , = 。
.

3 , 。= b= 1 m
.

首先把板离散化为两个板条单元
,

其厚度依次为 h l“ 1 c m
,

h
Z
= 1

.

3 c m
.

应为

hb = 1
.

4 5 e m

其弯曲刚度相

D - E 川
12 (1一 v Z

)

~
, .

_ ~ _ _
_ , 。 。

b
谷个极杀览度为 ol ” 。 2

== 二 ,
‘

D
Z
=

0
。

s m
.

万h ;
1 2 (l一 v Z

)
“ (1

.

3)
“

·

D l

传播函数 (1
.

5) 式中标准基本解组按 (3
.

1) 式计算
,

包含的参数 a 和刀对不 同板 条 不

同
,

第 l 号板条为

1Z、、.产a ,一

(一艺丁一斑

刀
: =

第 2 号板条 山二

(
一

念
一

)
‘

(
一

奋一
刀;)告

一
‘
一

爷一拭分刀
:),



4 86 黄 着 岸

- 曰~ 州, . .

甘

上
_ 一 _

_

九
“

, 一

曰
T一恻

嘿
几

,

一
什

户
吞

—一州}
二

{

⋯⋯
一

⋯{ 亡厂万
黔到 巨且二上

普普
q 泊泊泊泊

)))))))))))))))))))))))))))))门门. . . . . 曰. . 口曰口. . ... 一 ,,,

111

————————
了了了了了了了了了了侣侣侣侣:::

i
‘了,

一一一l 一一

图 3

八一(叙)
‘一

云乡严几

图 4

由此可
_

见
, 各个板条元素传播矩阵中的元素只包含未知参数几

,

也即是说
,

只包含待定的临

界压力刀
, .

所以特征方程 (3
.

5) 式 (注意到 (从3) 式) 是
一
个关于 N

,

的超越方程
,

解此方

程即可求得最小临界压力 N
,
= 2 7 6 6 k g /c m

.
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