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摘 要

本文建立了由应力张量叭j 的二次齐次函数与一次齐次函数的和米表达其屈服条件的刚理想塑

性体的极限分析变分原理
,

它可用于岩土力学的极限分析问题
,

并把屈服条件为应力张量 口 ‘J
的二

次齐次函数或一次齐次函数来表达的情况作为其特例
.

月lJ 舀

自从著名的上下限定理奠定以来
,

固体力学中的极限分析问题得到相当的重视和 发 展
.

195 1年
,

D ru c k er 从稳定材料的概念出发
,

讨论了塑性势函数
,

证明了塑性应变率与屈 服曲

面的正交性
,

提出了相关联的流动法则
,

为极限分析理论带来很大的方便
.

极限分析的上下

限定理虽然为结构的极限分析奠定了某种理论基础
,

但由于据此求出的上限值和下限值往往

相距甚大
,

难以估计近似解的精度
,

而且经常由于不易妥善选取应力场而找不到较合适的下

限解
,

因此
,

有必要对此进一步研究使之趋于完善
.

极限分析可以根据广义变分原理来进行
.

早在五十年代
,

广义变分原理在固体力学中就

得到了相当的发展
.

在我国
,

胡海昌
〔‘’继 R e is s n e r 〔么’之后得 到了广泛形式的弹性力学的广义

变分原理
,

并建立了全塑性体的广义变分原理
;
解伯民

〔“’推广了文献 〔l」的成果
,

建立了弹

塑性混合体的广义变分原理
.

钱伟长〔难’则在 19 64 年作出了巨大的贡献
,

他系统地论证并创立

了许多广义变分原理
,

首先提出了建立广义变分原理的方法
,

同时指出了两类广
‘

义变分原理

的等价性
.

实践表明
,

变分原理在求解反映结构的某种整体性能的问题上 (例如刚度
、

临界

荷载
、

固有频率等) 是非常有力的工具
.

19 63 年
,

钱令希等
LS 注

提出了一个极限分析的广义变

分原理
,

但这一变分原理在论证上存在着错误和疏忽
.

国外
,

M盯 a 一

L e e 〔。’也作过这方 面的

工作
.

王仁等
〔7 ’曾对文献仁5 」进行过广泛的讨论

; 薛大为
‘吕’t“’曾指出了文献 [ 5 」及〔6 马在论证

士
.

的错误和疏忽
,

建立了正确的刚理想塑性体极限分析的广义变分原理
,

并建立了大变形情

况下的极限分析定理
,

计及了几何变形的影响
.

对于岩土材料的结构
,

由于问题的复杂性
,

在极限分析方面还没有取得很大进展
.

近年

来
,

我国在岩体力学的弹塑性理论研究方面作了不少工作
.

一般认为
,

莫尔强度理论能较好地

反映出岩石的极限条件
,

即在通过物体中任一点的各个微面上
,

剪应力
: ,

与正应力a 。

如满足
:



理或2 赵 家 呈 薛 大大 为

:n a x { }
: ,

l一甲 (a
。

)全= 0 (l
,

1)

则该点处于极限平衡
.

在 !
二 ,

!
, 。

,

坐标平面上
,

滑移面上应力所满足的函数关系
:

卜
。

! = 中 (。动 的图形是一系

列极限应力圆的包络线
-

—极限曲线
.

关于极限曲线的形状
,

有着不同的建议
.

在岩体 力 学

围岩弹塑性分析中
,

经常使用直线型
、

双曲线型和二次抛物线型极限曲线
。

赵 彭 年
汇’01 得 到

了这三种型式极限曲线的极限平衡条件的统一表达式
:

(巫尹)
”

一、
(亚告

旦,

)
“
+ B

俨专
马
)
+ C

(1
.

2 、

式巾
: 。 1 ,

叽是处于极限平衡状态的某点处的最大
、

最小主应力
; 且

,

B
,

C均为常数
,

它们

与材料的特性有关
; n的取值为 1 或 2

.

注意到 al
, a 3

均是 。‘, 的一次齐次函数
,

因此
,

条件

(1
.

2) 总可以写成如下形式
:

f (a
: j)一 a 劳== 0 (x

.

3 )

具中
:

f (。
, , ) = j , (。

‘, ) + f
:

(a
, , )

,

f
, (a 一, )是a ‘,

的一次齐次函数
,

f
:

(。
, , )是a , , 的二次齐次函

数 ; 二了是与材料性质有关的参数
,

可以是常数或坐标的函数
.

关于岩土力学的极限分析问题
,

中国矿业学院赵彭年同志曾在与本文第二作者的一次学

术讨论中谈到过
,

当时他首先提出
,

如能将文献【8〕的结果加以推广并应用 于 岩 土 力 学 问

题
,

是有意义的
.

如所周知
,

当温度较高或围压较大时
,

岩石可视为理想刚 塑 性 材 料
.

因

此
,

我们以式 (1
.

3 )作为屈服条件
,

按照塑性位势理论
,

考虑刚理想塑性体 的 极 限 分 析 问

题
,

提出下面的变分原理
,

它可用于岩土力学的极限分析
.

对于屈服条件中f (二
*

.

,

)由内, 的二

次齐次式或一次齐次式来表达的特殊情况
,

这个变分原理也是适用的
,

在前者的情况下
,

‘

已

与文献仁8 」中的结果在理论上完全一致
。

几 个 定 理

一受外载作用的刚理想塑性体
,

在极限状态下
,

应满足下列方程和条件
:

l) 平衡方程 (在全部体积内)
:

‘: ‘, , , + 刃
‘
= 0

2 ) 应变速度与位移速度的关系
:

(2
.

1 )

: ,

一 ;
(。

‘, , + v , , ,

)
(2

.

2)

3) 流动定律和刚性条件
:

* , 日胡
一

、
。二 。、 _ _ , 日f在塑性区 :
夕

中
: “! , 一 几。

狱
,

在刚性区 犷
,

中
: ‘, ~ 。

4) 在给定力的边界面S , 上
:

口 ‘, , : , ~
, 】

7
’

,

5 ) 在支承边 界面S
,

上 :

(2
.

3 a )

(2
.

3 }。)

(2
.

4 )

口 ‘
= O (2

.

5 )

6) 屈服条件
;
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在厂
,

内
:

在厂
,

内
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/ (。
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宁~ 0

f叱。
‘, )一 a 宁( 0

(2
.

6 a )
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6 b)

其中
·

f‘。
‘, )二 f , (a

, , )十f
:

(。
,

刀
,

f , 是氏 , 的一次齐次函数
,

f
Z

是丙
, 的二次齐次函数

.

在
_

L述各式中
, x ‘

是三维直角坐标 ; 几, 为应力张量。 勺, 为应变速度张量
; v ‘

为位移速

度矢量 ; X
‘

为体积力
; 丁

‘

为基准外力
; , 为载荷乘子

; n ‘为边界面的外法线单位矢量
; 元为一

与 : ,
, 无关的标量函数

; 足标夕
, 犷分别代表塑性

、

刚性
.

为简明起见
,

本文采用张量分析中

的求和约定
.

定理 于 结构抵达极限状态时
,

载荷乘子
, 为下式的驻值

:

{ ‘
。
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其中
: , “ ,

晰互相无关
,

同时独立变分
, ‘, 通过 ‘ ,

使氏声“ > O,

f (。“)的最大值处于塑性区内
.

(v
‘, ,

+ 。 , , ‘

)与 v ‘相联系
, a , , 和 v ,应

将 (2
.

7) 式变分
,

并用G au
s s公式进行变换

,

整理得
:

‘。
, , , , + X

‘

, “一d 夕
’

+

l
夕

。

l(
f一 叮圣
。荟+ f

, U f夕

)
, , - 。 , J , J 一 犬

!

〕
乃一 d 犷+

!
F 己‘, “仃

, 夕d 丫

叽
妇

|扣证一

+

I
。 ,

〔
·‘, - f一 a 芬

a 导+ f
:
己‘j一

, _ , . : 、 口f
, , _ , 、

、L, T ~ 1一 J Z , 二 一
-
-

一 戈J 一 口 T )

口U ‘j

(。手+ 八)
“

d八

丛
。, 。 ·, *

」
。。 ‘J d 扩

一

{
: 。

一
‘a

‘, d s +

{
、 , ,

(
a , ,

一
T

*
一

荟渭
; a

‘J · ,

)
。·

‘
“S

+

}
: , 、

‘a
, ,

一
,

’

‘)j一 ds 一

!
: , ,

家入
a ‘, 一。一d s 一

)
、

r ,

荟拼
? 厂r , J
一、·‘之‘s一 。

sa ~ 1 )9�
户,‘、

!!
乡l|eer,...........

由于 d氏 , ,
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,

有
:
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在 (2
.

sd)两端乘以。“
,

按规则求和
,

谊 薛 大 为

并注意到f二 厂, + 八
,

因人
,

人分别是 吸
, 的一次

,

二次齐次函数
,

_ 口J
I _ : -

U ‘J
反币

,

~ “‘, LJ ‘J

口f :

aa ‘J
= Zf : , c : ,

口f
口口‘了

= f : + Zf
:
= f + f

: ,

故有
:

f一 a 手 (。杀+ fo (f + f刃一 Zf
,

(f一 a手)
-

a 备十f
:

(。手+ 八)
2

一 口 ‘, “, ,

〔
ZJ手(。手一f)

-

f
,

、
“

(a 寻+ f
:

)
“

r.L.

J
.

.己
目
心」J己仃

因a “。‘, > 0
,

由上式知
,

在厂
,

内f= 。芬
,

从而在犷
,

内f簇a 奋
.

以厂二 a手代入 (2
,

8d )得
:

矛J一‘
议一a
一口

J
舒 七占z ,不为

, 圣十f
Z

,

此即流动定律
.

再将f = 。手代入 (2
.

8b )
、

(2
.

5 9 )
,

注意至11(2
.

sa )
、

(2
.

8 e )
、

(2
.

se )
、

(2
。

sf)
,

即得 (2
.

1)
,

(2
.

3 )
、

(2
.

4 )
、

(2
.

5)各式
。

以 f二 a 分代入 (2
.

sh)
、

(2
.

8 1) 两式得 i亘等式
.

(2
.

2 ) 式在建立定

理时已用过
.

由此定理 1 证毕
.

对于刚塑性分界面上以 及塑性区内部可能存在的不连续面上

的平衡
、

连续诸条件
,

可照通常的方法加入相应的项即可
.

当在S F
上

, 。‘= 云‘ 为已知时
。

只

需将 (:
.

7 ) 式中分子最后一项改为f
。 a ‘, n , (。‘一。‘)、s 即可

.

” ‘砂 ’ ‘

一 ”
‘ 一 、 ’

“
‘

~
‘

曰 ’ 、

~
、 / 甘

JS
犷 一 。 ‘一 ‘ 、

一

定理 l的逆定理
,

即刚理想塑性体 (结构) 极限分析问题的完全解必使载荷乘子
v 的一

次变分为零
,

显然成立
.

在具体运用变分原理定理 1 时
,

场函数吸
, ,

晰不必满足平衡方程
、

流动定律
、

边界条件

及屈服条件
,

刚塑性分界面由 f (, , , )一 a 手= O 确定
.

对于准确解
,

通过变分所有条件均能满

足
、

对于近似解
,

通过变分上述条件可得到近似满足
.

近似解的好坏
,

与所选取的近似场函

数有关
.

在工程设计中
,

应尽可能使所选取的应力场满足下限定理
,

使所选取的位移速度场

满足上限定理
,

以便获得较好的近似解
.

如果。
‘, , 。 ‘

是这样选取的
,

则有 :

定理 2 如果所设应力场 a节
,

满足下限定理
,

且八 = f
Z

位育
, )> 0( 当六二 0时

,

应有 衬二

f , (a 曹, ) > 0)
,

所设位移速度场时满足上限定理
,

则由定理 1 (2
.

7) 式所决定的极限载荷乘子

:

将不小于同一。蓄
, 通过下限定理给出的下限值

,

它也将不大于同一时通过上限定理给出的上

限值
.

证明
:

根据定理 1 (2
.

7) 式
:
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其中
: 。早, 是与 8 介对应的应力场

。

要比较、
, ; , , ‘的大小

,

只需比较 (2
.

10)
,

(2
.

9)
,

(2
.

J I) 三式中分子的大小
.

先证明
: ”》姚

·

因为
:
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,

所以
:
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有
:
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.
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(2

.

14 )

往意到不等式 (2
.

J3)
,

有
:

。 :
了 · :决蓄寻事

。:八 (2
.

15 )
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由不等粼
2

·

‘5 , 及不等式
:

)
犷 一

杀粉
(f

一
‘, d犷簇”比较 ‘2

·

‘。)式和 ‘2
·

”b , 式立“‘,

得
: 。。

) , .

2) 当f言二 O,

f全> O时
:

Z a 手一 f萝
J 手

a :
, ·:

,

J : +

{
。 吐续 (f? 一。弃) d 厂一

I
;

X ‘V : “犷

(2
.

j6 )

f卜�一

一一V

了
’
‘v号 d s

此时
,

号县
一
。: 厂哈好能满足屈服条件

,

但它与心
,
不一定满足流动定律

,

故 有
:

J 1

a :
, ·: 矛)

一

劳
a :

, ·: ,

( 2
. 1 7 )

由 (二了一 f节)
“

) O,

有
:

叮之
一

毖咧二Z立
j甲 一 a 劳

( 2
‘
、8 )

从而
: 口

、 2 二手一
i 己 诬 子护

, -
-

- -

一
- 万

仃于

J 节
, 己足

,

( 2
.

j的

由不等式 ‘2
·

‘”, 及不等 ; 七

{
厂 J 节

,召了
,

J 异
(f犷一 a ; ) d厂簇0 比较 ( 2

.

10 ) 式及 (2
.

16 ) 式 立即得

到
:

九 ) v.

故 八》
v》砚

,

定理 2 证毕
.

定理 2 指出
,

当所选场函数
。 ,

和a’ , 分别为机动可能场和静力容许场时
,

由定理 l ( 2
.

7) 式

所决定的极限载荷乘子介于相应的上
、

下限值之间
.

有必要指出
,

在定理 2的证明过程中
,

不等式 ( 2
.

14 ) 当六 > 0 , 。矛> O 时恒能成立
.

事实

上
,

对于任意 的八 (> 0)
,

。{ ( > 0) 以及任意的 六
,

或者有
: a 芬) 六 + /’t

,

或者有
: 。丢簇六

+ 八 ¹ .

在前 一情况下已证明了 ( 2
.

14) 式 ,

现只需证明在后一情况下 (2
.

] 4) 式也成立就行 了
.

由不等式。圣簇f全 六> 叹义及二手> O,

仿照定理2证明中的做法
,

有
:

l《
介

.
2六

一

万万一Z‘ 气~
一

一

犷 于
一

砂 ‘

a 全卞 J 玉 CT 全十 J 玉

+ f臀,

f r
,

此 (a 手一 f了一f言)
月一 一一 一二一了

. .

〕‘ 亏 , 一

—k口全十 J 泛) -

因为。子一 f犷一f贯( O,

故有
:

_ 2 , . , . \ f犷(a ; 一 f萝一f雪)
.

2f雪( a 圣一f r一 f兮)
:

.

邝
u T
一 J l

一 J Z ‘ , i

一
~

一- 二 : 一 了. 一 卞
-

一
--
一三

2 . f 份 -

一 十
-

。 T 门目 J 2 0 2
,

州~ J ?

以下的推证完全和定理 2中的证明相同
.

从而不等式 (2
.

14) 当六 > 0,

不等式对于建立下面的便于实用的定理 3很重要
。

(时一f贯一 f言) 2

(a 子十八 ) 2

。芬> O 时恒成立
.

这个

定理 3 如果一应力场行
, , 与基准力八平衡 (体力X ,

不计 ) ,

且了
2 = f Z (毛, ) > o万

: = 0 时
,

应

有了
,二 f , (人, ) > 0) ,

在定理 1 中取山, = 声
‘, (刀为可变参数 ) 和任选机动可能的 位 移 速 度

场试 (但a ‘, 。兮
, ) 0)

,

则在对刀变分后
,

由定理 l ( 2
.

7 )式所决定的载荷乘子 v
不小于由入

J 通过

下限定理给出的下限值
,

也不大于由川 通过上限定理给出的上限值
。

¹
:

这一情况虽然与极限分析的概念 不符
,

但在近似计算中
,

在塑性区内部却是可能出现的
.
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证明
:

以丙 , = 声
‘, ,

试 代入定理l (2
.

7) 式
,

得
:

护(声
)

二

!
二

、
, ·; ,

亦一

丁
二

,

〔口,

杂赢
(。

2 + 助一‘)‘

{
。 ;

从试 ““

刚塑性区域的分界一般依赖于刀
.

变分后取定 刀(刀> 0) 使
, ‘

, ,

为极大
,

并由 f (刀毛习一

可 = O确定刚塑性分界面
,

再代入上式
,

改写为
:

, ‘声声=
L挤错

~

一

声 , :
,

州协
)

婆全瑟墓
(。

2
+ 、一矛)d 厂

(2
.

2 0 a )
7
、 ‘口 o

d 万
万!

J
。

,

。口, 刀口
‘J · : , d 犷 +

J
。

,

{
。

:

,
’

(刀) 爵落鬓
刀“

: , ““
,

“犷

(2
.

20 b )
‘口弋 d万

设a 岔
;

二巩己
‘,
为下限解

,

则有
,

簧瑞分
一“‘J· ,

,

> ”‘J ‘, “, ’

(2
.

2 1 )

注意到刀(> 0) 是使
, 为极大

,

从而由 (2
.

2 ob) 及(2
.

2 1) 式有
:

f
_

.

二 _ 。 _ , T/-
.

f :二声一 ;
汀

,

_ _

_ J口脚
“
洲

‘, “ 曰 “ 犷
一 J厂

,
、自

一

砰干奋万奋
F

尹
-

一

—
一了

一

—
一

—
- -

- - - -

一 一
一

l 了山 兮 d s
J万

:

v‘d , , : 号
,

d 厂

》
立卫竺些犷可

:
_

二(。。
·

标
号

,
J 犷

孔
,

.

八
·兮““

现在证明
, ( , 。 。

刚塑性区域的分界面由八脚
‘, )一 a 手== 0确定

,

则在刚性区厂
,

中
:

f (声川 一 a手二刀丫
2
十可

1一 二;簇。 (2
.

2 2 )

当 凡> 。时
,

斌
丽几石子+ 尸六

?刀
2

子
2

一

声
‘,
恰好能满足屈服条件

,

但不一定满足流动 定 律
.

由定理 2证明中所述
,

有
:

· :
, ·;

,

少匕

~ 深少
血

一

风武 (2
.

2 3 )

注意yll a 童
、

> o
,

刀
Z

f
:

> o
,

子通

v 4澎了
2

时 + 产召
2尸厂

:

一 口f
, 一

_
.

_

ZJ

一
二

一
二一

lj 。
‘ , 己丫

,

户
一

下
J f

矛一刀了
:

+ 声介
脚

‘

川
,

(2
.

2 4 )

所以 衅
、 ZJ

己及护‘绮 一二夕
仃于

了一刀了
、

+ 刀
,

厂
2 月a

‘, 。飞
;

(2
.

艺5)

由不等式 (2
.

2 2 )
、

(2
.

2 5 )及刀> o比较 (2
.

10 )式和 (2
.

2 0 a
)式立即得

: v ( , 。 .

当 f
:
二 o ,

f
, > 0时

,

(2
.

2 0 a )式和 (2
.

2 2 )式为
:
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‘

!
Za 手一刀沂

.

a 手
脚

, , 己。“厂 +

!
.

犷
,

(夕)

d占

口舀‘, 。下,

a 圣
(脚

, 一。夕) d 厂

f (刀J
‘, )一汀寻二口厂, 一口芬( 0

注意到
~

豁刀
J ‘J恰好能满足屈服条件

,

但不一定满足流动定律
,

故有 :

I, J I

(2
.

2 6 )

(2
.

2 7 )

。扩
j ·扩J 乒

命脚
‘, ·“

(2
。

2 8 )

由不等

嘴异
一

笋
一

翅产
’
一

喋
J易 。易矛里q 分一刀子

, 。。

一 - 一于 一
尸 u

‘了￡石 (2
。

2 9 )

由不等式 (2
.

2 7 )
、

(2
.

2。)及刀> 0 比较 (2
.

1 0 )式和 (2
.

2 6 )式立即得
,
《

, 。 .

所以 入( v 《
飞, , 。

定理 3 证毕
.

从理论
_

_

L来讲
,

极限分析的主要任务是在不破坏屈服条件的前 提 下 求 解结构的极限载

荷
。

除了极简单的情况
, 一般很难得到完全解

。

在近 暇计算中
,

所选应力场 几
,
往 往不能保

证在塑性区域犷
:

内处处都有f (。动 = 口芬
,

屈服条件有可能遭到破坏
.

这时广义变分的结果只

能使屈服条件在塑性区中得到近似满足
,

并获得近似的极限载荷
.

定理 3 的建立
,

提供了一

个较实用的计算方法
,

并能确定所得到的近似结果介于相应的上
、

下限值之间
,

这就具有较

大实际意义
.

不难证明
,

对于刚塑性交界面不依赖于刀而变的情况
,

定理 3 也能成立
.

本文定理 l的建立
,

系采用L ag ra ng
。
乘子法

.

事实上
,

在所有满足 (2
.

2 )
、

(2
.

5)
、

(2
.

6)

式的。
‘, ,

晰
, 气 , 中

,

使泛函

“
,
一

{
; / ‘,

一 d 厂一

!
。

X
‘
一 d 犷一

J
:

: ·‘
’
‘
一d s

为极道的。
‘, , 。‘, : ‘, 必使 v为极值

‘’‘’

!
, a ‘,

一 d犷一

!
‘

犷X
‘·‘d 。

f
_
几

。 ,
ds

!
s ,

T

用 L a gr a n g e
乘子气

, , 。‘, 户乘在 (2
.

2 )
、

(2
.

5)
、

(2
.

6 ) 式上
,

将泛函刀
;变为无条件变分

的泛函 11 , 斧

11 , 一

{
,

{
。 ‘, 已, , 一 X

‘
一 + a , ,

【合
‘一 + 一 ,

一」}
d F +

I
厂

*

。(,一 ; )d V

一

{
:

: ·T
,
一 d s +

l
: F 。‘·‘、s

(2
.

3 0 )

将 (2
.

3() )式变分
,

整理得
:

。。 :
一 l(。

, , , , + 、
‘

)。。
‘
、: + {「

一

冬(
v ‘

.

, + 。 , , ,

)一 。‘,

lo
a ‘, 、:

J y J 犷‘ 乙 J

+

{
,

‘a
‘,

一
)“一d 犷+

丁
。

.

一“叮
‘, d 厂 +

J
: *

(一
+ 。

念)
d a , , d犷

+

J
: ;

‘a
‘J

一
T ‘, “一 d s +

1
5 ;

‘a ‘, 一 + 。: )“一d s +

1
5 ;
一“。。d s
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(f一 a 孚)如d厂
犷

r..rJ

令d刀宁= o ,

由ja , , ,

d。‘
,

d。 , , ,

ja ‘, ,

6刀‘及j那的任意性
,

有
:

a “
, , + X ‘= O 在 V 内 (2

.

3 la )

。, , 一

么
一

〔:
, , , , + 。 , , ,

)一 。 在犷 内 (2
.

3 lb)

U ‘J一 a 公J=

了一 a 圣二 O

在厂 内

在厂
,

内

(2
.

3 1e )

(2
.

3 ld )

e ‘了+ l乙

e , , == 0

v ‘= 0

a , , 称 , 一”T ‘= 0

a ‘, n , + 冲
‘
= 0

由 (2
.

3 1 e )
、

(2
.

3 11)式可得
:

a ‘了= a ‘, ,

在 V
,

内

在犷
,

内

在S y上

在S T上

在S , 上

(2
.

3 le)一一

�
.

广
‘
一
.

‘
已一叮一一口

.

3 lf )
.

3 19 )
.

3 1h )
。

3 1 1 )

刀‘= 一 口‘J打夕

在 ( 2
.

3 抚)式两端乘以a “ ,

并注意到 ( 2
.

3 ld) 式
,

可得 :

。= 一 典更乒男
~

口于
.
1
口
J Z

将以上确定的诸乘子代入 ( 2
.

30 ) 式即得极限分析的广义变分原理
.

以上阐述了定理 l 的建立
.

在此
,

我们进一步指出
,

定理 1 ( 2
.

7 )式中的Lag ra ng e 乘子

拜在下列情况下可以有不同的形式
:

l ) 当f = 八时 = _ 卫鱼里兰卫
f , (2

.

3 2 a )

a ‘了己‘了

a 荃
( 2

.

3 2 a )
产

2 ) 当f= 八时 筑 ( 2
.

3 2b )

U ‘J己 t j

Za 手
( 2

.

3 2 b)
产

口一J己 , 夕

a 手+ f
: ( 2

.

32 b )
11

3 ) 当f = f , + f : (f
;今 0 ,

f
,
今 0) 时 一肯窃歹一咒

( 2
.

3 2 e )

_ 口一夕e . ,

a 手+ f
:

定理 l 仍然成立
.

但应强调指出
,

_

仁述各种表达形式上的不同并不是 Lag ra ng e 乘子

一
。

事实 上
, 拼唯一地由下式确定

:

.

3 2 e )
’

拼不唯

a ‘J若
一

公夕

口j
口a 。含

J 仇 西
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其基本形式应为 (2
.

3 2 e )式
.

改写成相应的 (2
.

3 2 a )
产 、

(2
.

3 2 b)
/ 、

(2
.

3 2 b)
“ 、

(2
.

3 2 e)
产

各式

时
,

实际上已经利用了 (在塑性区域内) f (氏户二川这一条件
.

在精确解的情况下
,

在犷
,

内

f (a
, , ) = 二手这一条件处处成立

,

因此上述各种形式在理论上是完全一致的
.

但在近似解的情

况下
,

在塑性区域犷
,

内不一定处处都有f (。
‘, ) = 。吞

,

因此
,

上述各种形式在近似计算中显然

是有区别的 (见例)
.

在建立定理 1 时
,

我们采取了 (2
.

32 c)
‘

的形式
,

这样做的目的是为了建

立具有实际意义的定理 2 和定理 3
.

三
、

举 例

以 上证明了三个定理
,

并说明了定理 1 (2
.

7) 式的建立
.

在证明过程中
,

对 a 手未加任何

限制
, a 子可以是常数或坐标

二‘的函数
,

即材料可以是均质的或者是非均质的
.

对于各向异性

材料
,

只要屈服条件是用氏
, 的一次齐次函数

,

或者二次齐次函数
,

或者二次齐次函 数 与 一

次齐次 函数的和来表达
,

这个变分原理都是适用的
.

今以具有完全解的问题为例说明定 理 l

的正确性
.

例 一
、

简支圆板承受均布载荷
,

在T r e s c a 条件下的极限载荷
、

屈服条件为
:

。 a x 谧!a小 !。。
1

,

!a 。一 a ,

I} = a ,

f (a
, , )为。

‘, 的一次齐次表达式
,

可改写为
:

m a x 兮!M小 }M
。

卜 1五了
。
一M

, 、

{}= M
,

选
:

M
,

一
砷

一

酥
一

)
,

Me 一几 叨 = 卜二
.

将所选场函数 代 入 定 理 ] (2
.

7) 式
,

算

得 , 一

嘿
里 .

所设应力场是 T re s c a条件下的完全解
,

代入定理 1 (2
.

7) 式当然得到准确乘子
‘

例二
、

平面应变条件下
,

半无限体受刚模的无摩擦压入 (图 】)
。

在T re sca 或 M is e s 条件

下
,

屈服条件中f (a “)均为a ‘, 的二次齐次表达

式
.

H n l完全解为
:

扇形区域 A B C 中 二
,

= a 。
= 一K 一 2K 0

,

T , , = 一 K
, 。 ,

= O, 。 ,
= 召百。

, 。
为 刚模向下

的速度
。

△O A B
,

△刁CD 为均匀应力区
,

以大小

为材 2
一

。 的速度分别沿 OB
,

C D 方向作刚性滑

动
。

bbbbb

AAAAA 000

代入本文定理 J (2
.

7) 式或文献 f s 」定理 l ( 7 )式
,

并计入速度场间断线 O 厅C 刀上 的塑

性功率
,

均得初始流动时刚模底部的压力的准确解答为
:

, 一 :
磊

一

畔
“‘

丁户
一K)

·

(召爵竺)rd
r
do +

犷而
兀

·

、vdl

+ {
·
/2 K

.

材万。
.

李
d0 1一K(

二

+2 )、 5
.

14K

J O
V 艺 J

现根据文献厂8 〕
,

采用图 2 所示塑性机构
,

口 ,

= 0

v ,
一 , ; a

,

一刀(2 + e o so)
, 。, = 刀(2 + Ze o s乡)

, 二, 口

设刚 模 向 下 的 速 度为 1
.

若选
:

= 刀
s in o

.

这一选择显然 远 离实际
,

佩代入

本文定理 工 (2
.

7) 式
,

算得变分近似解为P= 5
.

51 K ;
代入文献〔8 」定理 l (7 )式

,

算得变分
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bbbbbbbbb 石石石石

OOOOOOO

近似解为P = 5
.

45 K
,

与准确解P = 5
.

14 K均较

符合
。

例二说明
,

在f (a “) 为 a’ , 的二次齐次表

达式的情况下
,

本文定理 l(2
.

7) 式与文献 〔8 ]

三 定理 j ( 7 ) 式 的正确性和理论上的一 致 性
;

在近似计算中所得结果也比较接近
,

但在进行

具体计算时
,

文献 【8 〕定理 1 (7 ) 式 较为简

便
。

对于岩土力学中屈服条件由(1
.

?)式表达的极限分析问题
,

在直线型极限曲线即 C
。〕ul o m b

条件下
,

例二有相应的完全解
〔1 2 了: ,

一 ct
、一、

七

(牙
十

约
一 ,

{今选取图
。所示的塑性

机构
,

并设在扇形区域内
:

* = 。,

、 = 巩扩功’ ,

a
,

二 a ,
= 刀( ; 十 20)

, 二 , 。= 刀这一选择 远 离 实

际
,

但代入本文定理 1 (2
.

7) 式
,

计算结果与准

确解仍较接近 丈见表 1)
.

表 1

}

5 0
。

} 4 0

准 确 解

变 分 解

功 {
, 。

。

{
~ 1 I U I ‘ V
一

全{

—
}
—! 吕

·

3c 1 14
·

sc

6e } 1 3
.

9(

3 0
。

le

3 o
.

o e

7 5
‘

Z c

了3 3e

bbbbb

河河河 000

对于双曲线型和二次抛物线型极限曲线的极限条件
,

目前还未见到相应的完全解或者较

好的数值解
,

不能进行比较
,

举例从略
.

但应指出
,

基于莫尔强度理论的极限条 件 (1
.

2 )
,

目前已被用于岩体力学平面应变问题的弹塑性分析
,

以此为基础来研究岩体力学平面应变问

题的极限分析
,

无论在理论上或者在工程设计上 (例如考虑大型水坝下岩石地基的极限承载

能力 ) 都是必要的
.

对于极限条件 (1
.

2 )
,

现有的塑性平面应变滑移 线 场理论是不适用的
,

士
、

下限定理的运用也有较大困难
.

本文定理建立的意义即在于为此提供了一个理论分析的

方法
,

同时
,

它也包含了刚理想塑性体极限分析理论中已经研究过的一些 比 较成熟的情况
.
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