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摘 要

本文用奇异摄动理论多尺度法的导数展开法 〔幻 ,

求解了在微粘性阻尼作用下
,

连结在一 个非

线性弹簧上的一个质点的受迫振动方程
.

研究的是四次非线性问题
,

讨论了四种 情 况
:

非共振的

软激发 ; 非共振的硬激发 ; 共振的软激发 ; 共振的硬激发
.

一
、

引 言

刘
一

于非线性系统的研究
,

问题往往归结于对非线性微分方程的研讨
,

这给数学上带来了

很大困难
.

目前只有少数特殊情形的非线性方程能够求得准确解析解
,

大量的非线性方程找

不到准确解
.

为了生产需要就发展了近似解法
,

大量的近似解法可参考文 〔2] 介绍和指出的

不少文献
。

这些方法大多是对二次
、

三次非线性问题所讨论的
。

典型的问题有
:

杜芬方程
〔“’

范德坡方程的受迫振动
,

弹簧摆等等
,

对于四次非线性研究得很少
.

本 文 在 文 〔4〕的 基础

上
,

对文【4〕提出的问题进二步讨论
,

指出了文〔4」错误之处
,

而且研究了文 〔4〕没有涉及到

的软激发情况
.

二
、

问 题 的 给 出

单自由度非 自治系统的非线性振动方程为
〔‘’:

少“
. , _

d “
, . 二, ~

.

dtz 十。飞二一 艺￡拼 d 才一
￡a u’ 十八 c o s占右 (2

.

1 )

其中
, 。 为固有频率

, 己为无量纲小参数
, 拼为粘性阻尼系数

, a 是常数
,

K 是激发的幅值
,

口 是激发的频率
.

这里有各种情况
,

当激发外力较小时
,

K = O (
。
)

,

称为软激发 ; 激发外力 较 大 时 K =

O (1 )
,

称为硬激发
, 当激发频率和固有频率相等时

,

口一 。 = O (。)
,

发生的 共 振 称 为 主共

振
,

即通常的共振 ; 还在某一个组合频率接近于系统的固有频率 (即 n口+ 切。 、。
, m

,
打为整

数) 时也发生共振现象 ; 当 }口一叫 和 ! (
n口+ m 。)一叫 是相当大的数值时

,

非线性振动属于

非共振运动
。

朴

李骊
,

戴世强推荐
.
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我们研究以下四种情况
:

1
.

非共振的硬 激发
:

K = O (1 )
,

口一 。二 O (l)或
n日 + m 。一。 = 0 (l )

;

2
.

共振的硬激发
:

K = O (1 )
,

口一 。== O (
。
)或川 + 。。一 。二O (

。) ;

3
.

非共振的软激发
:

K == O (
。)

,

口一 。== O (i )或祝 + m 。一 。 == O (1 )
;

4
.

共振的软激发
:

.

K == O (
。
)

,

口一。 == O (
。
)或

”口 + 阴。一 。 = O (
。
)

.

三
、

问 题 的 求 解

1
.

硬激发

K = O (1 ) (3
.

1 )

我们选择的时间尺度为
: T

,

= 扩才 (
。= o

,

1
,

2
,

⋯ ) 本文在此选择两个时间尺度
,

即

T
。
== t ,

T i = 。t (3
.

Za ,

b )
“ 的展开式一般取为

:

对一 1

“= 习
。”u .

(T
。 ,

T : ,

T : ,

⋯
,

T , ) + O (
。卫 ) (3

.

3 )

这里取
u = “。

(T
。,

T :
)+ O (

e
) (3

.

4 )

由多重尺度法的导数展开法
:

d a
.

日

dt 二
一

。T 。
一

十 “
百T

子

d t

口2
.

_ a 2
.

,

a Z

一 。T
。“
十 ““

砂祠万
十 “一 。T , ‘

则有
:

d u

d t

a“

=
一

a T 。 十 ￡
口眯

口T x

d
Z u 口Z u

.

_ 口Zu
. ,

口Z u

d扣 =
式

“十 艺“刁了声, 丁十
“一

打
: , (3

.

sa ,

b )

将式 (3
.

4 )
、

(3
.

5a
,

b) 代入式 (2
.

1 )
,

比较
。同次幂系数可得

:

杂
+ 。

‘

一 K一“T
(3

.

6 )

口Zu ,

盯户十。
一

ul = 一 ‘

日
Z u o

日T
o
aT :

一 2 ;
‘

歇一
‘

(3
.

7 )

(1) 非共振的硬激发

方程 (3
.

6) 的解为

~
_ , , .

~
,

K
, _ .

~ ~
_ , .

~ ~
_ 、

u 。= A e x p [‘。T
。

〕+ A e x p [ 一 ‘。T
。

〕+
。了

_ 、

犷
‘

而
,

(e x p [ i口T
。

〕+ e x p [ 一 i口T
。

〕)- -

一
了 “ -

一
“ “ ’ - -

一“
-

一
“ ‘ ’

2 (。
‘

一“
‘

)
、

一“
-

一
“ “ ’

一
r “

将 (3
.

8 )代入 (3
.

7 )可得
:

aZ“ ,
. , .

_ , , , . 月 、 , .

,
,

二
_ , 了 , .

了 、 。 .

。
,

。。 、+ 。
一u 一= 一“。 L汽

’

十 拼六 )e X PL . O I o J一 “。气月
‘

一拼直 )e x PL一 1 0 1 o J
O J O

(3
.

8 )

一 12拼B g (
e x p〔ig T

。

〕一 e x p [ 一 i口T
。

〕)一 a {A
4 e x p [ i4 o T

。

〕

+ 才
4e x p [ 一 i4 o T

。

〕+ B
4

(
e x p [ i4O T 。〕+ e x p [ 一 14口T 。」

+ 4 e x p [‘2口T
。

〕+ 6 + 4 e x p [一‘2口T
。

3)+ 6A
2

才
2

+ 6A
2
B

2

(
e x p〔12(。T

。
+ 口T

。

)〕+
e x p [‘Zo T

。
一 12口T

。

〕+ Ze x p [‘Zo T
。

〕)

+ 6才
Z
B

,

(
e x p [一 12口T

。
+ 12口T

。

〕+ e x p [一 iZo T
。
一 12 口T

。

〕

+ Ze x P [一 ‘Zo T
。

」) + 4A
S

A- e x p [iZo T
。

j+ 4A
S
B (

e x p [ i3 o T
。
+ ‘口T

。

〕
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+ e x p [‘3 o r
。一 i口T 。〕)+ 4才sA e x p [一 sZo T

。

〕+ 4万 sB (e x p [一 s3 o T
。
+ ‘g T

。

〕

+ e x p [ 一 i3o T
。
一云口T

。

〕) + 4AB 3
(
e x p [io T

。
+ 13口T

。

」+ ex p [ io T 。一 13口T
。

〕

+ 3 e x p [ so T
。
+ ‘口T 。

〕+ 3 e x p [ io T
。
一 s口T 。〕)+ 4才B 3(e x p [ 一 io T

。
+ 13口T

。

]

+ e x p [一‘。T
。
一 13口T 。〕+ 3 e x p [一‘。T

。
+ i口T 。〕+ 3e x p [一 io T

。
一 ‘口T

。

] )

+ i ZA
Z

才B (
e x p [ io T

。+ i口T 。] + e x p [ io T 。一 i口T 。〕)

+ i ZA才
Z
B (

e x p [ 一 io T
。
+ i口T 。〕+ e x p [一 io T 。一 i口T

。

〕)

+ i ZA才B
Z

(
e x p [ 12口T

。

〕+ 2 + e x p [一 12口T 。] )} (5
.

9 )

其中 B =
K

2 (。
么一习艺

)

(3
.

幻式的右端只有第一项第二项引起永年项
,

这样就要求
:

梦
一

+ 。A 一。
,

契
+ ; A- 一。

“ 上 ! “ J l
(3

.

1 0 a ,

b )

则 A = a e x p [一拼。T 。]
,

才 = a e x p [一脚T 。〕 (3
.

1 1 a ,

b )

故有一级近似解
:

u == a e x p [一 拼。t+ io t〕+ a e x p [一 拼。t一 i。才] + B (
e x p [一 i日t卜

e x p [ i口t〕) + O (
。
) (3

.

1 2 )

由此看出在硬激发下
,

固有频率逐渐衰减掉
,

最后只有激发频率
,

稳态响应 是 强 迫 振

动
。

(2) 共振的硬激发

取K = O (1 ) (3
.

1 3 )

对于主共振的情况
,

平常理论力学教程都有讨论
,

这里不再讨论
。

从 (3
.

9) 式我们可以看出
: n口 + m Q, = o, (}叫 + }川 = 4 , m

, n
为整数) 时

,

仍有可能共

振存在
,

这就是通 常说的超谐共振和次谐共振
,

一般认为对于超 谐 共振 有
: 。 = 4口

, 2。=

3口
, 。 = 2口 ;

对于次谐共振有
:

口= 4。 ,

2日= 3。
,
口, 2。

。

为了消除(3
.

9) 式可能产生的永年项
,

必须使

1) 当2。、 3口时即 3口== 2 0, + 。
刀 (3

.

1 4 )

其中刀== O (1 )称为解谐
〔“” 〔“” 【. ’

一 ‘2 0)
d A

刁万一 ’2拼。A 一 4a 才B
3e x p [‘刀T

、〕= o (3
.

1 5 )

2 ) 当。 、 4口时
,

即4口 == 。 + e
刀

一 ‘2。

宗
一‘2。。A一B 4

二p〔‘”T
!〕一 0

(3
.

1 6 )

(3
.

1 7 )

3 ) 当 2口、。时
,

即2日= 。 + 。
刀

‘2。

梦
+ ‘2、 , + 。(1 20

2
, 万 + 4。‘

)
e x p [‘刀:

, 〕+ 6 a、
“
。

, e x p [ 一‘刀T
:

卜 。

“ J I

4 ) 当日、 4。时
,

即口= 4。 + 。
刀

l ,
dA

J

、
.

。 二 。 , .

。~
,

‘“。又拭
一

+ “A
)
+ ‘a B A

3 e X p [‘刀T
, 〕一 ”

5 ) 当口、 2。时
,

即口= 2。 + :
刀

(3
.

1 8 )

(3
.

1 9 )

(3
.

2 0 )

(3
.

2 1 )

(3
.

2 2 )
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1 dA
.

八
.

_ _ , 。, 二
.

J n 二 , 、 , .

。,
, . J , n , .

。。
,

艺。 t〕小
‘一

十 拼谁 刀+ 1 艺a 气刀
’

丑十
“, 刀乃

一

) e x PL . PI z J一 4 a 人
一

。e X P L一 : P l 一j= U

、 “ 1 1 ,

6 ) 当2口、 3。时
,

即2口= 3。 + 。
刀

*2。

喘
+ , A

)
+ ‘a B

Z

才
2 ·; p““T

! 〕一 “

对于l )
,

令班= a ex p [ i切」/ 2
,

A- = a e x p [一 i甲〕/ 2

将 (3
.

2 6a
,

b )代入(3
.

1 5)式可得

(3
.

2 3 )

(3
.

2 4 )

(3
.

2 5 )

(3
.

2 6 a ,

b )

d a . : _
d 切 _

J 护
一

甲 ‘“
一

〕巾 一 一户“甲
“ J l “ 丈 1

iZa a B 3

一一
-

一正 一

—
eX P 〔艺(刀T

I一 2甲) ] (3
.

2 7)

将实部和虚部分开得
:

d a
.

Za a B
3

. , 。,

丽万= 一邵十
,

而一
一 s ‘n
甲

了 ’一 艺沪) (3
.

Zsa )

。

卫望
一

-
一 d T I

Za aB
3

口

e o s (刀T
l一 2切) (3

.

2 8 b )

令
, 一盯

,一 : ,
,

奥
二刀一 :

架“ 上 1 “ J 里

取稳态解的条件是
盔

一 。
,

劈
“ J I “ 上 1

由 (3
.

2 8a
,

b )可得

Za a B
3

拼a = -

而
s in 劝

,

= 0

_

色 = 全夕旦i
2 。

e o s沪

消去 矽可得

了
.

: ,

刀
2
、

_ 2
_ 4 a Za Z

B
甩拼 丫 一二丁 刀“ 一 一

_ _ 2

\ 任 / 以 J

这里只有
a
等于零时(3

.

2 9) 式才能成立
,

[ 4〕的 (2 0 )式成立
,

即
:

(3
.

2 9 )

这主要是当拼
,

口
,
夕

,

B
,

。给定
,

一般不可能有文

矿 +

不成立
.

则 u =

-

兰
一

=

4

4 a 么
B 6

K
。2
一口

么
e o s日t + O (￡)

由于文「4〕在其(2 0) 式的基础上
,

认为文【4〕的 (1 8) 式也成立导致了给出自由振动随时间

衰减而发生超谐共振的错误结论
.

我们的工作说明了当 3口、 2。 时的超谐共振一般不可能发

生
,

稳态响应只包含强迫振动的解
.

对 2) 令 劝= 刀T
: 一切

同法可得
:

由此式可决定
a .

则

拼z + 刀
2
=

a Z
B

S

a Zo Z (3
.

3 0 )

u = a e o s (。t + 甲) +
K

。 2
一口

2

e o s日t + O (: ) (3
.

3 1 )
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(3
.

3 2)
d
�

dt
一一振动频率
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(。t+ 切) = 。十。
口= 4口

对于3) 令 沪= 刀T
, 一甲

同样可得

三扩一一
�

(
一

普
一 B

Z
+ 4B ‘

)
“

_

_
_ _

声
2

(
一

普
一 B ·+ ‘B

‘

)
( 3

.

3 3 )

文【4」此式有误
.

则 u 二 a c o s (。t + 卿 ) +
K

。2
一日

Z

e o s口t + O (
。) ( 3

.

3 4 )

d
,

二
、

.

。 _ 。

= 几万
一

气口了+ 甲) = 。十 己p = 乙占J ( 3
.

3 5 )

对于4 )
,

同文 [ 4〕
。

对于5 )令吵= 刀T
l一 2切

同法可得

拼2

, 一
n 奋

一 , 、 。

+
( 6B

z + a Z

)
2 ’

刀
2

4 ( 6B
2
+ 2a 2

)

a Z
B

Z

口
( 3

.

3 6 )

文【4 〕此式有误
.

对 于6 )
,

同文 [4〕
.

2
.

软激发

设K = 。k
,

儿= O ( 1 )

本文此处选取三个时间尺度
,

即

犷
。
= t, T I = 。矛,

丁
:
== 。, t

( 3
.

3 7 a ,

b )

( 3
.

3 8 a ,

b
, e
)

d 口
.

口
. ,

口
二; 一

= 下而而一 十 己又哟声 一
十 己一

一

人币 ,

以 [ 口1 0 口 1 1 0 1 2

d
Z 口2

刁产
一= 百了

u 的展开式取

+ 2￡
a 2

aT 。。T I

a 2

口T oaT :

日
2 \

.

一
+ 二万犷互 I + 艺￡

-

口 1 1 一/

口
2

a马aT :

日2

十 e , 又币
一 反

0 1 么-

O自
Z‘.、

己+

u二 u 。
(T

。 ,

T , ,

T
Z
) + 。u :

( T
。,

T : ,

T
:

) + O (
。2

) ( 3
.

3 9 )

将 ( 3
.

3的代入 ( 2
.

1 )
,

比较 。同次幂系数可得

g郑
+ 。““。

( 3
.

4 0 )

杂
+ 。、1

一
2。

雾:

赛
+ 。 2

叽

一
2。

毅
一 2。

欺
一 2

一 Z
a Zu o

。T
。日T -

一 a u o 4
+ k e o s日T 。

( 3
.

4 1 )

二
东

了

三佘
‘ -

一 2
一 孟
示 孟豁

二-

d l o d l l 口1 0口 1 2

口2 u l a Z u o 口Zu o

一砂f
一 4au

o 3 u ,

( 3
.

4 2 )

( 1 ) 非共振的软激发

方程 ( 3
.

4 0) 的解可表达为
u 。二A

。

(T ; ,

T
Z

)
e x p [‘。T

。

] + A-
。

( T ; ,

T
Z

) e x p [
,

一‘。T
。

」

将( 3
.

4 3 )代入 (3
.

4 1 )可得
:

( 3
.

4 3 )
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O
Zu
二

二布气 十口
一

ul
0 1 0 - 一

‘2。

(箫
+ 。A

。 、
, .

~
,

二
_

l a万
。 .

二 、
, .

。
,

je x PL盆。1 o J+ , 艺。 吸花两万盖 + 拼人 0 Je x PL一 . 0 1 o J
, 、 U J O ,

一 a (月
。4e x p [‘4 o T 。」+ 才

。4e x p [一 ‘4 o T 。」)

一 4 a A 。才。
(妊

。, ex p [ iZo T
。] + 才。Z e x p [ 一 iZo T 。〕)

J 。 二 。

k
, _ .

~ ~
,

.

, .

~ ~
, 、

一 4 a A oZA
o Z
+ 令(

e x p [ i口T 。
〕+

e x p [一 i口T
。

〕)
2

“

一
r ‘ - -

一
“ ‘ ·

一二 ‘ (3
.

44 )

为了消除永年项必须使

aA
。 .

于衬
‘

十拼滩。

U J I

a才
。 二

= ”
,

丽奋十
”月 。= ” (3

.

4 5 a ,

b )

(3
.

4 5 a ,

b )解可取

A 。= a 。 e x p [‘甲〕/ 2
,

A- 。== a 。e x p [一 i甲〕/ 2

设
a 。“ a 。

(T
: ,

T Z
)

, 甲== 切(T l
,

T :
)

把 (3
.

46 )代入 (3
.

45 )
,

将实部与虚部分开可得
:

(3
.

4 6 a ,

b )

‘、.了、.才
‘

匕
口O

4 7 a

:
八00口了.、了性、

a甲 _
。 a a 。

二
_
_

。

丽石一
” ,
百了丁个

抖u0 一 ”

则 切== 切(T
Z

)
, a o

== ae x p [一 拼T , ]

方程 (3
.

4 4) 的解可写成
:

u : = A :
(T

: ,

T :
)
e x p [io T 。〕+ 才 1

(T
: ,

T
:

)
ex p [一‘。T

。

]

4 8 a

+ 2 (、
纬

么
、

一

(
。·p 。‘。T 。〕+ 二p

卜‘。T 。〕)

+

揣
2

(A
O4

一 p〔‘4o T 。〕+ ‘。4e x p〔一‘4 o T
。

〕) +

斋
(A

O 3A-
。

一 p〔‘Zo T
。

〕

+ A 。“。吕e x p〔一 ‘Zo T
。

卜争
A

O Z

‘。2

‘3
·

‘。,

将(3
.

aZu Z

4 3 )
、

(3
.

4 9 )代入 (3
.

4 2 )可得

一

千。
2 u 2

== n 一e x p [ io T
。

〕+ n : e x p [一 io T
。

〕+ n se x p [‘Zo T
。

〕+ ”‘e x p [一 iZo T
。

]

+ n o e x p [ i3 o T
。

〕+ n . e x p〔一 i3 o T 。] + ”7 e x P[ f4 o T
。

] + n ae x p [ 一 i4 o T
。

〕

+ n . e x p [‘so T 。〕+ n : 。e x p〔一 iso T 。]一 4 a m : A o 3e x p [ i7 o T
。

〕

一 4 a m 3才
。3 e x p [ 一 i7 o T 。

卜 4a 笼m :A o 3 [ e x p [i(30 + 。)丁
。

〕

+ e x p [i(3。一口)T
。

〕〕+ m ;才
。3

[ e x p [ i(一 3。 + g )T
。

] + e x p [一 i(3。 + 口)T
。

] 〕

+ 3 m ; A
。,

才
。

[ e x p [ i(。 + 。)T
。

〕+ ex p [ i(。一。)丁
。

」1 + 3。:且 。才
。2

·

[ e x p [ i(一。 + 口)T
。

〕+ e x p 〔一‘(。 + 口 )T
。

」+ 3(A
。

才
。Z
A : + A

o Z

才
。
A :

)}

拼寿习
。2
一口

2 (
ex p [ i日T

。

〕一 e x p [一 i口T 。] ) (3
.

5 0)

·:

一[
2。

箫
+ ‘2。 日刁

。
.

日
么
A

。

.

二矛户 十 一凡币
几

妾一

O J 2 0 1 1 -

aA
,

+ ‘2 1名a , 月r+ 落艺。 百币二
口J I

+ 4 a (m
:才

。3 + m 。且。8 + 3m’A
。

才
。么+ 3 m eA 。‘才。

) ]
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n : = 一 2料
。才

。

aT x
+ ‘2。

。才
。 。,

才
。

打于一 dTI
么

+ ‘2脚才
l + 12。

a才
:

aT I

一 4 a
(明

3A
o 3 + 伙才

。3
+ 3m o

A
。么才

。
+ 3叽A 。才。2 )

灯3 =

一 fj1 6“q丝
。“

万
。

L 3口

+ 娜
a瑞

2

式
3口

aA
。 .

宫1 6a A
n 3

下万户 十 一
‘- 下 一

口 1 I J口

。才
。

口T I

+ ‘a (3A
。“
“

。

A : + “
: A O3

)〕
_

_ ‘2 6脚月
。

才
。s ,

‘4 sa A
。

才
。, a才

。 .

i i ea才
。, a过

。

瓜 =

一
+

一
一

万甭
”

十 一 乙于二
二

生
,

三币
,

二‘一 3。
’

s。 口T 一 ’

3 0 aT -

一4 a (才
。”A : + 3才 ,月。才。“

)

凡 = 一 4 a (3伙A 。
才

。名+ 3伙A 。忿才。+ 。.

A0
3 )

、= 一 4 a (3 m
3A

。,

才
。+ 3残A。才

。: + ma 才
。,
)

朴, = 一
15拼a A o‘ 泣sZa A o 3

1 5 0 1 5。 徽
一‘a

A0s 、

”已 =

15脚才
。4 ,

i3 2 a才
。8

—
丁二尸 - -

一 , . 一
~

下不石丫 -

一1 勺口 1 0 田

口才
。

口T l
一 4 a才 i

才
。s

。. = 一 4 a (3 m
:A 。名
才

。+ 伙月
0 5
)

”, 。= 一4 a (3 m
oA。
才

。2 + m 。

才
。,

)

川一=
存

2 (。
2
一口

2

)

4 a A os才
。

一3扩

阴 2 =

aA 0’
1 5口2 ’

a才
。‘

残 = 而分

伙= 切 6
=

4 a A 。
才

。s

一飞。
“ 脚. = 一

4 a A
o Z才

。a

。2

为了消去永年项必须使 ”: = 0
.

取 A , = ia le x p [ i甲〕/ 2
,

万
: = ia , e x p [ 一f甲〕/ 2

将 A
。 ,

A : ,

才。
代入 伪

,

且将实部和虚部分开得
:

冷凳一
a0

爵一会
一、一)+杂

一

a0(爵)
’一

居爵
‘

2

怀戳
+ 。

拚一斋
+

咒爵)+a
。

票
一。

a o 7
= 0 (3

.

5 1 a
)

(3
.

5 1b )

式 (3
.

5 1b) 由
禅

舒犷
= ”

,

可得
a甲 日口

。

二币
竺 ~

= U
口才 生

则 a。== a 。(T : )

由此知(3
.

4 8b) 中的 a 是一个实常数
.

_
、

_
,

* aa
。

由 (3
.

4 5a ) 可得
:

~

多若
一

== 一邵
。

囚
、 甘 · ,

一
,

’

J ’, ;

口了
’

z r 一U

在(3
.

5 1 a)中
,

反复运用 (3
.

5 3)可得
:

(3
.

5 2 )

(3
.

5 3 )

d

(会)一(釜
+

淤)
d T !

朴瓷黔
“一

积分可得
:
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_
_

_
了矿

:

a甲 、个
“ ,

一
“ 。
气玄丁 个砂牙

_

产
_

, ’宁

1 1a 2 a o 7

32 0四
3

+ a o

f(T
Z
)

为了使 u :
/u

。

对所有的 T t
有界

,

必须使
:

式
+

毅一
”

则可得
:

* 二一鑫
T

Z
+ , 0, ,

1 -
1 1 a 2 ,

.

, ,

。
、

落恋石两面
‘一 a 。

‘

十 “。了气, : )

这样就可给出二次近似解
:

。= u 。+ 。u : + O (
。2
)

一
p卜。己云:一〔(一绘

一
)
‘十* 。

〕
+ ·

{「
1 l a

乙

3 2 0拼。3

一 e 二p 〔一 7。召r〕+ , (:
:

)一
p
卜

。·。〕
〕
5 1·

「(一 绘
一 )

‘+ , 。

〕
+ 2

命一
p
卜

4。·矛〕一‘4

[(
。
一兹

一
)

, + * 。

〕
+ 、晶

, 。4e x p〔一 4。。‘: c o s Z

[(一其
扩

乙(U

+
K

。 2
一口

2

c o s“‘一 、乙
一 a ‘“x p 〔一 ‘。。‘,

)
‘+ , 。

〕

}
+ o (

。2

) (3
.

5 4 )

(2) 共振的软激发

这里只讨论主共振
.

口一 。= 刀
。

激发项可写为
:

K e o s口 t= 。keo s
(。t + 刀r , )

于是方程 (3
.

4 4)为
:

(3
.

5 5 )

a
Zu

a T
,12 + 。

, u l= 一 12。(A
。‘
+ 拼A

。

)
e x p [ eo T 。]一 a A

O‘e x p [ i4 o T
。

]

J , , ,
.
_ ~

, _ J 。 , 。 _

k
, . ,

~
.

。~
、

二 ~ 。

一 4 a 汽
。一

月
o e x P L. 艺。1 o J一 4 a丑。一刀 。一 + 了

e X PL, 气。1 0 + P l 一) J+ ‘U 吸3
.

6 6 )
‘

为了消除永年项必须使
:

k
, .

。~
,

一 : 艺。 气丑
。

‘

+ 拼入。) +
~

石 e x PL, P I 一J== U
‘

(3
.

5 7 )

令 势= 盯
1一中

同样共振的硬激发
,

可得
:

拼2
+ 刀

2
二

k
2

4 a 2 0 2 (3
.

5 8 )

由此式可以解 出
a ,

第一级近似解为
:

u = ae o s
(。t + 切) + O (

e
)
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d
,

二
、 .

。 八
面 匕 d子LO t十 甲 ) = 。 十 ￡户“ 占J

对于共振的硬激发
,

也可作为共振软激发特殊情况处理
〔“’,

这时 k =
K K
一 。 “

一口
:

,

而

K = O (1 )
,

当 e , 0时
,

存变得很大
,

由式(3
.

50 )可看出当口、 2叭

么困难
,

这里就不再赘述
.

发生主共振
.

口、 4。
,

系统将发生次谐共振
,

继续作下去数学上就没什

四
、

讨 论

在非共振的情况下
,

对于硬激发稳态响应只是强迫振动的解
,

自由振动随时间按指数衰

减 ; 在软激发情况下自由振动也是衰减振动
.

我们所讨论的 四次非线性情况下
,

并不是满足

下式
: 。口斗 m 。一。 = O (

。
) (}m l+ }川 = 4 )都发生谐共振

.

这是文〔4〕作者尚未说明的问题
,

我们希望实验能给我们的结果予 以证 明
。
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