
应用数学和力学
,

第 6 卷第 7 期 (1985年 7 月 、

A PPlie d M a the m a tie s a n d M
e e ha n ie s

应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

轴对称充液腔体旋转的定态解

及 其 稳 定 性

徐硕昌 戴世强

(中国科学院力学研究所
.

1984年 9 月 6 日收到)

摘 要

本文根据势能的极值条件
,

讨论了轴对称充液腔体绕定轴旋转的各种可能的平衡态
,

证 明 了

充满粘性液体的腔体在倒立情形和下悬情形中都只存在绕铅垂的对称轴整体旋转形式 的 稳定终态

解
,

并且应用关于连续系统的 几 只 n y即
B

直接方法研究了这种旋转状态在大扰动下的稳 定 性
.

本

文还描述了充液腔体倒立旋转运动和旋转的球碗中小球的运动之间有趣的类比 关 系
.

有关结果为

长期稳定性的真实性提供了一 种理论依据
.

引 言

对于旋转充液腔体的平衡和稳定问题
,

文献 【1 〕中给出了普遍的非线性情形的数 学 提

法
,

并研究了弱非线性稳定性
.

文献 【2~ 4〕从不同方面处理了这个问题
。

在这些工作中
,

均

选取 9 个方向余弦为方位参数
,

其中只有 3 个是独立的
,

使用起来不甚方便
。

在文献【5 」中
,

选用 Car d a n
角 a ,

刀
,

, 为方位参数
,

使得含循环坐标下的方程从方程组中相对地分离出来
,

从而导出轴对称充液腔体 自由迥旋 (即重心与定点重合) 的较为简明的大扰动运动方程组
,

并且给出了大扰动普遍情形下 C ol u m bus 问题的严格解答
.

类似于文献【5 〕
,

本文选取 a
,

刀
,

夕为方位参数
,

导出了在定点和重心不重合情况下轴

对称充液腔体大扰动运动方程组
.

我们根据势能的极值条件
,

讨论充液腔体绕定轴旋转的各

种可能的平衡态 ; 接着证明
:
在稳定的终态

,

液体粘性耗散将不起作用
,

无论是腔体倒立情

形 (重心在定点之上) 还是下悬情形 (陀螺摆 )
,

都只存在绕铅垂对称轴整体旋转的稳定终态

解
,

如果不计液体粘性
,

对于倒立情形
,

还存在一种规则进动的定态解
‘“, .

在第四
、

五节中
,

我们应用关于连续系统的 几。 n yHo
B 直接方法对上述两种情形的大扰

动稳定性进行研究
,

得到相应的旋转平衡态的稳定性判据
.

旋转系统具有迥然不同的长期的和动力的两种稳定性
〔7 ’,

最说明问题的实例是小球在旋

转球碗 中的运动
.

小球的两个平衡位置和充液腔体倒立时的两个旋转平衡态有一种有趣的类

比关系
,

本文第六节将对此加以描述
.
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二
、

非线性稳定性问题的数学提法

假设轴对称充液腔体的未扰平衡态是绕铅垂轴以角速度 Q
。

作整体旋转运动
.

我们将研究

的问题是
,

系统受到扰动以后
,

在液体粘性耗散作用下
,

会重新建立怎样的稳态解
,

并试图

给出它们的稳定性条件
。

本文同时处理腔体倒立情形和下悬情形
.

选定三个基本坐标系
〔‘’:

( 1 ) 固定坐标系 {O
,

纷
:
对于倒立情形

,

氛轴取为铅垂向上
, 对于下悬情形

,

占
3
轴铅

垂向下
,

取定点为原点O ,

坐标基矢为 !孔叮
,

19
.

( 2 ) 旋转坐标系魂O
,
戈 }

:

凡轴和氛轴重合
,

此系相对于 {O
,

奸 系以 Q。= ( o
,

。
, 9 。

)

旋转
,

坐标基矢为 il
,

1
2 ,

1
3 .

( 3 ) 固连坐标系{O
,

丫 }
:

此系与充液腔体相固连
,

坐标基 矢 11
,

i盆
,

i百沿腔体的惯

性主方向
.

类似于文献「5 〕
,

选用 Car d a n
角 a

,

刀
, 下为系统的方位变量

.

取 Car d a n
环架如下

:

外环的轴为 , : 轴
,

内环的轴垂直于 二 : 轴 (初始位置为 x : 轴 )
, a ,

刀分别为系统绕外环轴和

内环轴的转角
, , 为绕系统对称轴的转角

,

于是 {O
,

丫 }与 {O
,

朴系之间的变换矩阵 T 为
〔a ,

c。·

理
·

9
·? c O S a ’‘n ? + ’

{
n a s

{
n

璧
c

夕
’, s

{
n a s‘n ,

万
c o s a ’

{
“

鲁?
‘, \

一“o

{
p

灵
‘”, c o , a c o s , 一s.l

” a , ’”

叮
, ‘n , s ‘”a c o s , 一 “o ,

竺
s ’” p s ’“丫

)
5 I n P 一 s ln a c o sP c o s a C 0 sP

( 2
.

1 )

设其转置矩阵为 T气

我们选取如下特征量进行无量纲化
:
长度—腔体的最大外径心

。二 ,

时间—
1 /口

。 ,

质

量
—

p ds m 。、

(p 为液体密度 )
.

下面我们按无量纲形式写出基本方程组和边界条件
.

腔体内液体平衡时满足

, 一 ,
。
+

省(
二

+ 双 ) 干gx
3

(2
.

2 )

其中
,

Po 为液体压力
, g 为重力加速度

,

( 2
.

2) 式右端末项前的负号和正号分别对应于 倒 立

和下悬情形
。

在旋转坐标系 {O
,

对 中
,

系统受扰运动的控制方程和边界条件如下
:

1
.

壳体的运动方程

设壳体和腔内液体的主转动惯量分量分别为 A : ,

A , , C l 和 A
Z ,

A : ,

c Z ,

而扰动角速度

为 。 ,

则壳体的总动量矩为

G 二 ( 0
, 0

,

C I
) + i :

·

J+ 。
·

J ( 2
.

3 )

其中 J 为壳体的惯量张量

T

、几...娜.了
0oCI

J= T爷

A 一 0

0 月1

0 0

A : + (C
: 一 A l

)
s i n

Z

刀 ( A
: 一C :

)
s in a s i n刀

e o s
刀 ( C

, 一 A :
)
e o s a s i n刀

e o s
刀

( A : 一C ,
)
s in a s in刀

e o s
刀 A : + ( C

, 一 A l
)
s in

Za s in Z
刀 (A

: 一 C :
)
s i n a e o s a e o s ,

刀

( C
: 一A : ) e o s a s i n刀

e o s
刀 (A

: 一C :
)
s in a e o s a e o s Z

刀 A : + (C
: 一A :

)
e o s Za e o s Z

刀

( 2
.

4 )
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显然
,

J 与 ? 无关
.

壳体的动量矩方程为

蕊
〔。

·

』〕+ 、1
3 x 〔。

·

J〕}+

昌
才。1

3
·

』〕

= 一 f(
, x (一 。

,

I+ T 、
.

njs + 2 。(s in a sin 召
. 、in 召

.

。、

一Za
(
e o s a s in a e o s Z

刀
, e o s a e o s

刀
sin刀

,

0)

P : = P 一P
。

为扰动压力
,

l为单位张量
, T 为粘性应力张量

:

(2
.

5 )

1 / av ‘
.

日v , 、

句 = 了胳
.

气百万十 而
一

)

p少 m 。x
口

。

/ 拼为 R ey
n ol ds 数

, , 为液体速度 )
,

S 为腔内液体表面
, 。 是它的单位外法向

热(Re=

矢量
, r 为矢径

,

而
a == (C

: + C : 一A l一A
Z

)/ 2

c = (M
lg hl + M

Zg h
Z

)/ 2

(M
l 和 M

:

是壳体和液体的总质量
,

h ; 和 h
:

是它们的重心与定点的距离)
.

2
.

腔内液体的运动方程

半
+ 2 .

。 x , 一v
.

(一 , , , + T )

“ ‘

V
·

v = 0

(2
.

6 )

(2
.

7 )

3
.

Ca r d a n 角方程

d a
一

刁t 一 = 。 , 一 t g p 、田3 C 0 5 a 一口
“s ‘n a ) (2

.

8 )

留一
: S in 。、。

: c。s a

岔
。。 s
刀一 。

3。。s a 一。
Zs in a

(2
.

8 )

(2
.

1 0 )

4
.

边界条件

v l
夕= 。 x r (2

.

1 1 )

整个非线性稳定问题就是按非线性微分
一积分方程组 (2

.

5 )~ (2
.

1 0 )和边界条件(2
.

1 1) 求

解 0
,

v
,

Pl
,

a
,

刀
,

,
,

或者至少定性地对解进行分析
.

三
、

能量积分关系式和定态解

1
.

能量积分关系式

为了导出能量积分关系式
,

利用如下结果“
, “’:

(i) (2
.

5) 式左端第二
、

三项满足
. , .

d
, .

13 X L。
’

J 」+ 雨 L, 3
’

J J二 。 x a (3
.

1 )

其中 a = (2 J
1 3 ,

ZJ
: 3 ,

J
s a
一 J l, 一J

2 2

)
.

(11) 由方程 (2
.

8 )
,

(2
.

9 )导得
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一

; 氛
(
5 1一 + 。。 5 2 a s i一。卜。 1

一
‘

一
2

刀+ 。2·。 S a

一”
5 ‘·”

(3
.

2 )

和

蕊
(
·。s a

一刀)

一
1 5 ‘n a

一刀一
‘·刀

(3
.

3 )

以 、
标乘 (2

.

6 )式两端
,

然后在充液腔体积
:
内积分

,

得到

娜仃
,

i;’
一

鸿
+

翎{
,

吴
、
(会

一

+

会)
“

*

一

丁{
:
(“ X 『,

·

(一 p l ,+ ‘’
·

n ds
(3

.

4 )

以 。 标乘(2
.

5) 式两端
,

利用 (3. 1) ~ (3
.

3 )式
,

导得

杀{合
。

·

,一卜
一

丁{
:
(。 X 【

,
·

(一 “
1’+ ‘” n“S

一蕊
(
sin Za +

一
i一刀)、2 ·

杀
(
·。S a 。。5

、)
(3

.

5 )

将 (3
.

4 )
、

(3
.

5 )式相加
,

就得到能量积分关系式

杀
、二〔a

,

刀
,

。
,

, 〕+ L 〔a
,

”〕,一
, 〔, 〕

(3
.

6 )

其中
,

“〔一 ”
,

。
, ·

卜选
。

·

, 一 +

专I丁丁
,

一、·

L 〔a
,

刀」=
a
(
s in

, a + e o s Z a sin Z

刀)士Zc (c o s a e o s
刀一 1 )

(3
.

7 )

= a (1一 e o s Za e o s Z

刀)士Ze
(
e o s a e o s

口一 i ) (3
.

8 )

巾〔、 ,一

蛋拼
:

ie( 乳
+

一

会)
“

击
(3

.

9 )

这里
,

刀
,

五和中分别对应于扰动动能
、

扰动势能和粘性耗散函数
.

2
.

两个引理
〔“,

引理 1 液体粘性耗散函数 少 (
、
)二 o 的充要条件是液体作刚体运动

,

在定点 运 动 情 形

只能作整体旋转运动
.

引理 2 液体粘性耗散函数 中 (v) 是正定的
.

证明可参看文献〔5 ]
,

此处从略
.

3
.

定态解

定态解由势能的极值条件确定
.

由 (3
.

8 )式求得 a五/ 口
a 和 。五/明

,

令它们为零

且会
一 Zs in a c O S

刀〔
··。S a

一刀:
·」一 。

器
一 2

一
i·刀:

··。S a

一 , : ·

卜 。
(3

.

1 0 )

对于倒立情形
,

满足 (3
.

1 0) 式的有三组解
:

解(i) : in a = o , s in 刀= o
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解 (11 )

解(111)

c o sa = 0 , e o s
刀= 0

八 C

CO S口CO SP =
一丁

“

解 (i) 对应于绕系统的铅垂对称轴的整体旋转
,

解(ii )对应于系统的对称轴保持水平的旋转
,

解 (11 1) 对应于规则进动
.

对于下悬情形
,

满足 (3
.

1 0) 式的有两组解
:

解(i)
产 s in a = o

, sin夕= o

解(11)
‘ eo sa == o

, eo s
刀= o

解(i)
‘

与 (i) 相类似
,

只是对称轴铅垂向下
,

解(11 )
/

与 (11) 完全相同
.

4
.

定态解的性质

我们先由势能的二阶导数来分析定态解的性质
,

下面还要用 月a n y H
oB 直接方法加 以严

格证明
。

由(3
.

1 0 )式求得 L 的二阶导数
:

二 =

典
= Ze o sa e o s刀〔。e o sa e o s刀干 。

一 : a s in
“a e o s Z

刀

O a
一

。 a
Z
L

厂 = 万而万= Zs in a s in刀[
a e o sa e o s

刀干
c 〕一 Za sin a sin刀

e o sa e o s
刀

(3
.

1 1 )
“ 一

箭
一 2

一
刀〔

··。 5

一
”干

·

卜 2一‘·
“

“一
’·

E H 一 F
Z
= 4 [ a e o sa e o s

刀干
e 〕

“

〔e o s Za e o s Z

刀一
s in

艺a s in
Z

刀]

+ 4 a 「a e o sa e o s
刀干

c 〕(
s in

Za + sin
Z

刀)
eo s a e o s

刀

设 a > c ,

可由 (3
.

1 1) 式确定上述定态解有如下性质
:

解 (i)
.

E > 0
,

E H 一F
么

> 0 ,

因而
,

所对应的定态的总势能取极小值
,

重力势取极 大

值 ;

解 (ii )(ii )
‘

.

E H 一F “< O
,

总势能不取极值 ,

解 (11 1)
.

这时 E H 一F
“
= 0 ,

我们把总势能L 写成

L = a
(1 一

e o s 2
0 )+ Zc

(
e o so一 1 ) (3

.

1 2 )

其中 0 为系统对称轴与铅垂轴的夹角
,

此解对应于 co so = c/
a ,

总势能取极大值 ;

解 (i)
’

.

E > 0 ,

E 万一 F
Z

> O
,

总势能和重力势均取极小值
。

当a < c时
,

解 (i) 所对应的E < 0
,

E 月一 F
Z

> 0 ,

总势能取极大值
,

而且规则进动解不存

在
。

从上述极值条件分析可知
,

无论是倒立情形
,

还是下悬情形
,

都只在绕铅垂主轴作整体

旋转时才会建立稳定的终态 (对倒立情形同时还要 求
a > c)

.

如前所述
,

当腔 内充满理想液

体时
,

规则进动解也是一种稳态解 ; 由上面的讨论可见
,

当考虑粘性液体时
,

这种解是不稳

定的
,

粘性力将不断耗散能量
,

导致失稳
,

从而不能建立整体旋转状态
。

我们还可以从另一角度来佐证上述结论
.

由引理 1 可知
,

系统在定态下粘性耗散不起作

用
,

腔内液体必须作整体旋转
.

设 0 二 0 。

为常矢量
,

以 v“。 x r
代入(2

.

6) 式
,

取旋度后即

得

。 = (0
,

0
,

。。

) (3
.

1 3 )

这也表明
,

液体在定态情形只能绕铅垂的主轴作整体旋转
.
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四
、

倒立情形的稳定性

1
.

稳定性的定义

由于方程 (2
.

5) ~ (2
.

9 )中不含下
,

只有方程 (2
.

1 0) 含 ,
,

实际求解时可由 (2
.

5 )~ (2
.

9)

式中解出除下以外的未知函数
,

再由(2
.

1 0) 式求出下
.

因此我们也分两步来讨论解的稳定性
·

首先对方程 (2
.

5 )一 (2
.

。)的所有可能解咐== {a
,

刀
,

0
, v }构成的泛函空间 梦 == R

Z x R
3 x c 么

(
:
)

上来讨论稳定性
,

这里少(动为在区域
:
内有定义

,

且满足 V
·

v = 0和 v }
。= o x r 的连续可微矢

函数 v( r ,

t) 的全体
.

绕铅垂的对称轴整体旋转的平衡解就是空间梦的零元素
,

即

叫
。
= {a

。 ,

刀
。, 0 。, v 。}= { o

, o , o , o }= o (4
.

1 )

此平衡解的稳定性就按距离

。(、
,

。卜 {
5 1一+ 5 1一刀+ }。一+

丁11
,

一
“·

}
““

(4
.

2 )

来定义
·

夕日果 t令一时
, 。令 O,

目。a 令 0
,

”今”
,

!。一。
,

{{{
, V Z

d 了令。
,

贝。称上述平 衡 解 是

渐近稳定的 (反之亦然 )
.

这时由 (2
.

1 0) 式可得 t, oo 时
,

d可dt o o ,

也就是说
,

经过充分长

时间之后
,

终态和初态之间至多有 , 为常数的一个位相差
,

对于轴对称体而言
,

这是无需区

分的
,

在这个意义下
,

充液腔体 回到未扰前的初态
。

前面已提到
,

我们定义 x 3

轴与斌轴的夹角为0(O< 0< 二/ 2 )
,

前一节 已证 明0二 O是唯一的

稳定终态解
。

我们就以
s in o的增长情形来量度不稳定性

,

如果
s ino 随时间单调增加

,

则称相

应的平衡解是不稳定的
,

这时将导致系统过渡到规则进动解
,

从而失稳
、

倾倒
.

2
.

稳定性判据

定理 1 如果充液腔体绕铅垂对称轴的整体旋转平衡态满足
a > c ,

即

C I+ C
Z

一 A I一A : > M
一g h, + M

Z夕h
:

(4
.

3 )

则在扰动是小而有限的情形下
,

上述平衡态是渐近稳定的
.

证 对于倒立情形
,

总势能表达式 (3
.

5) 可改写成

L〔a
,

刀] =
a
(
s in

Za + sin
Z

月一
s in

‘a sin
么

刀)+ Zc
(创 (i 二

s in呛)(1 二
5 1五

2

刀) 一 1 ) (4
.

4 )

由于扰动小而有限
, s in a 和 sin刀都是小量

,

把L [ a
,

刀」在
s in a = s in刀= 0附近作T a y lo r

展

开
,

保留四阶小量
,

得到

L 〔a
,

“」一 (
。一 e

)(
s‘n

Za + s‘n
“

”)一 (。一 c , s‘n
“a s‘n

“

刀一号
(s‘n

’a + s‘n
“

”)
’

(4
.

5 )

这里
,

L 【a
,

刀〕的正定取决于二阶小量项
,

正定条件是
a > c .

引进 月a n y H o B 泛函

。〔砚〕一 。
·

』
·

。 +
夸{{{

。2
、: + “

丁
“〔(3 +

c o sZ刀)
sin

Z a

+ (3 + c o s Za ) : ‘n
“

刀〕一号
一

(
s ‘n “a + s‘n Z

“, (4
.

6 )

由(2
.

1 )
、

(2
.

4 )式可得如下估计
:

m in (A : ,

C : )。
2

成。小 。( m a x (A , ,

C ; )。
,

(4
.

7 )
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易验证 犷【呢」关于 风 吸
,

0) 是正定的
,

即

a ; P Z

(吸
, o )( 犷[ 呢] ( a Zp Z

(吸
, 0 ) (4

.

8 )

其中
,

l a 一 C

a l = m ‘n
灭
一
百一

,

直, ,

a Z

一
a X

(
。一 。 ,

A , ,

而且仅 当 砚 = O时 犷 = 厂【0」= 0
。

根据能量积分关系式 (3
.

6 )和引理 2

C -
(4

.

9 )

、

、,.户

一

J.土iC乙

(4
.

1 0 )
、、.声1一2.

1,知c得

d犷〔吸
= 一中【v〕< O (4

.

1 1 )

即 d犷/ dt 是负定的
.

根据 厂〔呢〕的上述性质证得
:

平衡解 (4
.

1) 关于 p (吸
,

0) 是渐近稳定的
,

当 t、co 时
,

一
。,

刀, 。
,

回 , 。
,

{{(
。

、、
。

,

再 由方程 (2
.

1。)得知
: , , co 时

,

幸。。
,

系统
艘舫- 一 ,

尸
‘ ”

”
一 ‘ “ ’

刀」
, “ 一 ’

一
“ ’

一 囚
““

‘

.

二 “ “
’
一 ” 了 ’“ z划 ‘

’ ‘

一
” ” ’

dt
‘ “ ’

小孙
目 J

召
‘

。 ,

初态至多存在 , 为常数的相位差
。

当系统 自由迥旋 (即重心 与定点重合
, ‘一 0) 时

,

可以证得大扰动普遍情形下的稳定性

判据
:

定理 2 如果轴对称充液腔体绕铅垂对称轴的 自由迥旋状态的势能具有 极 小 值
,

亦 即

。> O (C
, 十 C

Z

> A : + A
Z

)使得 a 今 。
,

刀今 O 时

L [ a
,

刀〕=
a
(
5 in

Za + e o s Za s in
Z

刀)> 0 ,

(4
.

1 2 )

则对于满足条件一 二/ 2 <
a < 二/ 2和 一二/ 2 < 刀< 二/ 2 的任意大扰动

,

系统的自由迥旋初态是渐

近稳定的
。

证 c = O时
,

由(3
.

8) 式可导得 (4
.

1 2) 式中L的形式
,

因而
a > 0 时L是正定的 (对任意的

满足上述条件的
a ,

刀); 其余部分证明与定理 1 类似(参看文献 [ 5 〕)
.

定理 3 如果充液腔体绕铅垂的对称轴整体旋转平衡态的总势能取极大值
,

即 a < c ,

则

该平衡态是不稳定的
.

证 先把 (3
.

5) 式改写成

L = a (i一 c o s Z
口) + Z c (e o s s一 1 ) (4

.

1 3 )

显然
,

: 〔。〕、4 (

一
)
sin

Z
一

鲁
对能量关系式 (3

.

6) 关于 才积分
,

得到

(4
.

1 4 )

E 〔a
,

刀
,

。
, 、」+ L 〔“〕

一{:
。

, 。、〕d ‘+ E 〔a
。 ,

刀
。 ,

。 。 ,

一〕+ L〔“
。

〕
(4

.

1 5 )

其中
,

右端最后两项分别为初始扰动动能和势能
,

假设它们满足

E 〔a
。 ,

刀
。 ,

0 。 ,
v 。〕< }L [0

。

〕}

则利用 (4
.

1 4 )
,

(4
.

1 6 )式和引理 2 ,

由 (4
.

1 5 )式得到

(4
.

1 6 )

. ,

0
、

户 ~
, , , . ,

。
, 。 , . , ; 。 , .

4 1“一“ 15 ‘n
一

玄户J
, . 甲Lv 」“‘十 l二 L“。 ,

户
。 ,

曰。 , U 。」一乙L口
“J }



580

式中 B > 0 为常数
,

定理 3 得证
。
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) B (t一 t。)+ }E [ a
。 ,

刀
。 ,

。 。, v 。〕+ L [0
。

〕} (4
.

1 7 )

由(4
.

1 7 )式可见
,

系统对称轴与铅垂方向的夹角 0 随时间 t 单调地增加
,

将定理 2 和定理 3 应用于 C ol u m bus 问题
,

就可得到该问题在大 扰 动 情 形 下 的 完 全

解〔”’。

五
、

下悬情形的稳定性

轴对称充液腔体下悬时是一种陀螺摆
。

陀螺摆是一类三自由度陀螺仪
,

其重心在位于定

点之下
,

是陀螺地平仪的主要灵敏元件
,

在陀螺仪理论中已作过充分研究
.

带有液体消振器

的陀螺摆就是一种由充液腔体构成的陀螺摆
,

过去的理论研究都是对简单模型或在线性假设

下进行 的
〔。’.

这里我们应用关于连续系统的 几二 n y H
oB 直接方法作精确描述

.

本节取占
:

轴铅垂向下
,

绕铅垂对称轴的整体旋转平衡态对应于零解
:
吸

。
= {a

。 ,

口
。 ,

0 。 ,

v 。}= O 稳定性按距离

。(、
,

。卜{
5 1一号

+ 5 1一

宫
+ }。 一+

JJJ
,

一d ·

}
’‘’

(5
.

1 )

来定义一可以证得如下的稳定性判据
:

定理 4 设充满粘性液体的轴对称腔体构成陀螺摆
,

则它绕铅垂对称轴的整体旋转平衡

态对于满足一二 / 2< a < , / 2和一二/ 2< 刀< 二/ 2 的扰动是渐近稳定的
.

证 对于下悬情形
,

总势能表达式 (3
.

8) 可写成

: 〔a
,

, 〕一 2〔·(1 +
·。S a

一 , ) + 2。〕
[(

1 + ·。S。)
s in

Z

号
+ (1 +

。。S a )
5 ; n

Z

普}
(5

.

2 )

作 几 x n y H o B 泛函

厂〔、〕一 。
·

,
·

。 +
一

合I丁I
,

一d · + L 〔a
,

刀〕
(5

.

3 )

其中
,

L 〔a
,

刀〕由(5
.

2 )式给出
.

容易验证
,

厂【砚〕关于 (5
.

1) 式给出的P( 吸
,

0) 是正定的
,

即

b : p (吸
一

,

0 )成犷 [吸〕( b
: P(吸

,

0 )

其中

(5
.

4 )

“, ‘ m ‘n

{
2 (

· + 2· ,
,

“
2

一{
8 (

· + ·)
,

(5
.

5 )

、....、rl..we
r

、‘J
O自、
‘
、l
产z

J

g曰,上产了了

, .

.尹
C
,1
.C1 ,

而且仅当 吸= 0 时 犷〔吸」= 犷〔O〕= 0
.

由能量积分关系式 (3
.

6) 和引理 2 可证得d 犷(砚)/ dt 是负定的
.

因此陀螺摆的平衡旋转

、 、 ,
_ ‘。 , 。 、 。 :、

、

二 , * 。 、
‘ _ _ _

、 _ _ 。 。 _ n . , 、 .
_
。

「「仁
.

。
_

_
。

d下
‘ 。

功
态关于 p (砚

,

0) 是渐近稳定的
:

当才。co 时
, a , 0

,

刀, o
,

}0 1, 0
,

日l 护d
T , 。

,

乙f , 。
,

终,“ “、 J 尸

“
, “ ,

‘” ‘

“
”少‘

曰 ‘ ,

司
’ ‘

一
” J ’ 一 ‘ “ ’

尸
‘ ”

” 一 ’ ‘ ” ’

JJJ
,

一
’ ‘ ” ’

d t
产

” 双

态与初态相比
,

至多有 , 的常数相位差
.
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六
、

讨 论 和 结 论

1
.

轴对称充液腔体在倒立情形下的旋转状态与小球在旋转球碗中运动的类比

在绕对称轴旋转的球碗中一个小球的运动有两个平衡态
:

最低点是动力稳定平衡位置
,

仅当完全忽略小球和球碗之间的摩擦时才会出现这种情形
,

实际上是虚假的平衡位置 , 较高

点是离心力和重力相平衡的位置
,

这是长期稳定的
、

真实的平衡位置
〔7 ’.

轴对称充液腔体在倒立 情形下也有两个旋转平衡态
:

规则进动定态仅在忽略液体粘性时

才可能存在
〔“’,

它与小球在旋转球碗中最低点平衡位置相对应
,

是动力稳定平衡态
,

实际上

并不存在 , 另一个平衡态是绕铅垂对称轴的整体旋转
,

它和小球在球碗中较高点的平衡位置

相对应
,

这是一个真实的平衡态
.

无论是旋转球碗 中的小球
,

还是倒立旋转的充液腔体
,

它们的长期稳定的平衡态都是总

势能 (重力势和离心力势之和 ) 取极小值的状态
,

而总势能不取极小值的平衡态都是动力稳

定的状态
,

实际上并不出现
.

倒立旋转充液腔体的这种特性又为长期稳定性的真实性增加了

一种理论依据
。

2
.

关于倒立旋转充液腔体的稳定性的结论

当a > c时
,

绕铅垂对称轴的整体旋转状态在扰 动为小而有限的情形下是渐近稳定的
,

而

当a < c时
,

则对无论何种扰动都是不稳定的
.

3
.

关千陀螺摆的稳定性的结论

绕错垂对称轴的整体旋转状态既是重力势最小处
,

又是总势能极小处
,

在任何扰动 (包

括大扰动 ) 下都是稳定的
,

而且是唯一的长期稳定平衡态
。

[ l〕

[ 2 〕

[ 3 〕
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