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摘 要

本文利用镜像法
〔幻和直接积分导出了弹性半平面问题的基本解

.

这个推导方法比 G la d w e ll 之‘〕

用镜像法和富氏变换要直观
.

这个基本解对于用边界元法分析半平面域具有任意外形孔洞的 应 力

集中问题将起着十分重要的作用
.

一
、

引 言

分析弹性半平面域具有孔洞的应力集中问题是
一

个很有实际意义的问题
.

由于孔形和载

荷的任意性
,

它们的解
,

采用经典的弹性力学方法是无法得到的
.

分析这类问题一个有效的

数值方法是边界积分方程一边界元法
.

同有限单元法和有限差分法相比
,

它有两点突出的优

点
:

第一
,

由于边界元法仅限于域的边界进行离散
,

待求的物理量只是边界位移或内力
,

故

未知数大大减少
.

特别是对于短边界大区域问题
,

效果尤其显著
.

第二
,

它引入了对应场算

子方程的基本解
,

故具有比较高的精度
.

正如下面将要指出的
,

边界积分方程中所含的核就是对应场方程的奇异 解 (或 称 基 本

解)
.

因此使用边界元法的先决条件就是事先要知道这个基本解
.

对 于 半平面问题
,

由于它

具有两条边界
:

一条是无限长的直线边 ; 另一条是域内的孔边
.

如果现在仍采用全平面的基

本解
仁‘’,

那么这条无限长的直线边也需要剖分
,

这就给计算增添了不少麻烦
.

但是若改用半

平面对应场方程的基本解
,

这 时
,

由于直线边的边界条件已得到满足
,

故进行离散的仍然只

是一条孔边边界
.

我们现在取弹性半平面作为辅助场
,

内部不带有任何孔洞
,

在域内任 一 点 沿 二 和 夕方

向分别作用一个单位集中力 (图 4 )
,

由此产生的位移场和应力场就是前面指出的基 本 解
.

G la d w e n 在他的著作
〔”’
中

,

用镜像法和富氏变换虽然已经求出了位移基本解
,

但不 直 观
,
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而且没有给出应力解
.

T o ll e s 和 B r e b b ia 在最近的一篇文章
‘”’
中给出了应力和位移 的 基 本

解
,

但没有任何推导过程
.

为此
,

本文想采用一种简便的方法— 镜像法和直接积分
,

导出

全部基本解
.

推导过程中
,

运用了简单的复变函数变换
,

巧妙地确定了几种不同类型的广义

积分
.

二
、

半平面问题的边界积分方程

关于边界元法的基本原理和方法
,

文献 [ 1 〕中已有详尽的论述
.

这里为了能突出本文导

出的基本解在边界元法中所起的作用
,

还是花一点篇幅
,

用 B e tt i 互 易定理扼要说明一下半

平面问题的边界积分方程
.

一月}
-

一
一

,
-
- -

一
,

一
让我们考虑一个各向同性的弹性半平面问题

,

域内

有一个任意外形的孔洞
,

其边界线为 r
,

其上作用着分

布力 P
:
(s )和 尸

:

(s )( 图 1 )
.

为了确定域日内任一点 m 沿

二 方向 和 , 方向的位移 心 和 心
,

可以分别借 助于两个

辅助场
:

一个是在 m 点作用一单位竖直力 (图 2 (a )) ; 另
,

一个是在 m 点作用一单位水平力(图2 (b ))
.

如果它们的

位移和内力能够求得的话
,

那么在相应位置挖去一块和

竿一
了g

7

—一尹
~- - ,

- 一 ~一 ~ , 一一~ ~一, ~ ~ ~ ~ , 尸~ ~ ~
,

一一, 月. .

李一 I
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州
lre
l

!!
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图 2

孔洞r 外形完全一样的一部分以后
,

切割边界 厂上作用的外力和位移就能已知
.

设这些值分

别为 P兮, 和 u节, (‘
,

j= 1
,

2 )(图 3 (a )和 (b ))
.

对于图 1 和 图 3 (a )两个系统
,

利用 Be t ti互易

定理可得
“; 十

{
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对于图 1 和图 3 (b) 两个系统
,

同样可得

。: 十 {
_

尸: 。。。d厂=
’

{ 尸
。。: , d厂+ f 。。。 : 。d。

J r J r J g

(2
.

lb )

式中采用了 E ins te in 求和约定
; b

。

(秃二 1
,

2) 表示图 1 中实际结构域口内作用的面分布力
.

对

于现在给出的情况
,

b , = o ,

因此右端最后一项可以去掉
.

(2
.

1) 式表明了域日内一点的位移和边界厂上的位移值有着一定的关系
.

只要 。。 ,

尸。的边

界值一旦求出
,

那么域内的位移场
,

就可迎刃而解
。

为了求出位移的边界值
,

可将 m 点移至边界厂上
,

这样 (2
.

1) 式变为

e ‘“ , + { 尸:
。u 。、厂二T 尸。u节

。
、厂 + {。

。u : 。、。 (, = 1
,

: )

J r J 刃 J 口
(2

.

2 )

式中 少是一个系数
.

如果厂是光滑边界
,

沙 = 1/ 2 ; 对于非光滑边界
,

砂值可参阅文献 〔1〕介

绍的方法确定
.

(2
.

2) 式就是弹性半平面 问题对应的边界积分方程
.

很明显
,

只 要 给出弹性半平面问题

的基本解
,

那么上式中全部带
‘ , ’

号的物理量就为已知
.

另外
,

由于待求函数介(k 二 1
,

2)

是包含在边界积分号内
,

因此
,

如果通过对边界厂的离散求弱解
,

(2
.

2) 式最后可化为 一 个

线性代数方程组
,

这时待求的就是离散点的位移边界值
,

这就是边界元法的基本思想
.

上述是对于在边界厂上给定力值这一类边值问题而言的
,

这完全是为了叙述上的 方 便
.

对于在边界厂上给定位移或者一段边界给出力另一段边界给出位移等其它类型的边值问题
,

运用方程 (2
.

2) 同样可 以解决
.

三
、

确定基本解的一个直接方法

我们置山轴通过单位力的作用点 m (a
,

o )
,

并设图 4 (a) 情况下的 应 力 和 位 移 分 别 是

a ;F
,

a夏犷
,

a留 和 。
;
” ,

此
‘’; 图 4 (b) 情况下的应力和位移 分 别 是 a 汗

,
a 三彭

,

二 ;扩
, “

;
z , 和

‘
2 ’.

下面针对平面应变问题导出这两种情况的这些分量
.

斗一一, 一一~ 一二

上
。

(b )

图 4

1
.

应力基本解

对于图 4 (a )情况
,

我们在 m 点的对称位置m ‘

点加上一个同向的竖直单位力
【6 ’(图 5 )

.

利

用全平面的基本解
,

这对竖直力在 二> 0 域内引起的应力为
〔‘’
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根据载荷的反对称性
,

显然在 二二 o 边界上有

川登
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和
。{孟,一
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,
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早
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为了保证原来 二= o 边界上的零应力条件

,

必须迭加图 6 所示的应 力 场
,

(3
.

2) 式 的 。 ;扩同值反向
,

即

( 3
.

2 )

其 中 P (夕) 和

、,了‘
.几
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卫1

少

1十
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根据 Fla m a n t 解答
〔”’,

图 7

价
。
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,

对应的应力函数为
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,

图 6 情况的应力函数可写成
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,
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的虚部
.

同理有
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.
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:
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对于图 4 (b) 情况

,

我们在 m ‘

点加上一个反向的水平单位力 (图 8 )
.

利用全平面的基本

解和同样的步骤
,

可以得到图 4 ( b) 情况下的应力基本解
:
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8) 式就是弹性半平面问题的应力基本解
.

2
.

位移基本解

对于图 4 (a) 情况求位移基本解
,

(图 9 )
。

为了分析方便
,

在 m 产

点 加 上 一 个反向的竖直单位力

1

图 0

同理
,

这时为了实现原直线边(二 = 0) 的零应力条件
,
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.
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根据 Fla m a n t 解答
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图 n 所示半平面问题的位移场为
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因此图10 情况的位移场可写成



1 11 3 黄 尹 雷 方

_
一

耳厂⋯
}}}}}}}}}

1
‘

司一

丁

圈 10 图 11

叻 2 (1 一 , 2
) 1

一

、 兀E Z汀 (l一 , )

In 创 , 2

十(* 一 。)
2 + 2 (,

七
, )

(y一刀)
2

戈么+ (夕一叮)
2 l{

(卜
2 · ) 。

:

草
: :

+ 、。
2

塑;
么
)
2

〕d 刀

一下

(3
.

9 )
2 (1 一 v Z

)
兀E

·

2二(
子
一 , )
1
2

{扩二
, 一

, g “

丁
”一 2 (1

七
, )

rl
.
Jr
恤,.,�

一一
.

一一
U“

戈( g 一刀)
劣 2 + ( , 一刀)

“ }[
(卜

2 ·, 。晕
。2

+ 2 a 3

( a
Z
+ 刀

2
)
“ }

d 。

这里遇到的两个不同类型的广义积分 祝
,

召 是

“‘/
,

。, 一

{几
。2

草
。2
‘·、 戈 2 + ( 。一 : ) · d 。

一

{了
。2

草
。2
〔‘·斌 ! 么

+ ( 。一 。)
2
+ ‘n “ ! ·

+ (。‘, ) 2 , d 。

fOO a

毋‘Lx
,

, ’= J
一

。 。“+ 。2

( g 一刀)
“

% 2 + (夕一刀)
“
d 刀

{厂a Z
+ 刀

2
「

。

(y : ”)
‘

、 ,

L 工
‘

十 ( 夕一 刀)
“

(封+ 叮) “

卞 戈 2
+ ( , + 刀) d 刀

其中祝 的被积函数是复变函数

。么

草
, 2

〔‘n ‘一
‘。, + ‘· ( : + ‘。)〕

的实部
,

则

犷一“
+ ‘, 犷一{犷

。 2

早
。2

〔, n ‘一
‘。, + ‘

n ‘· + ‘”, 〕“”

一

;
,

{了(
、全

‘。 一 。

幸
*、

一

)〔
, n ‘一‘, , + ‘

n ‘· + ‘。, 」“”一
‘n ‘·+ ·

,

铸犷(二
,

g )二二 In 斌 蔺厉+ 石户千9 2
二 ‘In r :

, : (·
,

。卜
兀一

姜!了
R ·

!(
。

二
‘。 + 。

早
‘。

)(
:

亡
‘。 + :

旱
‘,

)〕
d ,



求弹性半平面问题基本解的一个直接方法
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