
应用数学和力学
,

第 8 卷第1 2期 (1 9 8 7年 1 2月 )

A p p lie d M a th e m a tie s a n d M
e e h a n ie s

应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

一般杆系结构的非线性数值分析
’

朱菊芬 周承芳 吕和祥

(大连工学院
,

19 8 6 年 10 月 15 日收到)

摘 要

本文在tot al 一Lag
r a n

ge 坐标系下
,

对 K i r c hh o ff梁给出了考虑几何非线性的两种梁单元刚度

的显式表达式
.

一种是一般的非线性梁元
,

它既考虑了应变增量和位移增量间的二次项
,

又 计 及

了刚体位移的影响
,

另一种是简化的非线性梁元
,

它只在线性梁的平衡方程中直接加入了轴 力 对

弯曲的影响
.

非线性方程采用混合法求解
,

文中通过一些算例的数值计算
,

对两种单元 作 了比较

详细的分析和评估
,

一
、

前
一 j一

.
~一

户
匕

广 1

随着强度高
、

重量轻
、

弹性好的合成材料的发展
,

柔性杆件逐渐地被一些工程结构所采

纳
,

经典的小变形理论已不能满足结构分析的需要
,

近些年来已有不少学者采用有限元法研

究梁的几何非线性效应
〔‘“ 5 ’. 由于它们所采用的是四到八结点平面等参元或二维曲 梁 单 元

,

因而只能计算平面杆系结构
,

而且为了描述杆子的大变形
,

一根杆子往往要划分为若干个单

元
,

其计算工作量是十分繁琐的
.

本文给出了两种在 K ir o hhof f假定下的两结点直线梁单元
,

它们的非线性表示简单
、

清

晰便于坐标转换
,

可以得出空间梁单元的显式表达式
.

数值计算表明
,

只要将单元划分得足

够小
,

则同样可以准确地反映大变形的几何非线性效应
.

一般的非线性梁元较为完整地反应

了几何非线性性质
,

能够有效地分析特别柔软的杆件
.

而简化的非线性梁元适用于以轴力为

主的
、

变形的非线性程度不高的杆系结构
.

二
、

一般的非线性梁单元

单元几何

图 1所示
,

在 K ir c hhof f假定前提下的等截面梁单 元 叮
,

其节点位移和节点力列阵分别
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考虑杆子大变形时轴向变形和弯曲变形的相互偶合性
,
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单元的切线刚度阵

在tot a l
一
L a g r a n g e 坐标下

,

假定外力的大小和方向不随变形而改变
,

利用虚功原理可得

出增量形式 的单元平衡方程

“{ , }一

)
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其中
:

几何阵〔B 〕如上节所述
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d {切 }= 〔K
:

〕d {q }= ([K
。

〕+ [ K : 〕+ [K
。

〕)d { q }

〔K
:

」称为在当前位移上单元的切线刚度阵
.

其中
,

(2
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〔K
。
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丁
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: ·〔D 〕〔B
。

〕d /

即为通常的小变形线性刚度阵
.
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!
: (。B

。

〕·〔D 〕〔B 〕+ 〔B ·〕·〔D 〕〔B
。

〕+ : B ·〕·「D 〕〔B·〕, d X

称为大位移阵
.

它与当前位移有关
,

反映了由于大变形产生的单元本身刚度阵的改变
.

〔K
。

〕称为初应力阵
.

它主要取决于当前的应力水平
,

反映了轴力对弯曲的影响
.

〔K
。

〕
,

〔K : 〕
,

〔K
。

〕各部分的显式表达如下
:
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1 7) 式是在假设轴力 N
,

沿整个单元不变的情况下得到的
.

这在非线性程度不太高的

条件下是可行的
,

否则就要求将单元细分
,

或对轴力采用数值积分
.

3
.

单元的不平衡力

满足单元的增量平衡方程 (2
.

1 1) 式
,

将采用逐次迭代的办法
.

假设经过几次迭代后单元
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,
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它们的显式表达式略
.

4
.

解的方法和收敛准则

对于上面得到的单元切线刚度阵
,

引入各单元的坐标转换阵
,

组装 成 结 构 的总刚度阵

〔K : 〕
.

求解结构总的非线性增量平衡方程 (2
.

1 9) 采用载荷增量法和N e w to n 一
R a p h s o n
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相结合的混合法
。
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,
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.
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:

[ K , 〕
,

(△{占})
。 + ,

== (A {少 })
, + , ,

{占}
, 、 :

= {占}
。
+ (△{j })

。 + ,

(2
.

2 1 )

迭代过程中选用相对位移收敛准则
,

其表达式
:
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简化的非线性梁单元

取图1所示的梁单元
.
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显而易见
,

当九
‘,

么
‘= 1 (i = 1

,

2
,

3
,

4
,

5) 时
,

〔K 〕就退化为线性梁单元刚度阵
.

为

求得非线性解
,

这里要对轴力迭代求解
.

四
、

数 值 例 题

1
.

端部作用横向力尸的悬臂梁
。

见图2.

L = 3 0 om m
,

b
·

h= z om m x z om m
, E =

ZO7k N / m 澎
,

无量纲载荷参数K 毯
“= 尸五丫E l

.

z。
}兀
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J矛‘rL、t一O

线性解

图 2

0
.

2 0
.

4 0
.

6

图 3

全梁等分为 10 个一般的非线性梁元
,

位移收敛精度取为 0
.

0 0 5
,

若加载终值 K Z

尸 = 1 0 ,

将此载荷分别划分为 20 0和 20 个增量步进行迭代
,

则计算位移的终值在四位有效数字内完全

相同
.

表 1给出了10 个载荷水平上的位移值
.

并通过图3与〔9] 中精确解得到了满意的符合
.

2
.

端部作用弯矩M的悬臂梁
.

见图4
.

L = 1 2 in
, b

·

h== l i n x l i n
, E = 3 0 x 10

6
lb/ i n
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下图 6 图 5

解二二

表 1

汀E l
:

L
= 6 5 4 4 9 5

.

4 7 1b / i
n ,

M = m f (f为载荷因子 )

K
ZL Z

占/ L
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60 555 0
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全梁等分为 10 个一般的非线性单元
,

端弯矩M按 f= 0
.

1 为步长加载至 f== 2
.

总共有 20

个加载步
.

收敛精度
。
取0

.

00 5
.

图5表示自由端位移d
:

和d , 与f 的关系
,

各个 f 值下梁的变

形形状如图 6 所示
.

这一结果表明与理论解〔3 〕碑」和数值解【5〕得到了完全一致的符合
.

3
.

端部作用轴力尸
,

水平力Q及弯矩M的悬臂梁柱
.

见图7
.

b
·

h = 1 0 m m x 10 m m
,

E = 2 0 7 kN / m m
Z

一

L 二 3 0 0 m m
,

P 二 3
.

sk N
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.

Zk N
,
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.
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}
J
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L

一
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:

简化单7 L

t

舟泛单五

, _

/ /

图 了 图 8

此时梁柱以承受轴力为主
,

用本文提供的两种单元计算
,

并且都等分为 10 个单元
,

采用

10 个载荷增量步进行计算
.

关于自由端的位移值分别列于表 2和表3
,

端部位移占
, 与载荷增量步
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亚
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表 4
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m 的关系见 图 8
.

比较两种单元的计算结果可 知
:

在位移不太大时
,

两种解差别不大
;
而当

变形逐步增大时
,

两种解的差别就越来越大
.

关于简化的非线性梁元的准确性
,

由表 2 中加

载终结时的位移值与〔9」中仅考虑二次应力的解析解完全吻合而得证
.

4
.

对渤海某实际海上钻井平台刚架结构 ( 见图 9) 用本文的两种非线性梁单元进行计算
。

平台同时承受设备和自重的竖直载荷和冰压力的水平载荷
,

在采用两种单元时每根杆都取作
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