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摘 要

本文提出完全近似法的一种推广形式
:

引用渐近线性化的概念
,

通过对坐标作包含 因 变量的

非线性泛函的变换
,

把原有的非线性问题线性化
,

从而以首项渐近解和相应的坐标变换给 出 原问

题的较高阶的近似解析解
.

对模型方程和若干弱
一

作线性振动和波动问题的分析表明
,

本 文 提出的

方法是简捷而有效的
。
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一
、

引 台

正如几
.

H
.

C e 及。B 院士所指出的
〔‘’, “

高速电子计算机的应用大大增加了理论上近似

求解具体问题的
一

可能性
,

使人们有可能揭示所求得的一系列解的各种特性
,

并可用来迅速地

进行大容量的计算和对所得到的信息进行数据处理
.

有鉴于此
,

解析的研究方法保持着它们

的头等重要的意义
,

并且显得越来越重要
.

显然
,

求解各种问题的有效的公 式化方法将来仍

会 是卓有成效的
、

有益的
. ”
作者认为

,

这一真知灼见值得我们重视
.

综观力学中非线性方程问题求解的解析方法研究
,

大致有三个方 向
.

一是对问题的白变

量和因变量进行变换
,

把物理空间中的非线性控制方程变成新自变量的辅助空间中的线性方

程
,

例如速度图法
、

锥型流法
、

逆散射法等等 ; 二是通过适 当选择摄动参数
,

以渐近级数形

式来构造问题的解
,

渐近方法即属于此类 ; 三是把上述两个方向的特征结合起来
,

形成一系

列有效的方法
,

例如变形坐标法
、

匹配法
、

平均法
、

加速收敛法
、

白模解法等等
,

正因为如

此
,

这第三个方向引起了人们的广泛注意 (参看〔2、4 〕)
.

A
.

H
.

n aR 叨时耐
5 , ”, 和 r

.

中
.

C 二 ra
二
oB

〔’, ‘,
在研究气体动力学问题 (特别是近声

速气流问题) 时
,

选用了同时包含自变量和因变量的常系数线性坐标 变换
,

使得速度势的非

线性方程渐近地线性化
,

从而在较低阶的近似 (通常是首项近似 ) 下得jlJ 了准确度较高的
、

较完全的近似解
.

据此
,

他们将这一方法命为完全近以法 (M e T o “ 11 0 “ “ o 数 a n n p o “ c ”M a -

双二的
,

并成功地用于求解二维
、

三维的定常或非定常的近声速气流问题
.

实际上
,

这一方法

是 PL K 方的一种推广形式
.

,

创刊十周年暨
,

一百期纪念特刊(l )论文
.
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经过分析研究
,

我们发现 A
.

H
.

n a H
二

。
Ko

B 和 F
.

小
.

C o ra JI
oB 的完 全近似法可作

进一步推广
.

他们选取的含因变量的常系数线性变换 限制了方法的应用范围
.

我们对原有坐

材
.

作更为一 般的含因变量的非线性泛函形式变换
,

其中可以 包含各种微分
、

积分算子
,

在对

所研究的非线性问题进行渐近线性化处理 时确定变换的具体形式
,

从而 以线性化近似的低阶

解和坐标的渐近变换给定具有较高准确度的解
.

下节叙述我们的修正的完全近似法的一般形

式
,

然后分析一个模型方程来阐述方法的要 旨和可用性
,

最后给出几个例子
,

阐释本方法在

求解弱非线性振动和波动问题中的应用
.

这些分析表明
,

我们的方法是有效的
,

可望应用于

更复杂的非线性问题
.

二
、

方 法

我们研究如 卜的弱非线性问题
:

干“〔
“
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、
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其中 L
:

线性算子
; N

:

非线性算子
; B

:

边界算子 ;
卜 向量或标量 ;

j( 二 )
:

已知函数 ;

。 :

小参数(o< 。《 1 )
.

引进变换

f
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其中 F
,
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n = ] ,

” = 1

2 - ⋯
,

万) 为待定的非线性泛函
.

在变换(2
.

2 )下
,

(2
.

1) 变成

! : 〔
u
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”
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,
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⋯
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F
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(言〔口口)
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3 )

其 中 L
,

为由计算求得的算子
.

引用渐近线性化的概念
,

把(2
.

3 )近似到O (尹)线性化
,

即令(2
.

3 )中
。“ 的系数为零

:

L
。

[ 。(雪)
,

F 一,

F Z ,
⋯

,

F
。

〕= o

F
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依次求得F
。

巨“)〕
,

并求出线性化问题

L [。(占)〕~ o (占印)
,

B 〔u (舀)〕= f (省) (矢a。) (2
.

5 )

的解
,

将所求得的 u( 约和 F
。
〔“(省)〕代入 (2

.

2)
,

就可求出原问题的准确到 0 (尸)的解二

三
、

模 型 方 程

为了阐释上节中的方法
,

我们来研究如下的模型方程
〔。, ‘”’:

(x + 。, )

假设在解域内 W
a S 0 w

尧。
,

_

且 g (o)斧 0
.

+ q (二)夕二
r
(“) (o( 二簇 1 )

, 梦(] ) ~ b > o

准则成立 〔g ’,

即当 x 〔[ o
,

l」H寸
, g (x 刀:一J r

(x ) 正则

.

(3
.

1)

,

g (x )夕(x )一 r (戈 )

如果用正则摄动法求解
,

则一 般会在 ‘ = 0 处出现不应有的奇性
,

因此引进变换
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渐近线性化后
,

我们有

拟g / d 雪+ 口(占)夕= r (雪)
, 夕( z ) = b

其解为

令( 3

,

一
p

(
一

犷
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燮
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(犷
g
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门
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.
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3 ) 中
。 的系数为零

,

并利用 ( 3
.

4 )
,

我们得到F应满足的方程 :

蓄
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把 ( 3

.

5.) 和 (3
.

7 )代入 (3
.
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.
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令 q 三 r 三 O
,

1

b~ 1 ,

即为著名的钱学森例子
〔’且” 这时我们有
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这正是原问题的精确解
.

.
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则有
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此结果的形式与用 PL K 方法所得 的解略有区别
,

但仍有

‘= o时: 雪‘ (
e
/ 3 )‘

, s , y‘ ( 3 /
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么, s

与用 LK P方法求得的结果一致
〔。’.

由上述可见
,

我们的方法的优点在于
,

对于满足W as
o w 准则的系数 q 和 r ,

解和相应的变换
,

给出了一般形式的解
.

( 3
.

1 0 )

用首项展开

四
、

应 用

本节我们列举若干例子
,

说明修正的完全近似法在求解弱非线性振动和波动问题中的应

用
·

户

单自由度弱非线性振动

考虑如下问题
:
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其 中 j( y
,
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.
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5 )代入( 4. 2 )
,
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。
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.
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,
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2
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非线性弹性地基上梁的自由振动

经无量纲化后
,

该问题可由如下方程描述
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,
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,

问题的边界条件和初始
粼

为
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一
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.

设梁为简支的
,
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,

计及应力
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,
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完全近似法的推广及其应用

如果f( “ )为 二 的周期函数
,

则可得到杆中的驻波解
,

即纵振动解
,

例如
,

取

八劝= si n 二二 (4
.

39 )

则得到长度为 1 的杆中的纵振动解
.
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由于引进了含因变量的非线性泛函的坐标变换
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,

对于各种弱非线性问题
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