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摘 要

本文给出高阶非完整系统运动方程的一类积分及其存在条件
,

包括 1阶积分 (广义能量积分 )
,

2阶积分和 P( 夕> 2 ) 阶积分
,

所有这些积分都可按系统的L ag r a n ge 函数来构造
.

举例说明本文方

法的应用
.

关键词 运动方 浅 积分 高阶非完整系统

一
、

引 言

由于力学本身以及自动调节
、

自动控制理论的发展
,

人们研究 2 阶和更高阶非完整 约束

系统动力学的兴趣大大增加了
,

并已取得一些重要成果
〔‘一。’.

然而
,

这些研究还只限于动力

学方程的建立
,

而对方程本身的研究则甚少
.

本文研究高阶非完整系统运动方程的一类积分及其存在条件
.

首先
,

导出 1 阶积分
,

这

就是广义能量积分 ; 然后
,

用类似的方法导出2 阶积分和 P( P> 2 ) 阶积分
.

所有这些积分都

可按照系统 L ag
r

an ge 函数的结构来构造
.

本文并举例说明这些积分的存在
.

二
、

高阶非完整系统运动方程的显形式

设力学系统的位形由

m 阶非完整 约束

。
个广义坐标q

。

(
: ~ 1

,

⋯
,

n) 来确定
,

在系统的运动上施加 g 个理想

f , (g
。 ,

女
。 ,

互
。 ,

⋯
, q , , r)= o

系统的运动方程可表为 R o ut h形式 ‘7 ’

(口= 1
,

⋯
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⋯
, 。 ; 。二 z

, 2 ,

⋯ ) (2
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2 )

其 中 T 为系统的动能
,

Q
。

为广 义力
,

元, 为 了勺之乘子
.

将广义力 Q
。

分成有势的 Q二和非势

的口士

Q
,

= Q ; + Q了
,

Q二二 一 口V / 口g
; ,

厂 = 犷(g
。
)

.

张汝清推荐
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于是方程 (2
.

2) 可表为形式
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。盯一百q
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,
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_ 、 , _ _ 、
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d

其中L ~ T ‘犷为系统的 L a
gr

a n
ge 函数

.

按文献〔7] 中给出的方法
,

可将方程( 2
.

3 )表为显形

式
,

有
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这里。
‘
为系统 中第 i 个质点的质量

,

卜为它的矢径
,

N 为质点的总数 目
.

假设A
, , ,

B
, ,

T
。

中不显含时间t
,

即

口A : , / a r= d B .

/ 日t二aT 。/ 。t = o

则有

日L /口t一 0

此时方程 ( 2
.
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在以后的研究中
,

假设O弓依赖于 q ,

空和 t
.

( 杭 )

方程( 2
.

5) 的阶依赖于 m 以及a f , /a q
。

的形式
.

当 m = 1
,

。二 2 时
,

方程 ( 2
.

8) 是 2 阶方

程组 , 当 m > 2时
,

( 2
.

5) 可为 2 阶方程组
,

一
, 脚阶方程组

.

如果 ( 2
.

8 )是 2 阶方程组
,

则有

可能存在 l 阶积分 , 如 果 ( 2
.

5) 是 3 阶 方 程组
,

则有可能存在 l 阶积分和 2 阶积分
;
如果

( 2
.

5) 是 m (。> 3 )阶方程组
,

则有可能存在 1 阶
, 2 阶

,

⋯
,

( 二一 l) 阶积分
.

三
、

1 阶 积 分

现在由方程( 2
.

5) 出发导出一类 1 阶积分
.

将 ( 2
.

8 ) 两端乘以如并对 ‘ 求和
,

注意到
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份 月
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,
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容易证明等式

1
_

令令带州
。

2
川 拭怠

口。,
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空。空: 空
:

= 乙 乙 习〔k
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方程 (3
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K
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。

将(3
.
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,

我们得到一类 1 阶积分
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.
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J
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*

州
·+ 犷一 丁

。
一 , 广 ,

。+ 犷一 c l

1阶积分(3
.

14 )
,

实际上就是广义能量积分
.

这类积分在高阶非完整系统 中也 存 在
.

献〔8〕从 Mag g i型方程出发用另一方法得到的结果相同
.

例 1 一质点在空间中运动
,

其 L ag
r a n g e 函数为

L 二 (空圣+ 空委+ 空互)/ 2一 V (a
, , g ; , g a

)

非势广义力为
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⋯ )

我们来求系统 的广 义能量积分
.

因为

(3
.

1 4 )

这与文

(3
.

1 5 )

(3
.

1 6 )

(3
.

1 7 )

乙 Q了q
,

~ 女
Z

q
。

空
;

/ 2 + 全。空
,

女
2

/ 2 一空
,

空2空
。
= O

于是条件(3
.

3 )成立
.

又
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.
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.

又口L / 司二 。
,
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.
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.

因此
,

系统有广义能量积分

J
,
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四
、

2 阶 积 分

假设m 异 3
,

且
‘
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,
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,

得到
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,
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.
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,
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+

户粼否幂
。

’“
q : = 0 (4

.

1 0 )

解偏微分方程(4
.

10) 可确定 K
2 .

于是我们有

定理 1 方程组 (2
.
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.

1 )在条件(4
.
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、
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,
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,
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空
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.

根据定理 1
,

在一定条件下可按系统的L ag ra ng e函数来构造一类 2 阶积分
.

例 2 一质点在空间中运动
,
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并设方程(2
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二 l ‘. 1

“

苍幂
·
,。; 一”
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解偏微分方程(5
.

10) 可确定K , .

于是我们有

3 )下
,

有P(P > 2 )阶积分 J
,

(q
, ,

夕
: ,

⋯

京

定理 2 方程组(2
.

8 )和(2
.

1)在条件(5
.

2 )
、

(5
.

, t)一 C , ,

其 中J , 由(5
.

9 )确定
,

而 K
,

(q
, ,

空
, ,

(乡自 1 )

q
。 ,

t) 以I (:
.

z0’)确定
.

利用定理 2
,

在一定条件下
, 一

可按系统的 L a g r a n g e 函数来构造 。}(m > 3 )阶非完整系统

的一类P(P> 2 )阶积分
.
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