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摘要:  研究了一类带有不确定参数以及强非线性干扰项的链式非完整系统的鲁棒适应控制问题# 

利用 State_scaling和 back_stepping 技巧,构造性地给出了一种使系统镇定的反馈设计方法,使闭环系

统指数稳定# 

关  键  词:  非完整系统;  适应控制;  稳定性

中图分类号:  O231. 2    文献标识码:  A

引   言
近几年来, 非完整系统的控制与镇定问题受到了广泛的关注,研究该类问题的主要困难之

一就是不存在光滑甚至连续的反馈使系统镇定, 所以寻找新的设计方法成为受人关注的困难

的课题# 但目前的很多结果都是研究无漂移项的链式非完整控制系统的[ 1~ 6]# 本文研究了一

类带有不确定参数以及强非线性干扰项的链式非完整系统的鲁棒适应控制问题, 利用 state_

scaling和 back_stepping 技巧, 构造性地给出了一种使系统镇定的反馈设计方法# 

1  问 题提 法

1993年,Murray 和Statry[ 7]得到了一大类完整力学控制系统的正则表示:

  

ÛN1 = u1,

ÛN2 = u2,

ÛN3 = N2u1,

s

ÛNn = Nn- 1u1# 

( 1)

本文将研究如下带有不确定及干扰的非完整系统的全局镇定问题:

  

Ûx 0 = u0+ <d0( t , x 0) ,

Ûx i = ( x i+ 1+ HT
x

n- i
0 g i ( x 1, ,, x i ) ) u0+ <di ( t , x 0, x , u0) ,

s

Ûx n- 1 = u + HT
x 0gn- 1( x 1, ,, xn- 1) u0+ <dn- 1( t , x 0, x, u0)# 

( 2)
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这儿 x = ( x 0, x 1, ,, x n- 1)
T I R

n和( u0, u)
T I R

3分别表示系统的状态和控制变量, H I R
p表

示未知参数,而 <di 表示不确定的漂移项# 

注 1 显然, 当 <di S 0, 0 [ i [ n - 1 及 H= 0(或 g j S 0, 1 [ j [ n - 1) 时, 未干扰系统( 2)反馈等价于

标准的链系统( 1)# 

注 2 当 H= 0 或( gj S 0, 1 [ j [ n - 1) , 系统( 2)正是[ 2]中所讨论的系统# 

注 3 当 <
d
i S 0, 1 [ i [ n- 1 ,系统( 2)正是[ 1]中所讨论的系统# 本文的目标是设计如下动态反馈使系

统镇定

  
ÛV = �X( x, V , t )   ( V I Rq) ,

u = ; ( x, V , t) ,
( 3)

这儿�X和 ; 是光滑函数,使对 P ( x(0) , V (0) ) I Rn @ Rq闭环系统( 2) ~ (3) 的解( x( t) , V ( t) ) 在 t \ 0存在

且有界,而且当 t 趋于+ ] 时, x( t) 趋于0# 在本文中, q \ p , V 的分量可理解为对未知参数H的估计, 我们

也把( 3)称为适应控制器# 

State_scaling 技巧在本文中我们对系统( 2)做如下假定:

假设 1  P i , 0 [ i [ n - 1,存在非负光滑函数 <i 满足下列不等式:

  | <d0( t , x 0) | [ c03 | x 0 | , ( 4)

  | <di ( t , x 0, u0) | [ | ( x 1, ,, xi ) | <i ( x0, x 1, ,, xi , u0) ,

    P( t , x 0, x, u0) I R+ @ R @ R
n- 1 @ R# ( 5)

假设 2

  gi (0) = 0   ( P i , 1 [ i [ n - 1)# ( 6)

注4 假设 1 中,不确定的非线性项 <d
i 满足一组三角型条件, 而且界函数 <i一般地是非线性的, 这个结构

性条件在非线性适应控制和鲁棒控制中是相当普遍的假定( [ 2] Z. P. Jiang, 2000)# 

本文中我们将对一类带有不确定参数以及强非线性干扰项的链式非完整系统( 2) ,利用

state_scaling 和 back_stepping 技巧,构造性地给出了一种使系统鲁棒镇定的反馈设计方法# ( 2)

所满足的三角型结构使我们能够对 u0 和 u 分别设计鲁棒适应控制律# 下面引进一组 state_

scaling变换
[ 2] [ 8]

:

  z i = xi / x
n- i- 1
0   (1 [ i [ n - 1) , ( 7)

在新的 z 坐标下,系统( 2)可变为下列形式:

  

Ûz i =
u0

x 0
z i+ 1+ HTx 0g i ( x 1, x 2, ,, xi ) u0+

  
<di

x
n- i- 1
0

-
( n - i - 1) ( u0 + <di ( t , x 0) )

x 0
zi   (1 [ i [ n - 2) ,

Ûz n- 1 = u + HT
x 0gn- 1( x 1, x 2, ,, xn- 1) u0+ <dn- 1( t , x 0, x, u0)# 

( 8)

由假设1, 我们可选择控制律 u0为

  u0 = - K0x 0, ( 9)

这儿 K0 > c03是正的设计参数# 

类似于[ 2] , 我们可得到下列引理

引理 1  P t 0 \0和 Px 0( t0) I R, 相应的(2) + (9) 的解 x 0( t ) 对 t \ t 0存在, 且满足

  x 0 \ 0 ] x 0( t 0) e- ( K
0
+ c

03
)( t- t

0
) [ x 0( t ) [ x 0( t 0) e- ( K

0
- c

03
)
, ( 10)

  x 0 [ 0 ] x 0( t 0) e- ( K
0
- c

03
)( t- t

0
) [ x 0( t ) [ x 0( t 0) e- ( K

0
+ c

03
)
, ( 11)
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注 5 由引理 1, 我们可得到集合 { ( x 0 , x) I R @ Rn- 1 | x 0 X 0} 在系统( 2) + ( 9)下是正不变集合# 

当 u0取(9) 的形式时, 系统(8) 对所有的 x 0都是有定义的,尽管坐标变换(7) 在 x 0 = 0没

有定义# 

现在我们把( 8)写成更为紧凑的形式:

  
Ûz i = - K0zi+ 1- K0x

2
0H

T
x 0g i ( x 1, ,, x i ) + �<

d
i ( t , x 0, x)   (1 [ i [ n - 2) ,

Ûz n- 1 = u - K0x
2
0H

T
g i ( x 1, ,, x i ) + �<

d
n- 1( t , x 0, x)# 

( 12)

其中 1 [ i [ n - 1

  �<di =
<di ( t , x 0, x, - Kx0)

x
n- i- 1
0

-
( n - i - 1) (- K0x 0+ <di ( t , x 0) )

x 0
zi# ( 13)

引理 2  1 [ i [ n - 1,存在光滑非负的函数 �<i 使得

  | �<di ( t , x 0, x) | [ | ( z1, ,, z i ) | �<i ( x 0, z 1, ,, zi )# ( 14)

2  递 归设 计

我们先讨论 x 0( t 0) X 0的情形,然后再讨论 x 0( t 0) = 0的情形# 

1. x 0( t 0) X 0

由引理 1及注2, x 0( t ) X 0, P t \ t 0, 所以我们可以利用状态变换( 7)与通常的 back_step-

ping 技巧[ 9, 10, 11]对系统( 12)设计控制律 u

第一步:先从( 12)开始, 令

  Ûz 1 = - K0z 2- K0x
2
0H

T
g1( x 1) + �<d1( t , x 0, x) , ( 15)

这儿把 z 2看做虚拟输入,定义

  N1 = z1,

引进 Liapunov 函数 V1:

  V1 =
1
2 N

2
1+

1
2K | Ĥ- H|

2
, ( 16)

这儿 Ĥ是H的估计, K是引理 2中的设计常数# 取 V1沿着( 15)的时间导数,我们得到:

  ÛV1 = N1ÛN1+
1
K
( Ĥ- H)

T
Ĥ
#

, ( 17)

  ÛV1 = N1(- K0z 2- K0x
2
0H

T
gi ( x 1) + �<

d
1( t , x 0, x ) +

1
K
( Ĥ- H)

T
Ĥ
#

, ( 18)

  ÛV1 [ - K0N1z 2+ N
2
1�<1( x 0, z 1) - K0x

2
0H

T
g1( x 1) N1+

1
K( Ĥ- H)

T
Ĥ
#

, ( 19)

  ÛV1 = - K0N1 z 2-
N1�<1( x 0, z 1)

K0
+ x

2
0 H

T
g1( x 1) +

    1
K
( Ĥ- H)T

( Ĥ
#

+ KK0x
2
0N1 Ĥ

T
g1( x 1) ) , ( 20)

现在我们定义函数 A1 与 H的估计 Ĥ并引进新的变量N2

  A1( x 0, z 1, Ĥ) =
N1�<i ( x 0, z 1)

K0
- x

2
0 Ĥ

T
g1( x 1) + K1N1, ( 21)

  Ĥ
#

= S*
1 ( x 0, x 1) = - KK0x

2
0 Ĥ

T
g1( x 1) , ( 22)

  N2 = z2 - A1( x 0, z 1, Ĥ) , ( 23)

这儿 K1 是正的设计常数,则由( 20)得到
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  ÛV [ K0K1N
2
1- K0N1N2# ( 24)

注意 A1 是光滑函数并满足

  

A1( x 0, 0, Ĥ) = 0   ( Px I R) ,

5A1

5x 0
( x 0, 0, Ĥ) = 0# 

( 25)

第�步: (2 [ i [ n - 2) :假定在第( i - 1) 我们已经定义好了 Ai- 1、̂H、Ni 及Liapunov 函数

Vi- 1 ,

  Vi- 1 = 6
i- 1

j = 1

N2j +
1

2K
| Ĥ- H|

T
,

沿着 ( z1, ,, z i- 1) _子系统( 12)满足

  ÛVi- 1 [ - 6
i- 1

j= 1

( K0Kj - i + 1 + j ) N2
j - K0Ni- 1Ni   ( Kj > 1) , ( 26)

这儿

  Ĥ
#

= S*
i- 1( x 0, x 1, ,, xi- 1, Ĥ) , ( 27)

  ÛNi = z i - Ai- 1( x 0, z 1, ,, zi- 1, Ĥ) = 0# ( 28)

注意到 Ai- 1 是光滑函数并满足

  Ai- 1( x 0, ,, 0, Ĥ) = 0   ( Px 0 I R) , ( 29)

所以由( 29) ,我们有

  
5Ai- 1

5x 0
( x 0, ,, 0, Ĥ) = 0   ( Px 0 I R)# ( 30)

现在,我们希望对 ( z 1, ,, zi ) _子系统(14) 获得类似的性质,其中 zi+ 1被认为是虚拟输入,考虑

Liapunov 函数:

  Vi = Vi- 1+
1
2 N

2
i , ( 31)

取 Vi 相对于( 12)的时间导数,并考虑到( 26)、( 28)我们有:

  ÛVi = ÛVi- 1+ NiÛNi [

    - 6
i- 1

j= 1
( K0Kj - i + 1+ j ) N

2
j - K0Ni- 1Ni +

    1
K
( Ĥ- H)T

( Ĥ
#

- S*
i- 1) + Ni - K0zi+ 1- K0x

2
0H

T
g i ( x 1, ,, x i ) +

    �<di ( t , x 0, x) -
5Ai- 1

5x 0
Ûx 0- 6

i- 1

j= 1

5Ai- 1

5zi Ûz j -
5Ai- 1

5 Ĥ Ĥ
#

=

    - 6
i- 1

j= 1
( K0Kj - i + 1+ j ) N

2
j - K0Nizi+ 1- K0Ni- 1Ni +

    Ni (�<
d
i ( t , x 0, x) -

5Ai- 1

5x 0
(- K0x 0+ <d0) - 6

i- 1

j= 1

5Ai- 1

5z j
(- K0z j+ 1+ �<

d
0) ) +

    Ni (- K0x
2
0 Ĥ

T
g i ( x 1, ,, x i ) + 6

i- 1

j = 1

5Ai- 1

5z j K0x
2
0H

T
g i ( x 1, ,, xj ) -

    
5Ai- 1

5 Ĥ Ĥ
#

+
1
K( Ĥ- H)

T
( Ĥ

#

- S
*
i- 1)# ( 32)

由( 28) ~ ( 30)和假设 1,通过直接计算及配方, 存在一个非负的光滑函数 <i 使得
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  - K0Ni- 1Ni + Ni ( <
d
i ( t , x 0, x) -

5 Ai- 1

5x 0
(- K0x 0+ <

d
0) -

    6
i- 1

j= 1

5Ai- 1

5zj (- K0z j+ 1+ <d0) [

    6
i- 1

j= 1
N2

i + N2
i<i ( x 0, z 1, ,, zi )# ( 33)

由( 32)、( 33)我们有

  ÛVi [ - 6
i- 1

j= 1
( K0Kj - i + j ) N

2
j - K0Ni zi+ 1-

1
K0
Ni<i ( x 0, z 1, ,, zi ) +

    x
2
0Ĥ

T
g i ( x 1, ,, xi ) - 6

i- 1

j= 1

5Ai- 1

5z j
x

2
0 Ĥ

T
g i ( x 1, ,, xj ) +

1
K0

5Ai- 1

5 Ĥ Ĥ
#

+

    1
K
( Ĥ- H)T

( Ĥ
#

- S*
i- 1+ KK0Nix

2
0( g i ( x 1, ,, x i ) -

    6
i- 1

j= 1

5Ai- 1

5zj gj ( x 1, ,, xj ) ) ) ( 34)

定义

  Ai ( x 0, z1, ,, z i , Ĥ) = KiNi +
1
K0
Ni<i ( x 0, z 1, ,, z i ) - x

2
0 Ĥ

T
g i ( x 1, ,, xi ) +

    6
i- 1

j= 1

5Ai- 1

5zj x
2
0 Ĥ

T
gi ( x 1, ,, xi ) -

1
K0

5Ai- 1

5 Ĥ Ĥ
#

, ( 35)

  Ĥ
#

= S*
i- 1- KK0Nix

2
0 g i ( x 1, ,, xi ) - 6

i- 1

j= 1

5Ai- 1

5 zj
gi ( x 1, ,, xi ) = S*

i , ( 36)

  Ni+ 1 = zi+ 1- Ai ( x 0, z 1, ,, zi , Ĥ) , ( 37)

这儿 Ki 是正常数# 我们有:

  ÛVi [ - 6
i- 1

j= 1

( K0Kj - i + j ) N2
j - K0KiN

2
i - K0NiNi+ 1 =

    - 6
i- 1

j= 1

( K0Kj - i + j ) N2j - K0NiNi+ 1# ( 38)

由构造, Ai是光滑函数并满足:

  A1( x 0, ,, 0, Ĥ) = 0   ( Px I R) , ( 39)

  
5Ai
5x 0

( x 0, ,, 0, Ĥ) = 0# ( 40)

第 n - 1步:假设我们已经定义了光滑函数 An- 1、̂H, Nn- 1 及Liapunov函数 Vn- 2 并满足:

  ÛVn- 2 [ - 6
i- 2

j= 1

( K0Kj - n + 2+ j ) N2
j - K0Nn- 2Nn- 1, ( 41)

  Nn- 1 = z n- 1 - An- 2( x 0, z1, ,, z i , Ĥ) , ( 42)

  An- 2( x 0, 0, ,, 0, Ĥ) = 0   ( Px 0 I R) , ( 43)

  
5An- 2

5x 0
( x 0, ,, 0, Ĥ) = 0# ( 44)

考虑 z _ ( 12) ,定义Liapunov 函数 Vn- 2

  Vn- 1 = Vn- 2( N1, ,, Nn- 2) +
1
2
N2

n- 1# ( 45)

取 Vn- 1 沿着( 12)的导数, 我们有
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  ÛVn- 1 [ ÛVn- 2+ Nn- 1ÛNn- 1 [

    - 6
n- 2

j= 1
( K0Kj - n + 2 + j ) N

2
j - K0Nn- 2Nn- 1+

    1
K
( Ĥ- H)T

( Ĥ
#

- S*
n- 2) + Nn- 1(Ûz n- 1- ÛAn- 2) =

    - 6
n- 2

j= 1
( K0Kj - n + 2 + j ) N2j - K0Nn- 2Nn- 1+

    1
K
( Ĥ- H)T

( Ĥ
#

- S*
i- 2) + Nn- 1 u - K0x

2
0H

T
gn- 1( x 1, ,, x n- 1) +

    <
d
n- 1( t , x 0, x 1, - Kx 0) -

5An- 2

5x 0
Ûx 0- 6

n- 2

j= 1

5An- 2

5z j Ûz j -
5An- 2

5Ĥ Ĥ
#

[

    - 6
n- 2

j= 1
( K0Kj - n + 2 + j ) N2j + Nn- 1u - K0Nn- 2Nn- 1+

    Nn- 1( <
d
n- 1( t , x 0, x 1, - Kx 0) -

5An- 2

5x 0
Ûx 0- 6

n- 2

j= 1

5An- 2

5 zj
(- K0z j+ 1 -

    K0x
2
0H

T
g i ( x 1, ,, xj ) + �<

d
j ( t , x 0, x) ) ) + Nn- 1 - K0x

2
0H

T
gn- 1( x 1, ,, x n- 1) -

    
5An- 1

5 Ĥ Ĥ
#

+
1
K
( Ĥ- H)T

( Ĥ
#

- S*
i- 2) =

    - 6
n- 2

j= 1

( K0Kj - n + 2 + j ) N2j + Nn- 1u - K0Nn- 2Nn- 1+

    Nn- 1( <
d
n- 1( t , x 0, x 1, - Kx 0) -

5An- 2

5x 0
Ûx 0- 6

n- 2

j= 1

5An- 2

5 zj
(- K0z j+ 1 +

    �<dj ( t , x 0, x) ) + Nn- 1 - K0x
2
0 Ĥ

T
gn- 1( x 1, ,, xn- 1) +

    6
n- 2

j= 1

5An- 2

5z j
K0x

2
0 Ĥ

T
gj ( x 1, ,, xj ) -

5An- 2

5 Ĥ Ĥ
#

+
1
K
( Ĥ- H)T

( Ĥ
#

- S*
i- 2)# ( 46)

由假设 1及( 41) ~ ( 44) ,通过类似于[ 2]的直接计算,存在一个非负光滑的函数 <n- 1 满足:

  - K0Nn- 2Nn- 1+ Nn- 1 <
d
n- 1-

5An- 2

5x 0
(- K0x 0+ <

d
0( t , x 0) ) -

    6
n- 2

j= 1

5An- 2

5z j (- K0z j+ 1+ �<
d
i ) [ 6

n- 2

j = 1
N

2
i + N

2
n- 1<n- 1( x 0, z 1, ,, zn- 1)# ( 47)

由( 46)、( 47)我们有:

  ÛV [ - 6
n- 1

j= 1
( K0Kj - n + 2+ j ) N2

j + Nn- 1( u - K0x
2
0Ĥ

T
gn- 1( x 1, ,, xn- 1) +

    6
n- 2

j= 1
K0x

2
0 Ĥ

T
gi ( x 1, ,, xj ) -

5An- 2

5 Ĥ Ĥ
#

+ Nn- 1<n- 1( x 0, z 1, ,, zn- 1) +

    1
K( Ĥ- H)

T
Ĥ
#

- S
*
n- 2 + KK0Nn- 1x

2
0 gn- 1( x 1, ,, xn- 1) -

    6
n- 2

j= 1

5An- 2

5z j gj ( x 1, ,, xj ) , ( 48)

令

  Ĥ
#

= S
*
n- 2- KK0x

2
0Nn- 1 gn- 1( x 1, ,, x n- 1) -
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    6
n- 2

j= 1

5An- 2

5z j gj ( x 1, ,, xj ) , ( 49)

  u = - K0Kn- 1Nn- 1- Nn- 1<n- 1( x 0, z 1, ,, zn- 1) +

    K0x
2
0 ĤT

gn- 1( x 1, ,, xn- 1) - 6
n- 2

j= 1

5An- 2

5z j ĤT
gj ( x 1, ,, xj ) +

5An- 2

5Ĥ Ĥ
#

, ( 50)

这儿 Kn- 1是正常数# 由( 49)、( 50) ,我们得到:

  ÛV [ - 6
n- 1

j= 1
( K0Kj - n + 1+ j ) N

2
j # ( 51)

2. x 0( t 0) = 0

不失一般性,我们假定 t0 = 0,当 x 0(0) = 0# 时, 我们选择 u0如下:

  u0 = u
*
0 , u

*
0 X 0# ( 52)

由于 <0 整体满足 Lipschit条件,所以解 x 0( t ) 在 t \0都存在# P tc> 0,在区间[ 0, tc] 上,对

(2) + (52) 应用于类似于上面的back_stepping_based技巧,得到非线性反馈 u = u
*
( x 0, x) ,由

类似于(51) 的不等式, 如果选择足够大的设计参数, 我们可得到(2) + (52) 的解 x( t ) 在[ 0, tc]

上是存在的,由于 x 0( tc) X 0,我们在 tc时刻分别切换u0和 u 到( 9)和( 50)# 

3  稳定性分析

我们将要证明在前面得到的适应控制器满足适应调节的目的# 

定理  在假设 1和假设 2下, 选择适应的设计参数 Ki , 并应用以上描述的开关控制策略,

则闭环系统(2) + (49) + (50) 的解在[ 0, ] ) 上是存在唯一且有界的, 而且我们还有:

  lim
t y+ ]

| x( t ) | = 0# 

证明  由以上分析, 我们只需要证明 x0(0) X 0的情形,由( 51) ,我们有:

  ÛVn- 1 [ - 6
n- 1

j= 1

( K0Kj - n + 1+ j ) N2
j # ( 53)

选择设计参数 Ki 使得:

  K0Kj - n + 1+ j > 0# 

由( 53) , Vn- 1沿着(2) (49) (50) 的轨道是有界的非增函数,由此, Ni , Ĥ是有界的,且 V 是一致连

续的,由 Babalat.引理[ 12] ,我们有:

  lim
t y ]

Vn- 1 = 0, ( 54)

由 V 的定义,我们得到:

  lim
t y+ ]

Nj = 0, ( 55)

由以上构造,我们有:

  

N1 = z 1,

N2 = z 2- A1,

s

Nn- 1 = z n- 1- An- 2,

( 56)

  z i =
x i

x
n- i- 1
0

  (1 [ i [ n - 2)# ( 57)

由此我们得到 x i , z i是有界的,且有:
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  lim
t y ]

zi = 0   (1 [ i [ n - 1) , ( 58)

  lim
t y ]

xi = 0   (1 [ i [ n - 1)# ( 59)
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Abstract: Robust adaptive control of nonholonomic systems in chained formwith linearly parameter-

ized and strongly nonlinear disturbance and drift terms is dicussed. The novelty of the proposed

method is a combined use of the state_scaling and the back_stepping procedure.
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