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摘 要

本文从文【2 〕的基本方程出发
,

采用约化摄动方法和P LK 方法
,

讨论了三阶非线性和色散效应

相平衡的修正的K d V (m K d V )孤立波迎撞问题
.

这些波在流体密度比等于流体深度比平方的 两流

体系统界面上传播
.

我们求得了二阶摄动解
,

发现在不考虑非均匀相移的情况下
,

碰撞后孤立波

保持原有的形状
,

这与F or n b e r g 和w hi th a m 〔6 3 的追撞数值分析结果一致
,

但当考虑波的非均匀

相移后
,

碰撞后波形将变化
.

关扭询 孤立波 迎撞 摄动方法

一
、

引 言

自从 1 8 3 4年 8 0 0 七t R u o s e ll实验观测到孤立波以 及一8 9 5年 K o r 七ew e g 和 d e V r ie s用

K o rt ew e g 一d e V ri e s K d V )方程 来描述这种孤立波后
,

由于孤立波的广泛存在性和对它

研究的理论价值
,

对孤立波的研究己成为一项令人感兴趣的课题
「‘’.

K d V 方程描述了二阶

非线性作用和 色散作用相平衡的系统
,

当系统中这种平衡不 能达到时
,

在考虑三阶非线性作

用后会得到修正的K d V (m K d V )方程
,

如在二流体系统中
,

当上
、

下层流体 密 度 比 等于

上
、

下层流体深度比的平方时
,

可以导得 m K d V 方程
〔“, .

本文讨论 两个 m K d V 界面孤立波的迎撞
.

有些作者 已对内波的相互作用问题作了研究
,

如 G e a r和 G r im s h a w ‘“’,

M ir ie和 S u 〔咯〕,

戴世强
‘”等

,

万
’
o r n b e r g 和W h ith a m 〔”’

数值

求解了两m K d V 孤立波的追撞问题
,

发现相互作用后它们的形状不发生变 化
.

本文讨论了

流体深度 比平方等于流体密度比的二流体系统 中两 m K d V 界面孤立波的迎撞问题
,

我 们采

用P L K 方法和约化摄动法相结合的办法
,

求得了二阶摄动解
,

在不考虑非均匀相移 的 情况

下
,

其结果与F o r n ber g 和W h it h a m 〔日’
的追撞数值结果相同

,

但在考虑非均匀相移后
,

发

现两m K d V 孤立波迎撞后将发生变形
.

二
、

基 本 方 程

我们考虑两层不可压无旋无粘流体
,

它们限制在 两水平固壁间
,

上
、

下层流体密度比为

.

戴世强推荐
.

上海市自然科学基金资助
.

工作单位为上海工业大学上海市应用数学和力学研究所
.
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a ~ 几 / p
; ,

假定流体静止时处于稳定状态 (a < 1 )
,

我们考虑有表面张力存在的情形
,

取下层

流体厚度h
:

为特征长度
,

特征速度取为斌丽孙 特征时间取为斌 h ;

后
,

, , ,

叭分别为下
、

上

壁面处流体的水平速度
,

乙
了x ,

t) 代表界面升高
,

将 x 轴取在未扰界面上
, :
轴 垂直于 ‘ 轴

,

则有如下基本方程组
‘“, :
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叭
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了 ) 切2 气广 2
.
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口
2
亡

ax Z E ( 一 1

娜 . 1

一
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、
。

(Z n + 1 、 ! !

2
”

(”一 1 ) ,

t 口亡、
2 ”

1 _
八

. 二-

一 . .
一

V

、 d x / 」

两m K d y 型弧立波迎撞的摄动解

考虑 两个小但有限波幅的 m K d V 型孤立波
,

它们在作相向运动
.

引进包含相移函数的
、

随波一起运动的坐标变换
:

夕~ 。k ( 戈一 c : t ) + e Z
ko信

, 叮) ( 3
.

1 )

, = 。l( 戈 + e Zt ) + 。2
1甲(省

, 叮) ( 3
.

2 )

这 里
￡ 是一个无量纲小量

,

它代表波幅大小的量级 ; 水平波长的尺度取为
。一 ‘,

这样可以

使非线性和色散效应相平衡
,

ek 和 以 分别是右
、

左传播的波的波数
. c l ,

几为右
、

左传播的

波的波速
; 0 和 q7 分别为两波的相移函数

,

这两函数的引进使我们可以确定由于碰撞而引起

的波的相位变化
;
将

c , 、

几和0
、

甲作如下展开
、.产、.了、少、矛
产

no庄
�口氏内心

.

⋯
n舀八0CO八」了、

护

‘
、
了、了、

0= 0
。( 叮) + 。8 ; (雪

, 刁) + ⋯

甲一甲。(舀)十 e甲; (占
,

专)十 ⋯

c z = c ( 1 + e Z a ZR z+ ￡4 a 4 R 2 + ⋯

e : 二 c ( ]
.

+ 。Z b么L
; + 。4 b4 L 2 + ⋯ )

上式中。
、

b为波幅因子 , c
为线性重力波波速

,

它由下式确定
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一丫(1
_

一 a )r

仃 + r
”丫 1 一 心口 (3

.

7 )

R
‘ ,

L
‘
(i一 1

,

2
,

加
·

)是待定常数
,

它们是为了消除下述方程中的长期项而引 进 的
.

引入列

向量 U = (亡
, 田 1 , 田 2

)少
,

并且作摄动展开

U = 。U
z
+ 。2 U

2
+ ⋯ (3

.

5 )

利用上述变换和展开
,

基本方程组 (2
,
)可 以化为含有各阶

C 的方程
, 。“,

护
,

户和护 的系数

将罗列于下
:

1
.

0 (￡
2
)

在这一阶有如下方程
:

瞥
+ “01
溉
口U

,

(3
.

9 )

其中

0 一 r

1 一 J c + 口 c
{

‘
.

..t..、

一一方

一 C

— C

一 a

奋

左。

M0M

一 C 一 仃C

我们在此只考虑准简单波
,

因而可求得 (3
.

9) 的解

U , = a
f

,
(占)R + b夕, (习)左

其中列向量R
,

左满足

M
。
R = o

,

卫
。左= o

R = (1
, e , e / ; )

, ,

左= (1
, 一 c ,

一 e
/
; )

,

由(3
.

1 0 )式可求得界面展开式 的一 阶项

雪
,
= a

f
: (占)+ bg ; (粉)

f
, (豹

, g ,
(帕为待定函数

,

它们在求解 O (少) 方程时才可确定
,

这与 K d V

K d V 型界面孤立波的情形不一样 (M ir ie 和 s u 旧 8 4
,

戴世强 1 98 3 )
.

2
.

0 (e 3 )

我们可得如下方程
:

(3
.

1 0 )

(3
.

1 1 )

型表面孤 立波和

M
。

沪绪
一

十“澎
1

怂
十 “ 01 日U

洋
+ 夕2‘9

1
日9 1

口粉
(3

.
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上式中

S 2 夕2

{
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!
.
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) 十 三
-
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i
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{
, r

{
(

“
2
‘
2 ·2

(卜异) {
可求得

U
Z
~ 。
丫l(占)R

,
+ b

“夕: (, )无
,
+ a
丫

2 (省)R + b
“夕2 (刁)左 (3

.

13 )

其中
l 。 、 r

〕 1 百 八 _
‘ 、

八 l
一几U ,

一
‘ ,

一
一

2 .
,

、 r /

‘ 了
。 c 、,

耳 1
一 吸. , C , 一万1 一 万

、 r /

由(3
.

1 3 )得界面升高的二阶项
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亡2 = a
丫

2 (舀)+ b恶9 2 (, )

式中j
: (妇 , 9 2 (冲)为待定函数

,

由O (e
“
)方程确定

.

(3
.

1 4 )

O (召4 )

我们可导出砂阶的方程
:
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.
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可求得

L一
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.
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将 ( 3
.
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,
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,
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。
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这是常微分方程形式的m K d V 方程
,

它有解
:

f
: ~ s e e h 雪

此时必须保证下列条件成立才有孤立波解
.
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g , = s e e h叮

在方程( 3
.

18 )中还有间接长期项存在
,

也必须消除
,
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其中

( 3
.

2 9 )

( 3
.

3 0 )

优 1 =

2

(卜二)

可一
’ 优 2=

3“:

(
, +
万)

Z a z
( a 一 1 )

积分 ( 3
.

30) 后可得

j
Z 一 6六 f

Z 一f :
一

。 Z
f : +(

2 m 2

一今
一

)f
、 任 l

( 3
_

3 1 )

为了求解 ( 3
.

3 1 ) ,

设

j
: ~ f :H :

代入 ( 3
.

31 )式后可得

( 3
.

3 2 )

( , :。 ;丫一了:
[一二

+
(

2协 2一

钧
‘r
」

由此求得

Hl 一

{,
, 一

心小武 +

吟一 2m 如呻
“‘

一 。:
一

艾
一 + 。

{:‘
!““

·: 一

粤
+

音(令
一 2 , 2

)
·:

一抓粤
一 2 m 2

)

( 3
.

3 3 )

其中

在求解过程中
,

我们利用了以下关系式

f r= f : 一 Zf忿 ( 3
.

3 4 )
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了;
“二六 一了空

由(3
.

3 2 )
,
(3

.

3 3 )可得

(3
.

3 5 )

,
2

一 , , + 一 , :
J:

,
! d ‘
一

。e e h : “
一

“e C h“h‘a r “‘g ‘“h‘,
(3

.

3 6 )

类似地可求得

。2一。1。 ; + 。2。:
丁:
。ld 。一 。l o e c h

Z。一 ‘2二 c h 。‘h o a一‘g ‘s h。,
(3

.

3 7 )

其中

云2

此处 汤 1

一

粤
+

抓
一

今一
2

叼

一抓粤
一 2风 ).

_ 2

(
‘一

二)
‘+

令
3 2

:

(z + 琴、
~ 、 r 一 I
刀弓, 二二二一一二, 二飞产二- 一~ 一 一- , 二

Zb
‘

(口一 1 )

由(3
.

1 4 )可得界面升高二阶项为

: :

一(
一 , : + 一, :

I:
,
ld :
)
+ “:

(
。!。 : + ‘2。;

{:
。l

d ,

) (3
.

3 8 )

(3
.

28 )中间接长期项也须消除
,

令

LT ej 二+ LT 汀
: g 全j二= 0

可解得相移 函数 01

( 3
.

3 9 )

8 l

a b 么c 3

~ 落刃1二
~

石刃
-{ 九川 d 专 =

a b Ze 3

2 ( 1 一 a )l

一

(ta n h , + 1 )f
;

(3
.

4 0 )

类似可求得

呛 么bc .

叭= 一 乏巨⋯二万汪 j全乳 d 雪= 一
a zbc

盯工二石两
~ (t a n h省一 1 )g : (3

.

4 1 )

8

.‘+产

1
.

由F
;
满足的方程

L卫
。R I + bL否一夕吃+ L全: g 全g ; + L全: (夕:夕f)

‘
+ L全

。

f老g
: g 二~ 0 (3

.

4 2 )4�l
矛一粉J曰洛一aa一l

可得到

擎
一* :。‘。: + : Q。‘。:。 : + 尸。“(。:。: )

‘
一 2 。2。,

Qr圣。:。:
口 ,,

( 3
.

4 3 )

其中
。 1
JJ 二二 一 ; , C .

乃

l 口 \ .

砚1 一 1 . C ‘ . 2

O = 工一工二乙一一 = _ 竺一
~ 4 ( 1 一 a ) 4 a

可求得
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F ‘一 R 1 6
·。ll; +

一

奋
Q b4。: + p o Zo l。: 一 a Zb

Z

Q, : 。: +
a 4

,
4

(: )

二一 R ! a ‘
了: 十委Qa

‘

了: + Pa 丫
!
, : 一

。2“、, ;。: + 。
·g ‘(。)

(3
.

4 4 )

类似有

( 3 4 5 )

其中j
‘(占)

, g 一(叮)为待定函数
.

四
、

结 果 与 讨 论

波高和最大波幅

界面升高为

: 一 。j
: 。+

州
。!f

! + 一f :
l:
j

! d ‘!

)
+ “。1·

+ 。、
丫
a ,。! + 。:。:

{:
g : d。!

)
+ O (一,

(4
.

1 )

令碰撞前的最大波幅分别为勺
,

红
,

则
。: = 雪(1

, o )二 ea + e 么a 名a , + O (。
s
)

e : = 雪(0
,
1 )== 。b + 。吕b

Z。: + O (。8 )

(4
.

1) 又可写成

} (4
.

2 )

止= e :
f

: + 。: 习: + 。
二(

a :
jr+

a :
f姿一

a l
f

: )

+ 。
孟(西

: g f+ 。: g f一。
: g : )+ O (e孟)+ O (。完)

可求得最大波幅

A m 。、
= i

e : + 。:
l

上式表明在二阶近似下
,

最大波幅为碰撞前波幅的线性叠加
,

(4
.

3 )

(4
.

4 )

非线性项可望在 更 高阶出现
.

2
.

波速

由(3
.

5 )
,
(3

.

6 )式可得波速
c , = e (1 + ￡: R : 一 a : R : e

盖) + O (。孟)

Ic Z
}= e ( 1 + 。。R : 一。: R : 。王)+ O (e是)

(4
.

5 )

(4 6 )

3
.

相移

由(3
.

1 )
, (3

.

2 )式得

k
, _ 、 , .

。
、

互= 万
己, ( 1 一 a : ￡, )‘x 一C , r一妙 , (4

.

7 )

, 一

会
。·(1 一 。: 。· )(二 + 。: , + , )

(4
.

8 )

其中
。一 , :

「
一

拿(、
a n h。+ 1 )一

毕
一

(。a n h。+ 1 )。: 七兴编
(、a n h。+ 1 ) ,

: 。:

1
L 舀 一 ‘、 几

一 。 , 一 ‘

(4
.

9 )
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少=
c s ae :

[粤(、a n h蜜一 1 )一奥竺(t
a n h占一 : )。: -

一竺煞
r

L “ “ 乙气1 一口 少R
“a n ”“一‘,。! 。。

〕
由(4

.

9 )式知
,

对于右行波
,

碰撞前后的相移为

‘

~ / b 。
,

b
.

c 3
b

, 、

。廿= “‘

切 一 一不“十致不几司九” ) (4
.

10 )

上式中最后一项代表 了碰撞后波内各点有不相同的相移
,

这导致波的变形
,

右行波的情形也

是这样
.

进一步分析表明这种变形波可进一步演化成原来的波形尾随着色散波群
.

4
.

波形

在二阶近似及不考虑非均匀相移的情况下
,

我们计算了两 m K d V 孤 立波迎撞过程中波

形的变化
,

从式(3
.

1 )、 (3
.

6 ) 及 (4
.

2 ) 出发
,

取
a = 1 ,

b ~ 0
.

5 。= 0
.

1
, a 二 0

.

0 7 3 5
,

计算

结果如图 1 所示
,

由该图1可知两 m K d V 孤立波相互作用后
,

波形保持原 来 的 形状
,

这与

P o r n b e r g 和W hi th a m 直接从m K d V 方程出发的追撞计算结果相一致
.

作者衷心感谢钱伟长教授和戴世强教授对本文工作的鼓励和指导
.
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卜卜
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1

圈1 两个m K d V 孤立波的迎位
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