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摘 要

用 M
e
]n ik o v 函数的符号判断未摄动系统是 H : m ilto n 系统的二维系统 、 ’

= f (x ) +
。g (x ,

a)
,

。< 心< < 1
,

叹R 的周期解的存在性和稳定性
。

其结果可应用于具有双重零特征值时流的余维

二分支的分支集的相图构造
.

关挂词 M
e l成k o v

函数 流的余维二分支 分文集

用 Mel n ik o v 函数判断具有同宿或异 宿轨道的加小扰动后的二维系统有紊动解和分支

时
,
经常用到Mel ni k o v 函数的零点

〔“〕.

但用 M e lni k o v 函数的符号判断极限环和周期解

的存在性和其在分支理论中的作用的工作并不多见
.

本文用 Mel ni k o v 函数的符号讨论具

有周期轨道族的二维 H a m il to n 系统经小扰动后周期解的存在性和稳定性
.

应用这一结果

判断具有双重零特征值时余维二分支的分支集中的相图的稳定性的研究时
〔” ,

比文〔1〕的方法

简便得多
.

把本文的证明稍加修改
, 例如引进曲线坐标

,

在 已知二个 A bel ia n 积 分的商的

性质时
〔2 ’,

都可用这一方法判断含小扰动的二维系统的周期解的存在性和稳定性
.

一
、

主 要 结 果

考虑系统

其中a〔R
,

(H
,
)

“〔R ) ,

(H
:

)

, ‘
二f (二) + 。g (x

, a ) ,

。< 。《 1 ,

假设

了“ 、, 。 ,

x 一气 夕七n
-

、 U l

(1
.

1 )
。

f
, g 〔C 舌,

存》 2 ,

f在有界集 U仁 R
Z

上有界
, g 在有界集上关于 a一致有界 (x 〔U ,

(1
.

1 )
。

的未摄动系统
/ 。 ’

二f
,
(。

, ”) 、

“ 二 f (x )
,

《 )
、。 ‘

= f : (u
, v )

‘

(1
.

1 )。

是 H am il七。n 系统
, 积分H (。

,

的一 b中包含围绕一点
c的一族连续闭曲线下

。一 {对 (t ) }
,
b连续

.
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变动时
, 协充满包含或围绕

c
点的某一区域

,
点

c 可以是中心

或鞍点 , (图1 )b 增大时
,
对应的闭曲线协所包围的区域也增

大
;

(H
3
) 设这族闭曲线下

。(t )的周期为T 。 ,

T 。
《K

,

K > 。是

一固定的常数
,
定义M el ni k o v 函数

r T 6

M (“
,
“)=

J
。

f (x 合(‘))八“(“合(‘)
, “)“‘

在以上假定下
,
我们有

定理1 若对固定的a = a 。,

有M (a
。 ,

b
。
)一 0 , 口M (a

。 ,
b
。

)/ 刁b举 。,
则当 a 二 a 。,

b
,
= b

。

+

o , (e )时 , (1
.

1 )
.

存在周期轨道r
。,
= 二

:
,
(, ),

其中。
, (。)二 o (。) / 。

.

定理2 在定理 1的条件下
, 若对固 定 的 a 二 a 。

和 充 分 小 的 d> 。, b0 < b《b
。
+ d 时 ,

M (a 。 ,

b) < 。 (M (a
。 ,

b) > 0) , 则当 t” co 时
,

(1
.

1 )
。

的位于r
。 ;

外部的在r , l

附近的轨道趋向于

(离开 )F 。; ; 若对固定的 a 二 a 。, 和充分小的 d> o, b。一 d《b < b
。

时,
M (a 。

,
b )< o (M (a 。,

b) > 。)夕 则当t、 oo 时
,

(1
.

1 )
。

的位于厂
。;

之内在厂
。,

附近的轨道离开 (趋向于)r 。, .

二
、

定理的证明和推论

以下不妨假定
c
为原点

, h = H
一 ‘

(o
,

b) 为闭轨下
, 和。轴正方向的截距

,

大
。

引理1 设戈 .

(t )是 (1
.

1 )
。

的解
,

劣 .

(才) = 劣。(名)+ o (己)

(2
.

1) 对。< t《丫是一致的
.

证 利用G r o n w a ll引理
。

它随b的增大而增

戈 。(O 是 (1
.

1 )
。

的解
, 它们满足同一初始条件

, 则

(2
.

1 )

刀滋‘rJI洲州沙叭t

!!
�月J.., ..t-

亨

引理2 设H
‘ ( 。 , 。 )是 H a m i lt o n 函数沿 ( 1

.

1 )
。

的解对才

的 导数, 则

{
_
。

‘
。‘一。

、 ( a ,
b) + O ‘“,

J 1 6

( 2 2 )

其中厂
, 是通过

。轴和v 。

同一点A (A 〔? 。) 出发又回到
。轴上B 点

的 (1
.

1 )
.

的轨道 (图2) , (2
.

2) 对 t , a ,
b是一致的

.

证 设 ( 1
.

1 )
.

的解为x 贾( t ) , ( 1
.

1 ) 。 的周期解为此 ( r)
,

时厂
。
经过的时间为T , , 则

其周期为 T 。 ,

从A 点出发到B 点

r r T ‘

l。 H
/
d t二 e ! 〔f

,

(二合
一

( t ) ) 夕
2 (二合( t )

, a ) 一f
Z
( x 合( t ) ) 夕; (二 l(了)

, a )〕d t
J J b J O

〔f
: ( x 合( r) ) g : ( x 合( i ) , a ) 一 f

:
( x 言( t ) ) g ; ( x 言( t ) , a )〕d t + O ( e Z ) ( 2

.

3 )

由于
。、。时

,

+ 。

{
‘-

J 7
’

b

T
.

、T
。

和 S U P
‘ 〔盯 , a 〔召

}f
, 夕: 一f

Z a ,

1~ 。,
( 2

.

3 ) 中右端第二项为
。 (。) ,

定理 1的证明

{
_
、

‘
、‘一 e

、 ( a ,
b , + O ( “,

J厂吞

由 ( 2
.

2 )对固定的 a “ a0 ,
存在( 1

.

1 ) .

的周期解的充要条件是

己M ( a 。,
b) + o (巴) = 0

M ( a 。 , b ) + O 书 (。) = o

因此有

D

( 2
.

4 )
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从而

b
,
二M

一 1 (a o ,
0 . (e ))二 b

。
+ O 朴 (。)

其中b
。
== 叮

一 ‘(a 。, o) ,
所以 6

;
二 6

。
+ o , (。)时 (1

.

1 )
.

存在周期解
.

D

定理2的证明 只证结论的部份
,

其余可类似得出
。

从定理 1知存在 (1
.

1 )
。

的周期轨道厂
。, ,

设 r
。,

与 v 轴的正向截距为 h , = H
一 ’ (0

,

b
,
) ~

H
一 ‘

(0
,

b
。
)+ O , (。)

,

取刁> o充分小使h
l
+ 刁二H

一 ’
(o

,
b

;
+ d)

,

则过A (o
,

h
l
+ 刀)的 (1

.

2 )
。

的轨

道满足

{ 。
/
、, 一。

、(a
。 ,
。

;
+ 。) + 。(。)

J l
’

吞i + 占

而 M (a
。 ,
b : + d)= M (a

。,
b
。
+ O 朴(: ) + d ) = M (a

。 ,
b
。
+ d )+ O 朴 (。)

当。很小时M (a
。 ,

b , + d )与M (a
。 ,

b
。
+ d)同号

, 因此M (a
。 ,

b
,
+ 占)< o ,

即

{ H
/
d ,一H (B )一H (A )< 。

J l
’

b ; + 占

由于H (“
,

的 二b中
,

b 愈大时协所围的区域也愈大
,

因而B 点在A 点之下
.

定理 2的部份结论

证毕
.

一

口

从定理 1、2不难得到下面的推论
.

推论 1 若M e ln ik o v 函数满足M (a 。,
b
。
)= o

,

d M (a
。 ,

b
。
) / d b< o (dM (a 。,

b
。
) / d b> o )

,

则 (1
.

1 )
.

存在稳定 (不稳定 ) 周期解
.

推论2 若对刀
;

《b或几
, a :

《 a 簇a :

定理1的条件成立 , 由M (a
,

b) 二 o 可确定 a 二 a( b)
,

则a (b) = a0 的实根个数b‘(l’~ 1
, 2 ,
⋯

,

k) 是对应 于参数a 。

的 (1
.

1 )
,

的周期解的个数
.

在M (a
,

b) 与a 一a( b) 同号 (异号 ) 的条件下
,
有以下推论

.

推论3 若在a = a 。 ,
b‘< b成b‘+ d时

, a 。

< a (b) , a = 。。 ,
b‘一 d《b< b‘时 a 。

> a (b)(a = a 。,

b ‘< b《b ‘+ d时 a 。

> a (b ) , a 二 a o , b ‘一 d成b< b‘时a 。

< a (b ))
,

则存在 (1
.

1 )
。

的稳定周期解
.

推论4 若在a ~ a 。,
b‘< b簇b‘+ d时, a 。

> a (b) ; a = a 。, b ‘一 d《b< b‘时 a 。

( a (b )(a =

a 。, b ‘< b《b ‘+ d时
, a 。

< a (b ) , a ~ a 。, b‘一 d( b < b ,时 a 。

> a (b )) ,
则存在 (1

.

1 )
。

的排斥周

期解
.

推论 5 若a 。一 a (b) 在a ~ a0
,

b : < b《b。+ 击 和a 一丙 , b ‘一 J( b < b‘ 时有相同的符号
,

则 (1
.

1 )
.

存在鞍型周期解
.

三
、

例

考虑系统
‘”

u ,
= ”

川 ~ “一 “3
+ ￡ (a 口 一 u 恶刀)

此时M e ln ik o v 函数为

‘3
.

梦

r T b r 广

M (a
,
b) = l

。合(t)〔a 。合(t) 一 (“套(t))
’v
仓(t)〕d *= a }

。d “ 一 l
u ‘。d 。

J O J 下b J 下b

从M (a
,
b )二 o解出

一 I
: 。

一“·

/天
。 ·“·
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一
一

一

—
一

—一
—

...

由〔1〕
,

〔3〕: 知存在“
,
使a ,

(b
;
)一 。, 。< b

,

时a ,
(b )< 。,

“> b
:

时 a /

(“)> 。
.

由于 {
。d 。> o ,

护 下b

故
a 一 a( b) 和M (a

,

b) 同号
.

因此在 a (b
1
)< a < 4,/ 5时系统 (3

.

1) 存在两个围绕鞍点的周期解

(图3)
,

和位于b
,

右边的b对应的是 吸引的
,

和

位于b
l

左边的b对应的是排斥的
.

而与b
,

对应的

周期解
,

其 厂 b ;
内部的 解 离开此 周期 解

; 其

r , :

外部的解趋向于此周期解 。”co )
.

以上结论完全和〔1 〕关于参数区域 5的结论

一致
.

用同一方法
,
不难判断其他参数区域内

的周期解的 内部和外部解的趋向
.

。 (,
:
)
{

_
:
匕

\ _ _
.

/
。l
‘

!

卜
,

~ _
. 、 引 . .

一
‘

一一立
6

,

、舀,J1
.J,卫O‘

r
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[ 3 ]

图 3
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